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AVERTISSEMENT. 

k . . ' V * 


a tâché  de  faire  disparaître  dans  cette  seconde  Édition 
la  pins  grande  partie  des  imperfections  ou  même  des  er- 
reurs qui  étaient  restées  dans  la  première , malgré  les 
soins  qu’on  y avait  apportés.  Les  changemens  sont  tels , 
qu’une  moitié  environ  du  volume  est  devenue  un  ouvrage 
Nouveau.  ' « ' 1 

L’Introduction  a été  refondue  presqu’en  entier , et  cor- 
rigée d’une  erreur  qui  s’était,  glissée  dans  les  derniers 
articles. 

; La  première  partie  a été  augmentée  de  quelques  Théo- 
rèmes sur  les  équations  indéterminées , et  d’une  Méthode 
nouvelle  pour  l’approximation  des  racines  imaginaires. 

Dans  la  deuxième  partie  la  démonstration  de  la  loi  de 
réciprocité , entre  deux  nombres  premiers  , a été  perfec- 
tionnée à quelques  égards.  . . \ 

La  théorie  contenue  dans  la  troisième  partie  a été  pré- 
sentée d’une  manière  nouvelle  et  entièrement  rigoureuse. 

La  quatrième  partie  a été  augmentée  de  plusieurs 
paragraphes  sur  différens  sujets.  Dans  l'un  d’eux  on  dé- 
montre que  toute  progression  arithmétique  (excepté  celles 
dont  tous  les  termes  ont  un  commun  diviseur)  contient 
une  infinité  de  nombres  premiers. 
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Vj  avertissement: 

Enfin  il  a été  ajouté  une  cinquième  partie  où  l’on 
expose  avec  tout  le  détail  nécessaire  , la  belle  théorie 
de  la  résolution  de  Féquation  xn — 1 = o , donnée  par 
M.  Gauss,  dans  ses  Disquisitiones  arithmeticœ. 

Cet  ouvrage  qui  parut  à Léipsick  en  1801 , et  qui  plaça 
tout  d’un  coup  son  auteur  au  rang  des  Analystes  les  plus 
célèbres , contient  beaucoup  de  choses  analogues  à celles 
qui  sont  traitées  dans  l’Essai  sur  la  Théorie  des  Nombres , 
publié  en  1798.  Il  contient  particulièrement  une  démons* 
tration  directe  et  fort  ingénieuse  de  la  loi  de  réciprocité 
déjà  citée  ; démonstration  qu’on  se  proposait  d’insérer 
avec  dçs  développemens  plus  étendus  , dans  cette  seconde 
Edition.  Mais  l’Auteur  étant  parvenu  depuis  à en  trouver 
nne  beaucoup  plus  simple  et  plus  élégante , on  a exposé 
de  préférence  cette  dernière  dans  le  § VII  de  la  quatrième 
partie. 

On  aurait  désiré  enrichir  cet  Essai  d’un  plus  grand 
nombre  des  excellens  matériaux  qui  composent  l’ouvrage 
de  M.  Gauss  : mais  les  méthodes  de  cet  auteur  lui  sont 
tellement  particulières  qu’on  n’aurait  pu,  sans  des  circuits 
très-étendus , et  sans  s’assujétir  au  simple  rôle  de  traduc- 
teur , profiter  de  ses  autres  découvertes. 


Digitized  b 


PRÉFACE 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


A.  EST  juger  par  différens  fragmens  qui  nous  restent,  et  dont 
quelques-uns  sont  consignés  dans  Euclide,  il  parait  que  les 
anciens  Philosophes  avaient  fait  des  recherches  assez  étendues 
sur  les  propriétés  des  nombres.  Mais  il  leur  manquait  deux 
instrumens  pour  approfondir  cette  science  ; l’art  de  la  numé- 
ration qui  sert  à exprimer  les  nombres  avec  beaucoup  de 
facilité , et  l’Algèbre  qui  généralise  les  résultats  et  qui  peut 
opérer  également  sur  les  connues  et  les  inconnues.  L’invention 
de  l’un  et  l’autre  de  ces  arts  dut  donc  influer  beaucoup  sur  les 
progrès  de  la  science  des  nombre?.  Aussi  voit-on  que  l’ouvrage 
de  Diophante  d’Alexandrie , le  plus  ancien  auteur  d’Algèbre 
qu’on  connaisse,  est  entièrement  consacré  aux  nombres,  et 
renferme  des  questions  difficiles  résolues  avec  beaucoup  d’adresse 
et  de  sagacité. 

Depuis  Diophante  jusqu’au  temps  de  Viète  et  de  Bachet 
les  Mathématiciens  continuèrent  de  s’occuper  des  nombres’ 
mais  sans  beaucoup  de  succès,  et  sans  faire  avancer  sensible- 
ment la  science. 

Viète,  en  ajoutant  de  nouveaux  degrés  de  perfection  à 
l’Algèbre,  résolut  plusieurs  problèmes  difficiles  sur  les  nombres 
Bachet,  dans  son  ouvrage  intitulé  Problèmes  plaisant  et  délcc - 
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tables,  résolut  l’équation  indéterminée  du  premier  degré  par 
une  méthode  générale  et  fort  ingénieuse.  On  doit  à ce  même 
savant  un  excellent  commentaire  sur  Diophante,  qui  fut  depuis 
enrichi  des  notes  marginales  de  Fermât. 

Fermât,  l’un  des  Géomètres  dont  les  travaux  contribuèrent 
le  plus  à accélérer  la  découverte  des  nouveaux  calculs,  cultiva 
îvec  un  grand  Succès  la  science  des  nombres,  et  s’y  fraya  des 
routes  nouvelles.  On  a de  lui  un  grand  nombre  de  Théorèmes 
intéressans , mais  il  les  a laissés  presque  tous  sans  démbnstra- 
tion.  C’était  Pesprit  du  temps  de  se  proposer  des  problèmes 
les  uns  aux  autres.  On  cachait  le  plus  souvent  sa  méthode, 
afin  de  se  réserver  des  triomphes  nouveaux  tant  pour  soi  que 
pour  sa  nation  ; car  il  y avait  surtout  rivalité  entre  les  Géo- 
mètres français  et  les  anglais.  De  là  il  est  arrivé  que  la  plupart 
des  démonstrations  de  Fermât  ont  été  perdues,  et  le  peu  qui 
nous  en  reste , nous  lait  regretter  d’autant  plus  «elles  qui  nous 
manquent.  - 

Depuis  Fermât  jusqu’à  Eûler,  les  Géomètres , livrés  entiè- 
rement à la  découverte  ou  à 1’appKcation  des  nouveaux  calculs, 
ne  s’occupèrent  point  de  la  Théorie  des  Nombres.  Euler , le 
premier,  s’attacha  à cette  partie;  les  nombreux  Mémoires 
qu’il  a publiés  sur  cette  matière  dans  les  Commentaires  de 
Pétersbourg , et  dans  d’autres  ouvrages , prouvent  combien  il 
avait  à cœur  de  feire  taire  à la  science  des  Nombres  les  mêmes 
progrès  dont  la  plupart  des  autres  parties  des  Mathématiqeus 
lui  étaient  redevables.  11  est  à croire  aussi  qu’Euler  avait  un 
goût  particulier  pour  ce  goure  de  recherches , et  qu’il  s’y  livrait 
avec  une  sorte  de  passion,  comme  il  arrive  à presque  tous  ceux 
qui  s’en  occupent.  Quoi  qu’il  en  soit,  ses  savantes  recherche* 
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le  conduisirent  à démontrer  deux  des  principaux  Théorèmes 
de  Fermât,  savoir,  i°.  que  si  a est  un  nombre  premier,  et  x 
un  nombre  quelconque  non  divisible  p;.r  a,  la  formule  x“~' — i 
est  toujours  divisible  par  a ; 2°.  que  tout  nombre  premier  de 
forme  qn  ■+■  1 , est  la  somme  de  deux  quarrés. 

Une  multitude  d’autres  découvertes  importantes  se  font  re- 
marquer dans  les  Mémoires  d’Euler.  On  y trouve  la  théorie 
des  diviseurs  de  la  quantité  an+bn,  le  traité  de  partitions  nume- 
rorum,  qui  est  inséré  aussi  dans  son  Introd.  in  Anal,  infinit., 
l’usage  des  facteurs  imaginaires  ou  irrationnels  dans  la  réso- 
lution des  équations  indéterminées , la  résolution  générale  des 
équations  indéterminées  du  second  degré,  en  supposant  qu’on 
en  connaisse  une  solution  particulière  ; 1*  démonstration  de 
beaucoup  de  Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres , et 
particulièrement  de  ces  propositions  négatives  avancées  par 
Fermât;  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  ne  peut 
être  un  cube,  et  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés  ne  peut  être  un  quarré.  Enfin  on  trouve  dans  ces 
mêmes  écrits  un  grand  nombre  de  questions  indéterminées  ré- 
solues par  des  artifices  analytiques  très-ingénieux. 

Euler  a été  pendant  long-temps  presque  le  seul  Géomètre 
qui  se  soit  occupé  de  la  Théorie  des  Nombres.  Enfin  Lagrange 
est  entré  aussi  dans  la  même  carrière,  et  ses  premiers  pas  ont 
été  signalés  par  des  succès  égaux  à ceux  qu’il  avait  déjà  obtenus 
dans  des  recherches  d’un  genre  plus  sublime.  Une  méthode 
générale  pour  résoudre  les  équations  indéterminées  du  second 
degré,  et,  ce  qui  était  plus  difficile , une  méthode  pour  les 
résoudre  en  nombres  entiers,  fut  le  coup  d’essai  de  ce  savant 
illustre  ; bientôt  après  il  appliqua  les  fractions  continues  à cette 
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branche  d’analyse  ; il  démontra  le  premier  que  la  fraction  con- 
tinue égale  à la  racine  d’une  équation  rationnelle  du  secoud 
degré  , devait  être  périodique,  et  il  en  conclut  que  le  problème 
de  Fermât,  concernant  féquation  x 1 * — Ay*  =*  i,  est  toujours 
résoluble;  proposition  qui  n’avait  pas  encore  été  établie  d’une 
manière  rigoureuse,  quoique  plusieurs  Géomètres  eussent  donné 
des  méthodes  pour  la  résolution  de  cette  équation. 

Le  même  savant , par  des  recherches  ultérieures  qui  sont 
consignées  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  a démontré  le  premier 
que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  quarrés  ; oa 
lui  doit  également  plusieurs  autres  démonstrations  importantes, 
mais  la  plus  remarquable- de  ses  découvertes  est  une  méthode 
générale  de  laquelle  découlent  comme  corollaires  une  infinité 
de  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 

Cette  méthode,  singulièrement  féconde,  est  fondée  sur  la 
considération  des  formes  tant  quadratiques  que  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  -de  la  formule  t1  -4-  au3 , où  t et  u 
sont  deux  indéterminées,  et  a un  nombre  donné.  Il  restait 
cependant  i établir,  d’une  manière  générale,  la  relation  qui 
doit  existe!-  entre  les  formes  linéaires  et  les  formes  quadratiques 
appliquées  aux  nombres  premiers  ; car  au  définit  du  principe 
qui  contient  cette  relation  (i),  la  Théorie  de  Lagrange,  qui 
donne  une  infinité  de  Théorèmes  pour  les  nombres  premiers 
4«  -4-  3 , n’en  fournit  qu’un  très -petit  nombre  relatifs  aux 
nombres  premiers  4 n -4-  1. 

Un  Mémoire  que  j’ai  publié  dans  le  volume  de  l’Académie 


(1)  Voyez  sur  cet  objet  les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  de  Berlin , 

année  1775,  pag.  35o  et  35a. 
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des  Sciences  pour  Vannée  1785,  offre  les  moyens  de  démontrer 
le  principe  dont  il  s’agit,  et  renferme  d’ailleurs  des  proposition» 
qui  paraissent  avancer  la  science  des  nombres.  J’y  ai  donné 
i°.  la  démonstration  d’un  Théorème  pour  juger  de  la  possi- 
bilité ou  de  l’impossibilité  de  toute  équation  indéterminée  du 
second  degré,  ramenée  à la  forme  ax*  -\~by1 2  — cz 2\  20.  la 
démonstration  d’une  loi  générale  qui  existe  entre  deux  nom- 
bres premiers  quelconques,  et  qu’on  peut  appeler  loi  de  réci- 
procité ; 3°.  l’application  de  cette  loi  à diverses  propositions, 
et  son  usage,  tant  pour  perfectionner  la  Théorie  de  Lagrange, 
que  pour  vaincre  d’autres  difficultés  du  même  genre. 

Le  même  Mémoire  contient  en  outre  l’ébauche  d’une  théorie 
entièrement  nouvelle  sur  les  nombres  considérés  en  tant  qu’ils 
sont  dëcomposables  en  trois  quarrés  ; théorie  à laquelle  appar- 
tient le  fameux  Théorème  de  Fermât , qu’un  nombre  quel- 
conque est  lasommedetroistriangulaires,etcetautreThéorèfrie 
du  même  auteur,  que  tout  nombre  premier  8n  -+-  7 est  de  la 
forme  p2  q2  -+-  2 r*. 

Depuis  l’époque  de  la  publication  de  ce  Mémoire,  je  me 
suis  occupé  à diverses  reprises  de  développer  les  vues  qu’il 
contient,  et  d’apporter  quelques  perfectionnemens  à différons 
points  de  la  Théorie  des  Nombres  ou  de  l’Analyse  indéter- 
minée (1).  Mes  recjprches  à cet  égard  ayant  été  suivies  de 


(1)  Je  ne  sépare  point  1a  Théorie  des  Nombres  de  l'Analyse  indéterminée,  et  je 
regarde  ces  deux  parties  comme  ne  faisant  qu’une  seule  et  meme  branche  de  l’Analyse 

algébrique.  En  effet , il  n’est  pas  de  Théorème  sur  les  nombrei>  qui  ne  soit  relatif  â la 
résolution  d’une  ou  de  plusieurs  équations  indéterminées.  Ainsi  quand  on  assure , d’après 
Fermât,  que  tout  nombre  premier  jn-j-  i est  la  somme  de  deux  quarrés,  c’est  comme 
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quelques  succès , je  me  proposais  d’abord  d’en  publier  le  ré- 
sultat dans  un  Mémoire  particulier  ; j’ai  cru  ensuite  devoir 
profiter  de  cette  occasion  pour  traiter  la  Théorie  des  Nombres 
avec  plus  d’étendue  qu’on  ne  l’a  fait  jusqu’à  présent , et  en  y 
comprenant  le  résultat  des  principales  recherches  d’Euler  et 
de  Lagrange  sur  la  même  matière. 

C'est  ainsi  que  je  me  suis  déterminé  à composer  l’ouvrage 
que  j’offre  en  ce  moment  au  Public;  je  le  donne  non  comme 
un  traité  complet,  mais  simplement  comme  un  essai  qui  fera 
connaître  à-peu-près  l’état  actuel  de  la  science,  et  qui  contri- 
buera peut  - être  à en  accélérer  les  progrès 


ai  on  disait  que  l'équation  A — y*  -f-  z9  est  toujours  résoluble  tant  que  A est  un  nombre 
premier  de  la  forme  4n“f"  l*  On  peut  ajouter  que  dans  ce  même  cas  l’équation 
A zky%  -f-  t*  n’aura  jamais  qu’une  solution , ce  qui  est  un  second  Théorème  contenant 
une  propriété  caractéristique  da§  nombres  premiers  4n  “h  >• 
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tion que  le  coefficient-moyen  ne  surpasse  aucun  des  extrêmes  , 66 

§ IX,  développement  de  la  racine  d'iuie  équation  du  secotul  degré  en 
fraction  continue, 68. 

Loi  générale  du  développement,  la  même  que  pour  les  simples  racines  quarrées,  70 

On  prouve  que  la  fraction  continue  est  périodique , 71 

On  détermine  l'expression  générale  des  diverses  fractions  convergentes  qui  répondent 
à un  même  quotient  dans  les  périodes  successives. 2? 
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•Considération*  diverses  sur  la  résolution  de  l'équation  jÿ+gyz  «4»^**==^  O , ptg.  76 

§ X.  Comparaison  des  fractions  continues  résultantes  du  développement 
. . des  deux  racines  d'une  mémo  équation  du  second  degré,  80 

On  prouve  que  la  période  comprise  dans  le  développement  d'une  racine  est  l'inverse 
de  la  période  comprise  dans  le  développement  de  l’autre  racine,  ibid. 

§ XI.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  Ly*  -f-»  Myt 

-+-Nz,  = =fcHJ 88 

Il  ne  peut  ÿ avoir  une  infinité  de  solations  que  lorsque  jV*— jZJV  est  un  nomhre 
positif  non-quarré  : on  résout  alors  l’équation  en  la  ramenant  au  cas  où  le  second 

membre  = ±:  1 , qa 

On  confirme  par  divers  exemples  la  remarque  déjà  faite,  que  les  formules  obte- 
nues  par  le  développement  d’une  racine  contiennent  implicitement  le  résultat  du 
développement  des  deux  racines  , 100 

§ XII.  Démonstration  d'une  proposition  supposée  dans  les  paragraphes 

précédais , . 10a 

Etant  proposée  l’équation  fÿi-\’gyt.+kz,%=z2lH , dans  laquelle  on  a//<^ÿy /(jf — jfh)-, 
si  cette  équation  est  résoluble , la  fraction  se  trouvera  parmi  les  fractions  con- 
vergentes vers  une  racine  de  l’équation  fx%  gx  + h = o , io5 

Les  cas  qui  semblent  faire  exception  sont  néanmoins  compris  dans  les  formules 
générales , ioq 

§ XIII.  Réduction  ultérieure  des  formules  Ly* -f- Myz -f- IVz" , lorsque 
M*--4LN  est  égal  à un  nombre  positifs  1 n 

On  donne  pour  cet  objet  une  méthode  directe  fondée  sur  le  développement  en  frac» 

tion  continue  d’une  racine  de  l’équation  Lr* -f-  Mx  -4“  Ar ==  o , 1 13 

Les  Tables  I et  II , construites  d'après  cette  théorie,  offrent  les  réductions  toutes 
faites  pour  un  grand  nombre  de  formules.  froyez  le  Reçut. 1 des  Tables. 

•§  XIV.  Développement  en  f /net  ion  continue  de  la  racine  d! une  équation 
• d'un  degré  quelconque,  1 21 

Méthode  générale  due  à Lagrange.  — ► Perfectionnement  de  cette  méthode  par  le 
même  auteur,  ia3 

Observation  sur  le  nombre  des  quotiens  nouveaux  qu’on  peut  déduire  des  quotiens 
déjà  trouvés,  iaG 

Exemples  de  développemens  qui  offrent  de*  rapports  remarquables  entre  les  racines,  i3o 
Observations  sur  la  solution  de  quelques  équations  indéterminées  d’un  degrc  élevé,  >33 
Rapport  remarquable  entre  les  racines  des  transformées  successives  et  les  racines  de 
la  proposée,  >3q 

Développement  en  fraction  continue  d'une  racine  réelle  de  toute  équation  proposée , l/fi 
Méthode  pour  obtenir  la  première  approximation  dans  les  équations  algébriques,  >45 
Nouvelle  méthode  pour  l'approximation  des  racines  imaginaire?,  >5i 
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Cette  méthode  prouve  directement  que  la  valeur  de  l’inconnue  peut  toujours  être 
représentée  par  t,  * et  C étant  réels,  pag.  i55 
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Lyn.|_JfyO— IZ  _f_]\yn-vza.  . . ■+■  Vï"=:±  11, 

Ï3? 

On  ramène  cette  équation  an  caa  où  le  second  membre  =±i , 

ibid. 

Recherches  sur  les  moyens  de  déterminer  y et  z,  pour  que  la  fonction  homogène 

at " -4-  -+■  ct*~*u* ....  -4-  ku*  soit  un  minimum  , 

i55 

On  prouve  que  dans  le  cas  du  minimum  la  fraction  ^ doit  être  l’une  des  fractions 

convergentes  vers  une  racine  réelle  de  l’équation  axn  -4-  bx*~'  -f-  cx*~* 
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ou  vers  1a  partie  réelle  d'une  racine  imaginaire  de  la  même  équation , 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  NOMBRES. 


S I.  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers  , 


166 


Si  c est  un  nombre  premier  et  N un  nombre  quelconque  non-divisible  par  c,  la  quan- 
tité — t sera  divisible  par  c,  ibid. 

Si  n est  on  nombre  premier,  le  produit  i.a.3.,.(n — 1),  augmenté  de  l’unité, 

sera  divisible  par  n , 167 

Si  un  polynôme  du  degré  m divise  x‘~'  — 1 , c étant  un  nombre  premier,  il  y aura 
toujours  m valeurs  de  x,  comprises  entre  — ic  et  -hic,  qui  rendront  ce  poly- 
nôme divisible  pai'c,  169 


Le  nombre  premier  c sera  diviseur  de  i*  + Ar,  si  1a  quantité  ( — A)  * — 1 estdi- 
visible  par  c-  dans' le  cas  contraire,  il  ne  pourra  diviser  x*-f-Ar,  170 

Explication  du  caractère  abrégé  f 


ibid. 


§ II.  Recherche  de  la  forme  qui  convient  aux  diviseurs  de  la  formule 
t*  -f-au*,  t et  u étant  premiers  entre  eux , 17a 

On  prouve  que  tout  diviseur  de  cette  formule  peut  être  représenté  par  une  formule 
de  même  degré  py‘  + a qyz  •+■  rx* , dans  laquelle  on  a pr  — q'  — a,  et 
a q<ip  et  r,  '7$ 

§ III.  Application  de.  la  théorie  précédente  à diverses  formules  t'-j-u*, 
t'H-au*,  t*  — au*,  etc.,  175 

On  prouve  que  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  t*  + u* , ne  peut 
avoir  pour  diviseur  qu’une  somme  semblable  y’+i*,  ibid. 

Il  en  est  de  même  des  formules  (*  4-  au*,  t*  — au*,  chacune  n'admettant  que  des  di- 
viseurs qui  lui  sont  semblables  , 176 
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Propriété*  générales  et  caractéristiques  des  j^mbres  premiers  8/x  + * » 8n  4-  3 , 


8 n 4**  5 , 8n  4*  7 » 
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Valeur  du  symbole  ( - J selon  l'espèce  du  nombre  premier  c. 

181 

S IV,  où  l'on  prouve  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre 

ou  d’un  moindre  nombre  de  quarrés , 

18a 

On  démontre  que  B et  C étant  deux  nombres  quelconques  donnés,  il  y a toujours 
des  valeurs  de  t et  u telles  que  tfc  — Bu%  — C est  divisible  par  un  nombre  pre- 
mier donné  A , - ibid. 

Le  produit  de  la  formule  p*  4-  0*  4-  r* 4*  J*  par  une  formule  semblable  est  également 

la  somme  de  quatre  quarrés  , 

*84 

Un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre  quarrés . 

18S 

Développement  des  différons  cas  du  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  polygones,  188 

§ V.  De  la  forme  linéaire  qui  convient  aux  diviseurs 

de  la  formule 

a°  ± 1,  a et  n étant  des  nombres  donnés , 

m 

Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  0*  4-  * est  de  la  forme  aux  + 1 , ou 

au  moins  il  doit  diviser  une  formule  plus  simple  a i , dans  laquelle  w est  le 

quotient  de  n divisé  par  un  nombre  impair. 

i<ia 

Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  a*  — 1 doit  être 

compris  dans  la 

forme  bx+1,  ou  au  moins  doit  diviser  la  formule  a*-—  i,  dans  laquelle  a»  est 

sous-multiple  de  n, , iq5 

Applications  diverses  où  l'on  détermine  des  nombre»  premiers  très- grands , 1Q7 

S VI.  Théorème  contenant  une  loi  de  réciprocité  qui  existe  cnü’e  deux 


nombres  premiers  quelconques  y 


193 


Si  les  nombres  premiers  m et  n ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme  4x  4-  3,  on  aura 
généralement  = et  s’ils  sont  tous  deux  de  cette  forme,  on  aura... 

(?)—«>• 


Démonstration  de  deux  conclusions  générales  auxquelles  Euler  est  parvenu  par  voie 

d' induction , dans  ses  Opuscula  Analyhca , tom.  I, 

soS 

§ VU.  Usage  du  théorème  précédent  pour  connaître  si  un 

1 nombre  pre- 

mier  c divise  la  formule  x*-f-a. 

ao8 

Algorithme  très- simple  pour  cet  obiet . 

ibid. 

Développement  d'un  grand  nombre  de  cas  où  l'on  peut  déterminer 

a priori  U va- 

leur  de  xt 

911 

§ VIII.  De  la  manière  de  déterminer  x pour  que  x*-+-a 

soit  divisible 

par  un  nombre  composé  quelconque  N , 

ai4 
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Du  cas  particulier  où  IV  a pour  facteur"  a"  , 

ai  5 

Détermination  du  nombre  des  solutions  , 

*17 

§ IX.  Résolution  des  équations  symboliques  ( ’ 

(*)=-*> 

$ X.  Recherdw  des  formes  linéaires  qui 

conviennent 

aux  diviseurs  de 

la  formule  t*  -J-  eu’ , 

aaS 

Théorèmes  par  lesquels  on  détermine  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  la  formule 
c étant  premier  ou  double  d'un  premier,  ibid. 

On  détermine  a priori  les  formes  linéaires  de  ces  mêmes  diviseurs , lorsque  c est  le 
produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  premiers, 

En  général  les  divbeurs  d'une  même  formule  C :±:  eu*  se  partagent  en  un  nombre 
déterminé  de  groupes,  composés  chacun  d*un  même  nombre  de  formes  linéaire» 
atx  -f  a > ou  4c.r  -f-  c,  ibid. 

Méthode  abrégée  pour  trouver,  par  le  moyen  des  diviseurs  quadratiques,  toutes  le» 
formes  linéaires  des  diviseurs,  a5a 

S XI.  Explication  des  Tables  III,  IV , F,  VI  et  Fil, *44 

Ces  Tables  présentent , pour  chaque  formule  J*  -J-  eu*  comprise  dans  leurs  limites , 
le  système  de  ses  diviseurs  quadratiques  et  des  diviseurs  linéaires  correspondons. 

s XII.  Suite  de  théoièmes  contenus  dans  les  Tables  précitées  , a55 

On  démontre  en  général  que  si  4£X~h  a est  l'une  des  formes  linéaires  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  la  formule  f*  A eu* , tout  nombre  premier  compris  dans  Ta  forme 
4c r -f-  a , ?era  diviseur  de  la  formule  t*  zh  eu* , et  par  conséquent  sera  de  f'une  de» 
formes  quadratiques  qui  répondent  à la  forme  4e*  ~f"  a-  0°  tire  de  là  autant  de 
théorèmes  particuliers  qu’il  y a de  formes  linéaires  dans  les  Tables , a6o 

§ XIII.  Attires  théorèmes  concernant  Us  formes  quadratiques  des  nombres  y 

a6S 

Tout  nombre  premier  A qui  divise  la  formule  <*±cu*,  ne  peut  appartenir  qu*à  Ton 
des  diviseurs  quadratiques  de  cette  formule , ibid. 

Tout  nombre  premier  A qui  est  de  1a  forme  .y*  + «a* , ne  peut  être  qu'un»  foi»  de 
cette  forma. a65 

Qn  détermine  le  nombre  de  manière»  dont  un  même  nombre  composé  A peut  être 
de  la  forme  y*  -f"  °&>  » d'où  l'on  déduit  la  solution  d'un  problème  de  Fermât,  a Sq 

Tout  nombre  A , premier  ou  double  d'un  premier , compris  dans  1a  formule  py*  -f» 
aqys  + rs*,  où  pr  — g * est  un  nombre  positif,  n’y  peut  être  compris  que  d'une 
manière  , sauf  le  cas  des  diviseur»  bifides , 371 

§ XIV . Sur  les  moyens  de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand  quun 
nombre  donné  , 37g 

Tableau  de  diverses  formules  propre»  à exprimer  des  nombres  premiers,  si  une' con- 
dition est  remplie  , o8a 
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Explication  de  la  propriété  qu'ont  certaines  formules  de  contenir  une  toite  tu*T  étendue 
de  nombres  premiers , pat;.  a84 

§ XV.  Usage  des  théorèmes  précédent  pour  reconnaître  si  un  nombre 
donné  est  premier , ou  s'il  ne  U est  pas  9 286 

On  ajoute  aux  autres  moyens  déjà  indiqués  le  développement  en  fraction  continue  de 
la  racine  du  nombre  donné,  ou  d'un  de  ses  multiples,  288 

TROISIÈME  PARTIE. 

THÉORIE  DES  NOMBRES  CONSIDÉRÉS  COMME  DÉCOMPOSABLES 
EN  TROIS  QLARRÉS. 


auxquels  cette  forme  peut  ou  ne  peut  pas  convenir , 

393 

§ II.  Correspondance  entre  les  formes  trinaires  du  nombre  c et  les  diviseurs 

trinaires  de  la  formule  t*  -f-  eu*. 

ao6 

Si  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*-f-  eu*  est  décomposable  en  trois  quarrée, 
toute  manière  de  faire  cette  décomposition , c'est-à-dire  toute  forme  trinaire  de  ce 
diviseur,  donnera  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c,  ibid. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  forme  trinaire  du  nombre  c. 

on  pourra  toujours 

trouver  un  diviseur  quadratique  trinaire  de  la  formule  t*  -f*  eu*, 

correspondante  à la 

valeur  donnée. 

□q8 

On  démontre  généralement  1°.  qu’il  ne  pont  y avoir  qu'un  divùeur  quadratique  qui 
répondra  à la  valeur  trinaire  donnée  de  c ; 2*.  que  ce  divùeur  ne  pourra  avoir  qu'une 
seule  forme  trinaire  correspondante  à cette  meme  valeur , sauf  le  cas  des  diviseurs 
bifides  où  il  y en  a deux,  3o5 

s m.  Théorèmes  concernant  les  diviseurs  quadratiques  trinaires  y 5o6 

Si  le  nombre  c est  premier  ou  double  d'un  premier,  la  formula  t*-f  eu*  aura  autant 
de  diviseurs  quadratique*  trinaires  qu'il  y a de  formes  trinaire»  do  nombre  c , et 
chacun  de  ces  diviseurs  ne  pourra  avoir  qu'une  seule  forme  trinaire , 3o8 

Si  le  nombre  N est  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  t*  «f-  eu*,  réci- 
proquement le  nombre  c sera  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  t'  -f-  Au*. 
De  plus  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  iV  etc  seront  les  mêmes  dans  les 
deux  cas , 9 3q$ 

Caractères  qui  distinguent  les  diviseurs  quadratiques  ré  c if  troques , des  diviseurs  non- 
réciproques , 5i8 

Les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  ta  -f  eu9  se  distinguent  encore  en  diviseurs  de 

première  et  diviseur»  de  deuxième  espèce , 3ig 

Si  le  nombre  c est  premier  ou  double  d'un  premier,  tout  diviseur  quadratique  de 

première  espèce  est  un  diviseur  réciproque  , 3ao 

'Quel  que  soit  c , pourvu  qu’il  ne  «oit  ni  de  la  forme  4^  > ^ de  la  forme  8n  + 7 * 
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les  diviseurs  quadratiques  de  1a  formule  t%  ■+-  eu1  en  contiendront  toujours  au  moins  un 
qui  sera  réciproque,  - - pag.  3ai 

Tout  diviseur  quadratique  réciproque  de  la  formule  t%  -f*  eu * est  un  diviseur  trinaire , 
et  ce  diviseur  a autant  de  formes  trinaires  qn*il  y a d’unités  dam  fl1"1,  i é tant~Ëâ 

nombre  des  facteurs  premiers , impair»  et  inégaux  qui  divisent  c , 5aa 

Corollaires  généraux  qui  offrent  toutes  les  propriétés  de  la  Table  Mil , continuée  in- 
définiment, 335 

Tout  nombre  impair,  excepté  seulement  ceux  de  la  forme  8/1  -4-  7»  gft  la  somme  de 
trois  quarrés  , 336 


Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaire», 


357 


Tout  nombre  double  d'un  impair  est  la  somme  de  trois  quarrés,  ibid. 

Tout  nombre  entier,  ou  au  moins  son  double , est  la  somme  de  trois  quarrés , 358 

On  peut  trouver  un  nombre  qui  ait  tant  de  formes  trinaires  quou  voudra,  ibid. 
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MÉTHODES  ET  RECHERCHES  DIVERSES. 


§ I.  Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres , 


34o 


L’aire  d'un  triangle  rectangle  en  nombre,  entier,  ne  Murait  Être  égale  i un  qnarré,  ibid. 


La  somme  de  deux  biquarrés  ne  peut  être  un  quarré,  3^3 

La  formule  a y*  ne  peut  être  un  quarré,  3 44 

Aucun  nombre  triangulaire , excepté  1 , n'est  égal  à un  biqnarré , 34S 

La  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  ne  peut  être  un  cube  , ibid. 

Elle  ne  peut  non  pins  être  double  d'un  cube,  , 3.^7 

Aucun  nombre  triangulaire , excepté  1 , n’est  égal  4 un  cube , 348 

§ u-  Théorèmes  concernant  la  résolution  en  nombres  entiers  de  F équation 
xn — b = ay,  349 

Condition  de  possibilité  et  réduction  de  l’équation  lorsque  a est  un  nombre  premier, 

ibid. 

Résolution  de  l'équation  x"  — 1 =qy , lorsque  a est  un  nombre  premier,  et  n un  di- 
Tiseur  de  a — 1 , 35o 

Résolution  de  l'équation  x*"-f*  it=zay,  dans  les  mêmes  cas,  353 

Résolution  de  l’équation  x*  — b = ayt  dans  les  mêmes  cas,  355 

Résolution  générale  de  la  même  équation  , * 357 

§ m.  Résolution  'de  V équation  x*-f-a=aray,  558 

§ IV.  Méthode  pour  trouver  le  diviseur  quadratique  qui  renferme  le  pro- 
duit de  plusieurs  diviseurs  quadratiques  donnés  , 56 1 

Formule  pour  avoir  le  produit  de  deux  diviseur,  quadratiques  donnés , 36a 

Formule  pour  avoir  le  produit  de  deux  diviseur,  quadratiques  semblables , 365 


Diverses  formes  dont  est  susceptible  le  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratique# 


t 
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donné." , 

Formule  pour  avoir  la  puissance  n d'un  diviseur  quadratique  donné , 


SXj 
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§ V.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'equalion  Ly’  + Myz-f-  Nn’srbn, 
n étant  le  produit  de  plusieurs  indéterminées  ou  tic  leurs  puissances  , 374 

Après  avoir  dégagé  le  second  membre  du  facteur  constant  b , on  fait  voir  comment 
la  résolution  de  cette  équation  se  déduit  des  développemens  donnés  dans  le  \ pré^ 
cèdent, ' 3y5 


Exemples  divers , 


375  — 379 


S VI.  Démonstration  d’une  propriété  relative  aux  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  t*  au*,  a étant  un  nombre  premier  8n  -f-  t , 38o 

Après  quelques  propositions  subsidiaires,  on  prouve  que  l'équation 
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LA  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


INTRODUCTION 

CONTENANT  DES  NOTIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  NOMBRES. 


Notre  objet,  dans  cette  Introduction,  est  de  présenter  quelques 
considérations  générales  sur  la  nature  des  nombres , et  particulièrement 
sur  celle  des  nombres  premiers.  Mais,  avant  tout,  nous  croyons  devoir 
nous  occuper  de  quelques  propositions  fondamentales,'  dont  la  démons» 
tralion  ne  se  trouve  pas  dans  lès  Traités  ordinaires  d’ Arithmétique , ou 
du  moins  n'y  est  présentée  que  d'une  manière  peu  rigoureuse. 

I.  Nous  examinerons  d’abord  pourquoi  le  produit  de  deux  nombres 
demeure  le  même,  en  changeant  l'ordre  des  facteurs,  c'est-à-dire,  pour» 
quoi  Ax.B  — Bx.A. 

Soit  A le  plus  grand  des  deux  nombres  A et  B , soit  C leur  différence,- 
et  en  conséquence  A = B -|-  C.  On  accordera  aisément  que  le  produit 
de  A par  B , c’est-à-dire  A pris  B fois,  est  composé  du  produit  de  B 
par  B et  du  produit  de  C par  B,  de  sorte  qu’eu  écrivant  le  multipli- 
cateur le  dernier,  on  a A X-5  = JÏX  B -f-  Cx  B.  Mais  le  produit 
de  B par  A ou  par  B-+-C,  est  composé  aussi  de  B pris  B fois  et  de  B 
pris  C fois,  de  sorte  qu’on  a /?  x A=Bx  B-\-£  x C.  De  là  on  voit 
que  le  produit  A X B sera  le  même  que  le  produit  B x A,  si  le  produit 
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partiel  Cx.B  est  égal  à B x C.  Mais  par  la  même  raison  l'égalité'  entre 
CB  et  BC  se  prouvera  par  l’égalité  entre  deux  produits  plus  petits  CD 
et  DC;  et  en  continuant  ainsi  on  parviendra  nécessairement,  soit  au  cas 
où  les  deux  facteurs  sont  égaux,  soit  au  cas  où  l’un  des  deux  est  égal 
à l’unité.  Dans  le  premier  cas,  l’égalité  est  manifeste;  dans  le  sccoud, 
elle  se  conclut  de  ce  que  II  X i est  II , ainsi  que  i x //  Donc  le 
produit  A xB  est  toujours  égal  au  produit  B xA. 

' i 

H.  On  suppose  ordinairement  qu’en  multipliant  un  nombre  donné  C 
par  un  autre  nombre  N qui  est  lui-même  le  produit  de  deux  facteurs 
A et  J?,  il  revient  au  même  de  multiplier  C par  N tout  d’un  coup,  ou 
bien  de  multiplier  C par  A,  ensuite  le  produit  par  B. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  j’observe  d’abord  que  le  produit  AB 
n’est  autre  chose  que  A -+■  A -f-  A ■+•  etc.  , le  nombre  de  ces  termes 
étant  B.  Lors  donc  qu’on  multiplie  un  troisième  nombre  C par  le  pro- 
duit AB,  on  est  censé  répéter  B fois  l’opération  de  multiplier  C par  A , 
c’est-à-dire  qu’on  a CA  -f-  CA  -1-  CA  -f-  etc. , le  terme  CA  étant  écrit 

B fois.  Le  résultat  est  donc  CA  x B , de  sorte  qu’on  a CxAB=nCAxB. 

III.  D’après  ces  deux  propositions,  on  démontrera  facilement  que 
le  produit  de  tant  de  facteurs  quart  voudra , demeure  toujours  le  meme , 
en  quelque  oidre  que  les  facteurs  soient  multipliés. 

Pour  prouver,  par  exemple,  que  le  produit  A x B x CxD  est  égal 
au  produit  CxAxDxB,  je  commence  par  faire  ensorte  que  la  même 
lettre  occupe  la  dernière  place  dans  les  deux.  Or  on  a,  en  vertu  des 
propositions  précédentes  , A x BC  = Ax  CB  = AC  x B ; donc 

AxBx  Cx  D=zAC x B x D=ACx  BD=zACx  DxB;  la  lettre 
B est  à la  dernière  place  dans  ce  produit,  comme  elle  l’est  dans  l’autre 
produit  donne  CAD  B.  Otant  la  dernière  lettre,  il  suflira  de  prouver  l'égâr 
Jité  AC  x D=  C x A x D;  or  celle-ci  résulte  de  ce  que  AC=sCx  'A- 

IV.  « Le  produit  de  deux  nombres  A et  B est  divisible  par  tout  nombre 
U qui  divise  exactement  l’un  des  deux  facteurs  A et  B.  » 

Car  soit  6 un  nombre  qui  divise  B , et  soit  en  conséquence 

on  aura  AB=zACxii  donc  AB  divisé  par  6 donne  le  quotient 
exact  AC. 

V.  « Si  le  nombre  6 divise  a- la -fois  les  deux  nombres  A et  B , il  <li» 
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» visera  la  somme  et  la  différence  de  deux  multiples  quelconques  de  ces 
» nombres.  » 

Car  si  l’ona  A == A‘& , /?— Z7S,  il  en  résulte  mAdnn B=mA% ±nB§, 
quantité  qui,  divisée  par  fi,  donne  le  quotient  exact  mA'±nB. 

VI.  « Tout  nombre  premier  qui  ne  divise  ni  l’un  ni  l’autre  des  lac* 
» teurs  A et  B,  ne  peut  diviser  leur  produit  AB.  » 

Cette  proposition  étant  l'une  des  plus  importantes  de  la  théorie  des 
nombres,  nous  donnerons  à sa  démonstration  tout  le  développement 
nécessaire. 

Soit,  s’il  est  possible,  9 nn  nombre  premier  qui  ne  divise  ni  A ni  Z?,' 
mais  qui  divise  le  produit  AB , on  pourra  supposer  qu’eu  divisant 
A par  6 on  a le  quotient  m (qui  pourrait  être  zéro)  et  le  reste  A'; 
on  aura  donc  A = nt9  -f-  A' , et  semblablement  B = n9-{-  B.  Donc 
AB  — mnê‘ -(-  nA'h -f-  mBQ -f-  A' B1.  Cette  quantité,  d’après  l'hypothèse, 
doit  être  divisible  par  8,  et  comme  les  trois  premiers  termes  sont  divi- 
sibles par  6,  il  faudra  que  le  quatrième  A' B'  soit  également  divisible 
par  8 ; ainsi  nous  pourrons  faire  A B=  <70. 

Dans  ce  premier  résultat,  nous  remarquerons  i*.  que  A’  et  B ne  sont 
zéro  ni  l’uu  ni  l’autre,  parce  que  A ci  B sont  supposés  non  divisibles 
par  8;  a’,  que  A'  et  B,  comme  restes  de  la  division  par  9 , sont  moindres 
que  8;  5*.  qu’aucun  des  nombres  A'  et  B ne  peut  être  égal  à l’unité; 
car  si  on  avait  A'—  t , le  produit  A' B se  réduirait  à B;  or  B étant  <8, 
il  est  impossible  qu’on  ait  Z7=  <78. 

Nous  avons  donc  deux  nombres  entiers , A',  B,  tous  deux  plus  grands 
que  l’unité , et  tons  deux  moindres  que  8 , dont  le  produit  est  divisible 
par  8,  de  sorte  qu’on  a AB—C9.  Voyons  les  conséquences  qui  en 
résultent. 

Puisque  A'  est  moindre  que  8,  on  peut  diviser  8 par  A’  ; soit  p le 
quotient  et  A le  reste,  on  aura  9=pA'-+-A’;  donc  0X  B —pA B -+-AB'. 
Le  premier  membre  est  divisible  par  6 , il  faut  doue  que  le  second  le 
soit  aussi.  Mais  la  partie  AB  est  divisible  d'elle-mêrae  par  8,  puisque 
AB—  <78;  donc  l’autre  partie  AB  doit  être  encore  divisible  par  fl. 

Le  nombre  A , comme  reste  de  la  division  par  A , est  moindre  que  A’t 
U ne  peut  d'ailleurs  être  zéro;  car  si  cela  était,  9 serait  divisible  par  A. 
et  ne  serait  plus  un  nombre  premier.  Donc  du  produit  A Bt>  supposé 
divisible  par  8,  on  tire  un  autre  produit  AB  divisible  encore  par  9 , 
•t  qui  est  plus  petit  que  AB  sans  être  zéro. 

En  suivant  le  même  raisonnement,  on  déduira  dn  produit  A’B  un 
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autre  produit  AmB'  ou  A' B",  encore  plus  petit,  et  qui  sera  toujours  di- 
visible par  0 sans  être  zéro. 

Et  eu  continuant  la  suite  de  ces  produits  décroissans,  on  parviendra 
nécessairement  à un  nombre  moindre  que  0.  Or  il  est  impossible  qu'un 
nombre  moindre  que  0,  et  qui  n'est  pas  zéro,  soit  divisible  par  0;  donc 
l'hypotlicse  d'où  l'on  est  parti  ne  saurait  avoir  lieu. 

Donc  si  les  nombres  A et  B ne  sont  divisibles  , ni  l’un  ni  l’autre , 
par  0,  leur  produit  AB  ne  pourra  non  plus  être  divisible  par  0. 

VTI.  La  doctrine  des  incommensurables  repose  entièrement  sur  le 
principe  qu'on  vient  de  démontrer.  En  effet,  s’il  existait,  par  exemple, 

une  fraction  rationnelle  ^ égale  à y/a,  il  faudrait  que  ^ fût  égale  à a. 
Donc  m*  devrait  être  divisible  par  chacun  des  nombres  premiers  qui 
divisent  n.  Mais  la  fraction  — étant  censée  irréductible,  m n'a  aucun 

diviseur  commun  avec  n;  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  m*  ne 
peut  avoir  non  plus  aucuu  diviseur  commun  avec  n ; donc  il  est  im- 
possible qu’on  ait  ^-  = a. 

En  général  une  puissance  quelconque  du  nombre  a ne  peut  avoir  pour 
diviseurs  d'autres  nombres  premiers  que  ceux  qui  divisent  a;  ainsi  s'il 
n’y  a point  de  nombre  entier  x tel  que  x*  = ê,  b étant  un  nombre 

donné,  il  n’y  a point  non  plus  de  fraction  - telle  que  — — b. 

VIII.  « Un  nombre  quelconque  N,  s’il  n’est  pas  premier,  peut  être 
» représenté  par  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  «,  6,  y,  etc. , 
» élevés  chacun  à une  puissance  quelconque,  de  sorte  qu’on  peut  toujours 
>i  supposer  etc.  » 

La  méthode  à suivre  pour  opérer  cette  décomposition,  consiste  à 
essayer  la  division  du  nombre  N par  chacun  des  nombres  premiers 
a,  3,5,7,  1 1 > etc.  Lorsque  la  division  réussit  par  l'un  de  ces  nombres  a, 
on  la  répète  autant  de  fois  qu’elle  est  possible,  par  exemple,  m fois,  et 
en  appelant  le  dernier  quotient  P , on  a N=^ctmP. 

Le  nombre  P ne  pouvant  plus  être  divisé  par  a , il  est  inutile  d’essayer 
la  division  de  P par  un  nombre  premier  moindre  que  a ; car  si  P était 
divisible  par  0 moindre  que  a , il  est  clair  que  N serait  aussi  divisible 
par  0,  ce  qui  est  contraire  à la  supposition.  On  ne  devra  donc  essayer 
de  diviser  P que  par  des  nombres  premiers  plus  grands  que  n;  on  trou- 


INTRODUCTION.  5 

vera  ainsi  successivement  P — G’Q,  Q=yrB,  etc.,  ce  qui  donnera 
]Ÿ  — amÇ"y,  etc. 

IX.  « Si,  après  avoir  essayé  la  division  d’un  nombre  donné  N par  les 
» nombres  premiers  plus  petits  que  t /N , on  n’en  trouve  aucun  qui  di- 
» vise  N , on  en  conclura  avec  certitude  que  N est  un  nombre  premier.  » 

Car  supposons  que  N soit  divisible  par  un  nombre  premier  fl  > y/JV, 
on  aurait  donc,  en  appelant  P le  quotient,  N — fl/1.  Mais  puisque 

6 est  >y/iV,  on  aura  P = j donc  N serait  divisible 

par  un  nombre  P moindre  que  \/ N;  donc , à plus  forte  raison,  il  serait 
divisible  par  un  nombre  premier  < y/ N,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

On  peut  donc  trouver,  de  cette  manière,  si  un  nombre  donné  N est 
premier,  ou  s’il  ne  l’est  pas  ; mais  quoique  cette  méthode  soit  susceptible 
de  quelques  abrégés  dont  nous  ferons  mention  ci-après,  elle  est  en  général 
longue  et  fastidieuse.  Aussi  plusieurs  mathématiciens  ont-ils  jugé  con- 
venable de  construire  des  tables  de  nombres  premiers  plus  ou  moins 
étendues. 

La  manière  la  plus  simple  de  construire  ces  tables,  est  de  commencer 
par  écrire  de  suite  les  nombres  impairs  i , 3,  5,  7,  etc.  jusqu'à  100000, 
ou  telle  autre  limite  qu’on  peut  se  proposer.  Cette  suite  étant  formée, 
on  en  efface  successivement  tous  les  multiples  de  3,  tous  ceux  de  5, 
tous  ceux  de  7,  etc.,  en  conservant  seulement  les  premiers  termes  3, 
5,7,  etc.,  non  effacés  par  les  opérations  antérieures.  De  cette  manière, 
il  est  visible  que  tous  les  nombres  restans  n’ont  d’autres  diviseurs  qu’eux- 
mémes , et  qu’ainsi  ils  sont  des  nombres  premiers.  On  trouvera  à la  fin 
de  cet  Ouvrage  une  Table  n°  IX , qui  contient  les  nombres  premiers 
jusqu’à  iaag.  Dans  on  Livre  intitulé  , Georgii  Pega  Tabula;  logarith- 
mico-trigonomctricœ , Lipsite  1797,  on  en  trouve  une  qui  s’étend  jusqu  a 
400000,  et  qui  a,  de  plus,  l’avantage  d'indiquer  pour  chaque  nombre 
composé  le  plus  petit  nombre  premier  qui  en  est  diviseur. 

X.  Un  nombre  JV  étant  réduit  à la  forme  an'Ç’y',  etc.,  tout  diviseur 
de  ce  nombre  sera  aussi  de  la  forme  a.f‘G'y'T,  etc. , où  les  exposans  p , 
»,  •v,  etc.  ne  pourront  surpasser /n,  n,p,  etc.  Il  suit  de  là  que  tous 
les  diviseurs  du  nombre  2V  seront  les  différens  termes  du  produit 
développé 

P = (i  . .+«”)  (i-K-K,...+£".)  (etc.) 
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Donc  le  nombre  de  tous  ces  diviseurs  est 


(m+i)  (n- fi)  (p+  i)  etc. 

Et  en  même  temps  la  somme  de  ces  mêmes  diviseurs  est  c'galc  à P et 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


P = 


— 1 


<■'—  i 


etc. 


> C—  i > y — 1 

Par  exemple,  puisqu’on  a 36o  = aJ. î’.S1,  le  nombre  des  diviseurs 

de  36o  est  4-5.a  = a4>  et  leur  somme 

a* — î 5’ — i 5* — i i5  i3  6 — 1 1 o ’ 

’ a— i "3—i  " 5—i  ““  1 *l  ’ ““,,7 


XI.  Il  est  facile  de  trouver  un  nombre  qui  ait  tant  de  diviseurs  qu’on 
voudra.  Cherchons , par  exemple , un  nombre  qui  ait  36  diviseurs  ; on 
décomposera  36  en  facteurs  premiers  ou  non,  tels  que  4-3.3;  on  di- 
minuera chaque  facteur  d’iuie  unité,  ce  qui  donnera  3. a. a;  d’où  l’on 
conclura  que  a56*>*  est  l’une  des  formes  du  nombre  cherché,  a.,  Z,  y 
étant  des  nombres  premiers  inégaux.  Les  facteurs  6,  3,  a donneraient 
une  autre  forme  «5£*>l,  dans  laquelle  le  plus  simple  des  uombres  com- 
pris est  a5. 3*  .5  = i44°- 


XII.  Si  on  cherche  en  combien  de  manières  le  nombre  N—amZ’yr,  etc. 
peut  être  le  produit  de  deux  facteurs.  A et  B , on  trouvera  que  ce  nombre 
— ï (m+  0 («  + i)  (p-\- 1)  etc.  Car  chaque  diviseur  A est  accompagné 

de  son  inverse  ou  B;  ainsi  le  nombre  des  quantités  AB  ou  B A est 

la  moitié  de  celui  des  diviseurs  de  iV. 

Si  le  nombre  N était  un  quarré , tous  les  expo  sans  m , n,  p , etc.' 
seraient  pairs,  et  alors  la  moitié  du  produit  (m-f-i)  (n-(-i)  (p+i)  etc. 
contiendrait  la  fraction  pour  laquelle  il  faudrait  prendre  l'anité. 

xnr.  Si  l’on  veut  que  les  deux  facteurs  dans  lesquels  on  décompose 
le  nombre  N soient  premiers  entre  eux,  alors  le  nombre  des  combinai- 
sons ne  dépend  plus  des  exposons  m,  n,  p , etc. , et  il  est  le  même  que 
si  le  nombre  N était  simplement  a.CyS,  etc.  de  sorte  qu’en  appelant  k le 
nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  a,  C,  y,  etc.,  ou  aura  a*-’  pour  le 
nombre  de  manières  de  partager  N en  deux  facteurs  premiers  entre  eux. 

Par  exemple,  le  nombre  1800  peut  se  partager  de  18  manières  en 
deux  facteurs  ; mais  il  ne  peut  se  partager  que  de  quatre  manières  en  deux 
facteurs  premiers  entre  eux;  car  on  a 1800  = a’. 3*. 5%  el  aJ— ‘ = 4- 


XIV.  Un  nombre  N étant  donné , soit  proposé  de  trouver  combien 
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il  y a de  nombre»  premiers  à jV  et  plus  petits  que  N.  Pour  cela, 
nous  allons  examiner  successivement  l'influence  des  différons  facteurs 
premiers  sur  le  résultat. 

Soit  d’abord  N=aM,  a étant  un  nombre  premier  et  Af  un  facteur 
quelconque  qui  pourrait  être  divisible  par  a ou  par  une  puissance  de  a. 
Si  l’on  considère  la  suite  des  nombres  naturels  i , a,  3. . .N , les  termes 
de  cette  suite  qui  sont  divisibles  par  a forment  eux-mêmes  la  suite 
a,  ia,  3a... Ma.;  leur  nombre  = Af;  donc  en  appelant  x le  nombre 
des  termes  de  la  première  suite  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  a,  on  aura 

x = Ma  — A/=  A/ (a—  j)  =r  JV  (i  — j). 

Soit  en  second  lieu  N —aÇM,  a et  G étant  deux  nombres  premiers 
différens  et  Af  un  facteur  quelconque.  Dans  la  suite  i , 2,5..  .N , on 
peut  distinguer  trois  sortes  de  termes,  i°.  les  x termes  qui  ne  sont  di- 
visibles ni  par  a ni  par  C ; a°.  les  termes  qui  sont  divisibles  par  l’un  de 
ces  nombres  premiers,  sans  l’être  par  l’autre;  5°.  les  termes  divisibles 
par  aG. 

Les  termes  divisibles  par  * sont  au  nombre  de  ^ ou  A/C;  mais  si  on 

en  exclut  les  termes  divisibles  par  C,  leur  nombre  se  réduira,  suivant 
ce  qu’on  a déjà  trouvé,  à A/(C—  i).  De  même  les  termes  divisibles 
par  C,  sans  l’être  par  a,  sont  au  nombre  de  M (c i — i).  Lutin  les  termes 
divisibles  par  aG  sont  au  nombre  de  A/.  Donc  on  aura 

ttCAf  aa  x 4"  Af  (C  — t ) -f- 
-+-  A/(«t— - 1); 

d’où  l’on  tire 

x = Af  (* — .)  (C-  ,)=iV(»-I)  (t  ~I). 

Soit  en  troisième  lieu  N = aGyM;  nous  distinguerons  semblablement 
dans  la  suite  i,  a,  5 ...N,  quatre  sortes  de  termes,  i*.  les  x termes 
qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  facteurs  a,  G,  y;  2°.  Tes  termes 
qui  sont  divisibles  par  un  de  ces  facteurs  seulement;  5*.  ceux  qui  le 
sont  par  deux  seulement;  4’*  enfin  ceux  qui  le  sont  par  trois. 

Les  termes  divisibles  par  a sont  en  général  au  nombre  de  ~ ou 

MGy  ; mais  si  parmi  eux  ou  ne  considère  que  ceux  qui  sont  premiers 
à C et  j.,  leur  nombre  se  réduit  à A/(C — i)  (y  — i ) , ainsi  qu’on  l'a 
trouvé  dans  le  second  cas. 

Les  termes  divisibles  par  aC  sont  ea  général  au  nombre  de  ^ ou  My; 
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mais  en  ne  considérant  parmi  ceux-ci  que  les  termes  premiers  à y,  leur 

nombre  se  réduit  à M (y — i). 

Enfin  les  termes  divisibles  par  aëy  sont  au  nombre  de  ^ ou  M. 
Donc  on  aura  N ou 

aZyM  = x -f-  M (£  — i)  (y  — 1)  + M {y  — i)  -}-  M 
-j-M(y—  i)  (*  — t)  -4 - M (a  — i) 

Soit,  pour  un  moment,  a — i=a',  Ç — i y—i—y,  le  premier 
membre  deviendra  M(a'+  i)  (ê'-f-i)  (y'+ 1),  ou 
MaVy'+  MC'y'-h  My'+  M 
-4-  My'<t'+  Mcl'i 
+ M*'£+MÇ. 

Et  le  second  membre  ne  diffère  de  cette  quantité  que  par  le  premier 
terme,  qui  est  x au  lieu  de  Ma!£ÿ.  Donc  on  a x — Ma  C'y' , ou 

Le  même  raisonnement  s'étend  aisément  à un  plus  grand  nombre  de 
facteurs,  et  on  voit  que  le  résultat  sera  toujours  de  la  même  forme. 

XV.  Cela  posé,  tout  nombre  N pouvant  être  mis  sons  la  forme 
amCmy,  etc.,  laquelle  est  comprise  dans  l’pxpression  générale  MaCy,  etc., 
il  est  clair  que  par  la  formule 

JC  = JV(i-i)(.-^)(,-I),etc: 

on  connaîtra  combien  il  y a de  nombres  premiers  à N et  plus  petits 
que  N. 

Par  exemple,  on  a 60  = 2*. 3. 5,  et  60(1— î)  (t — j)(i—  i)  = i6; 
donc  il  y a 16  nombres  plus  petits  que  60  et  premiers  à 60.  Ces  nombres 
sont  1,  7,  ii,  i3,  17,  19,  a3,  29,  5t,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  5g. 

XVI.  Cherchons  maintenant  combien  de  fois  un  nombre  premier 
donné  6 est  facteur  dans  la  suite  des  nombres  naturels  depuis  1 jusqu'à  JY, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  quelle  est  la  plus  grande  puissance  de  fl 
qui  divise  le  produit  i.a.3...Rf. 

Pour  cela,  désignons  par  2?^^  l'entier  le  plus  grand  contenu  dans 
la  fraction  et  le  nombre  cherché  ou  l'exposant  de  6 étant  nommé  x , 


# 
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*=*(?)+*(£)+*(?)+“•> 

cette  suite  étant  prolongée  tant  que  le  numérateur  est  plus  grand  que 
le  dénomiuateur. 

En  effet,  il  est  évident  que  E (y)  représente  le  nombre  des  termes 
de  la  suite  i,  a,  3 ....N,  qui  sont  divisibles  par  0;  pareillement, 
E représente  le  nombre  des  termes  de  la  même  suite  qui  sont  di- 
visibles par  6*,  ainsi  des  autres.  Or  si  dans  le  produit  i . a . 3. . .JY,  il 
n y avait  point  de  termes  divisibles  par  0*,  le  nombre  des  facteurs  0 qui 

divisent  ce  produit  serait  simplement  E (y^j  s’ily  a ensuite  des  termes 

divisibles  par  0*,  chacun  de  ces  termes  ajoute  un  nouveau  facteur  0 à 

(Ar\ 

y J ; de  sorte  qu’à  raison  des  termes 

*...  . v ' 

divisibles  par  0,  et  des  termes  divisibles  par  0",  le  nombre  des  facteurs  0 
devient  E (y^  -f-  E ( jr)-  Pareillement,  chaque  terme  divisible  par  0’. 
ajoute  un  facteur  0 de  plus  à ceux  qui  étaient  déjà  dénombrés  ; de  sorte 
que  le  nombre  total  des  facteurs  0 devient  -E  (y  ) *t"  -E  ^ y); 

ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à une  puissance  6'  > JV  ; alors 
la  série  des  E est  terminée,  puisque  y étant  plus  petit  que  l’unité,  l'en- 

(Ar\ 

y J =0. 

’ « * t • 

XVII.  Cherchons,  par  exemple,  combien,  dans  le  produit  des  nombres 
naturels  de  i à 10000,  il  y a de  fois  le  facteur  7.  Nous  ferons  l’opéra- 
tion suivante,  qui  se  termine  bientôt. 


£(^o)=,4ï8 

E(^)  = E(!f!)  = ,o4 


O. 
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La  somme  de  tous  ces  nombres  = i665;  donc  le  produit  dont  il  s’agit 
est  divisible  par  7'*“. 

Si  le  nombre  propose'  N eût  été  une  puissance  entière  de  7 , on  aurait 
eu  exactement  x=N  ^ -J-^-f-etc.^  = '-p  En  général , si  on  a 
JV  — 5“,  le  nombre  des  Acteurs  fl  compris  dans  le  produit  1 .a.  3. . .N  sera 


TV— 1 
* = ô-7- 

Et  si  on  fait,  comme  on  peut  toujours  le  supposer, 

N=  A9r  + B9r  -f-  CP  + etc. , 

les  coeffieiens  A , B , C,  etc.  étant  plus  petits  que  9,  il  en  résultera 
TV — A — B — C — etc. 

*= T=l 

XVIII.  Dans  le  cas  particulier  où  8=  a,  si  l’on  a N = a",  il  en  ré- 
sultera x=.  N — 1 , et  si  l’on  fait  généralement 

iV  = a* -f- a*  + a* -f- etc. , . 

on  aura 

X — N k, 

k étant  le  nombre  des  termes  a",  a”,  a',  etc.  dont  se  compose  la  valeur 
de  N. 

Veut*on,  par  exemple,  savoir  combien  de  fois  a est  facteur  dans  la 
suite  des  nombres  naturels  de  1 à 1000?  on  décomposera  1000  en  puis- 
sances de  a,  savoir  a»  -f-  a*  a’  -+-  a*  a* -f-  a’  ; et  comme  le  nombre 
de  ces  termes  est  6,  le  nombre  cherché  sera  1000  — 6 ou  994. 

Le  même  résultat  s’obtient  non  moins  facilement  par  la  formule  gé- 
nérale, car  on>  \ — 5oo , £ ( — ^ =s  a5o,  E ( — = ia5, 

E (£)  = «.,  £(7)=!.,*©  = .!,  «(t)  = 7.  æ©  = 5> 

somme  de  tous  ces  nombres  = 994. 

XIX.  a Tout  nombre  premier,  excepté  a et  5,  est  compris  dans  1» 
» formule  fîirrfci.  » ' ' 

En  effet,  si  l’on  divise  un  nombre  impair  par  6,  le  reste  ne  peut  être 
que  l’un  des  nombres  1 , 3,  5.  Donc  tout  nombre  impair  peut  être  re- 
présenté par  l’une  des  formules  Cx-J-i,  6x  3 , Gjr-f-5.  La  seconde 
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fie  peut  convenir  aux  nombres  premiers,  puisqu’elle  est  divisible  par  5, 
et  que  3 est  excepté  ; d'ailleurs  la  formule  6x  -f-  5 conticut  les  même» 
nombres  que  6x — ■ i ; donc  tout  nombre  premier,  hors  a et  3,  est  com- 
pris dans  la  formule  6x  ri:  i . 

Il  ne  s’ensuit  pas  réciproquement  que  tout  nombre  compris  dans  la 
formule  6x  rfc  i soit  un  nombre  premier  ; on  trouverait  que  cela  n'a  pas 
lieu  lorsque  x= 4,  6,  etc. 

XX.  En  général  il  n’existe  aucune  formule  algébrique  propre  h n’ex- 
primer que  des  nombres  premiers.  Car  soit,  par  exemple,  la  formule 
P = ax*  -f-  bx‘  -f-  ex  ■+•  d,  et  supposons  qu’en  faisant  x = k,  la  valeur 
de  P soit  égale  au  nombre  premier  p : si  on  fait  x—k-j-py , y étant 
un  entier  quelconque,  on  aura 

P—P  + + 2bk+c)py- f-  (3ak + £)/»*/*  -f-  ap'y3  , 

d'où  l’on  voit  que  P n’est  pas  un  nombre  premier,  puisqu'il  est  divi- 
sible par  p et  différent  de  p. 

11  est  néanmoins  quelques  formules  remarquables  par  la  multitude  des 
nombres  premiers  qu’elles  contiennent  : telle  est  la  formule  x*-|-x-f-4i  » 
dont  Euler  fait  mention  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  177a,  pag.  36, 
et  dans  laquelle , si  l’on  fait  successivement  1 = 0,  i , a , 3 , etc. , on  a 
la  suite  4*>  45,  47»  53»  61,  71,  etc. , dont  les  quarante  premiers  termes 
sont  des  nombres  premiers. 

On  peut  citer  dans  le  même  genre  la  formule  x*  -f-  x -f- 1 7 , dont  les 
dix-sept  premiers  termes  sont  des  nombres  premiers  ; la  formule  ax’-f-ag, 
dont  les  vingt-neuf  premiers  termes  le  sont,  et  une  foule  d’autres. 

XXI.  Si  on  ne  peut  pas  trouver  de  formule  algébrique  qui  renferme 
Uniquement  des  nombres  premiers , à plus  forte  raison  n’en  peut-on  pas 
trouver  une  qui  renferme  absolument  tous  ces  nombres  et  qui  soit  l'ex- 
pression de  leur  loi  générale.  Cette  loi  parait  très-diflicile  à trouver,  et 
il  n’y  a guère  d’espérance  qu'on  y parvienne  jamais.  Cela  n’empêche  pas 
qu’on  ne  puisse  découvrir  et  démontrer  un  grand  nombre  de  propriété» 
générales  des  nombres  premiers,  lesquelles  répandent  un  grand  jour  sur 
leur  nature. 

Et  d'abord  nous  pouvons  démontrer  rigoureusement  que  la  multitude 
des  nombres  premiers  est  infinie. 

Car  si  la  suite  des  nombres  premiers  1. a. 5. 5. 7. 11,  etc.  était  finie, 
et  que  p fut  le  dernier  ou  le  plus  grand  de  tous,  il  faudrait  qu’un  nombre 
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quelconque  N fût  toujours  divisible  par  quelqu’un  des  nbmbres  premier» 
1.3. 5. 5 ...p.  Mais  si  on  représente  par  P le  produit  de  tous  ce» 
nombres  (î),  il  est  clair  qu’en  divisant  Z'  + i par  l’un  quelconque  des 
nombres  premiers  jusqu’à  P , le  reste  sera  i.  Donc  l’hypothèse  que  p 
est  le  plus  grand  des  nombres  premiers  ne  saurait  avoir  Heu;  donc  la 
multitude  des  nombres  premiers  est  intime. 

Cette  proposition  se  prouve  encore  d’une  manière  directe  et  fort 
élégante , en  faisant  voir  que  la  suite  réciproque  des  nombres  premiers 
7-j-ï-f- -j-ctc.  a une.  somme  infinie  ( Introd . in  Anal,  injîn. , 
pag.  s35). 

XXII.  Tous  les  nombres  impairs  se  représentent  par  la  formule 
3X-+-  i,  laquelle,  scion  que  x est  pair  ou  impair,  contient  les  deux 
formes  4~c  + 1 et  i^x — i ou  /tx  + 3.  De  là  deux  grandes  divisions  des 
nombres  premiers , l’une  comprenant  les  nombres  premiers  4X  -f-  i , 
savoir,  i,  5,  i3,  17,  39,  57,  41»  53,  Ci,  73,  etc.; 'l’autre  comprenant 
les  nombres  premiers  4-c — » ou  4x+5,  savoir,  3,  7,  11,  19,  s3, 
3i,  43,  47,  5g,  etc. 

La  forme  générale  4X+»  se  subdivise  en  deux  autres  formes  8-r-f-i 
et  &r — 3 ou  8jt— f-5;  de  même  la  forme  4x-\-5  se  subdivise  en  deux 
autres  8.r-f-3  et  8a--f*7  ou  Sx — 1;  de  sorte  que  relativement  aux  mul- 
tiples de  8 , les  nombres  premiers  se  partagent  en  ces  quatre  forme® 
principales  : 

8x-j-i  ...  1,  17,  41,  73,  89,  97,  it 3,  1 37,  etc. 

8æ-4-3  ...  3,  11,  19,  45,  5g,  67,  85,  107,  etc. 

8x-+-5  ...  5,  «3,  39,  37,  53,  61,  101,  109,  etc. 

«*+7  • • • 7»  a5>  5i>  47»  71»  79»  ,o3»  >37»  «“-’•» 


(1)  Si  l’on  admet  successÎYeraent  a,  3,  4 * «te.  facteurs  dans  le  produit  P,  on 
trouvera  que  le  nombre  P-+*  i prend  les  valeurs  3,  7,  3r,  ail,  a3u,  3oo3t,  etc.  Lee 
cinq  premiers  termes  de  cette  suite  sont  des  nombres  premiers , ce  qui  pourrait  faire 
présumer  que  les  suivant  le  sont  : mais  cette  conjecture  est  bientôt  anéantie , en  exa- 
minant le  sixième  terme  3oo3i , qu'on  trouve  être  le  produit  de  5g  par  5oq.  En 
général,  c’est  un  problème  difficile  et  non  encore  résolu,  de  trouver  un  nombre  pre- 
mier plus  grand  qu’un  nombre  donné.  Fermât  avait  annoncé  (mais  sans  dire  qu'il  en 
eût  la  démonstration)  que  la  formule  a*-f- 1 donnait  toujours  des  nombres  premiers, 
pourvu  qu’on  prît  pour  x un  terme  de  la  progression  double  i,  9,  4»  8»  16,  etc. 
Cette  formule,  qui  aurait  fourni  une  aolütiou  très-simple  du  problème  mentionné, 
s’est  trouvée  en  défaut  ; car  suivant  la  remarque  d’Euler , si  l'on  fait  x = 3a , ou 
a 2*  -f- 1 = *67004*7. 
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lesquelles  donnent  lieu  à difl'éreus  théorèmes  qui  caractérisent  ccs 
formes  et  que  nous  exposerons  dans  la  suite. 

. « • J 

XXIII.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  nombres  premiers,  considérés 
par  rapport  aux  multiples  de  6,  sont  de  l’une  des  formes  Gjc  -f-  i et 
Gir—  i ou  6x-f-5;  dans  celles-ci  r peut  être  pair  ou  impair,  et  de  là 
résultent,  par  rapport  aux  multiples  de  12,  les  quatre  formes  1 ax-f- 1 , 
1 ax-f- 5,  1 a.i' -f- 7 , iax-f-  1 1 , chacune  renfermant  une  infinité  de 
nombres  premiers. 

En  général , a étant  un  nombre  donné  à volonté , tout  nombre  impair 
peut  être  représenté  par  la  formule  4 ax±ô,  dans  laquelle  b est  impair 
et  moindre  que  an,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  formule 
b , dans  laquelle  b est  impair,  positif  et  moindre  que  4 a-  Si , parmi 
toutes  les  valeurs  possibles  de  b , on  retranche  celles  qui  ont  un  diviseur 
commun  avec  a , les  formes  restantes  4 ax-f-  b comprendront  tous  les 
nombres  premiers  (à  l’exception  de  ceux  qui  divisent  4a)  partagés,  re- 
lativement aux  multiples  de  4 a,  en  autant  d’espèces  ou  formes  que  b 
aura  de  valeurs  différentes.  Le  nombre  de  ces  formes  est  évidemment 
le  même  que  celui  des  nombres  plus  petits  que  4a  et  premiers  à 4 a! 
donc  si  on  a 4<z  = a“a*C',  etc.,  a,  G,  etc.  étant  des  nombres  premiers, 
le  nombre  de  ces  formes  sera  donné  par  la  formule 

a = 4n(.-i)  (t-i)  etc. 

XXIV.  Par  exemple,  si  l’on  a a=6o,  il  en  résulte  a=i6.  Ainsi, 
relativement  aux  multiples  de  60 , tous  les  nombres  premiers  ( excepté 
a,  3,  5,  diviseurs  de  60),  se  partagent  en  seize  formes,  savoir: 

6ox-f-  t,  6ox -f-  7,  6ojc-1-ii,  6ojc-1-i3, 

60X+17,  6ox-f-ig,  6ox-f-a5,  6ox-f-ag, 

6ox-f-3i,  Gox-f-37,  6ox-f-4i>  6ox-{-45j 
6ox  + 47,  60X  + 49,  6ox-f-53,  60X  + 59; 

on  prouvera,  de  plus,  par  la  suite,  que  la  distribution  des  nombres 
premiers  entre  ces  seize  formes  se  fait  également,  ou  suivant  des  rap- 
ports qui  tendent  de  plus  en  plus  vers  l’égalité. 
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EXPOSITION  DE  DIVERSES  MÉTHODES  ET  PROPOSITIONS 
RELATIVES  A L’ANALYSE  INDÉTERMINÉE. 


§ I.  Des  Fractions  continues. 

(i)  Pour  changer  une  quantité  quelconque  j:  rationnelle  ou  irration» 
oelle  en  fraction  continue,  le  principe  est  de  frire  successivement 

x = a.-\-  ^ , x'ssa'-frj,,  *==®*+p»  etc., 

et  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  a.'  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  x',  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  i!  est  visible  que  la 
quantité  x sera  transformée  en  cette  fraction  continue 

^ «*  -f-  «te. 

laquelle  aura  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes,  selon  que  la  quantité  x 
est  rationnelle  ou  irrationnelle. 

Ces  termes  ou  quoliens  a,  a.',  a',  etc.  sont  supposés,  ainsi  que  la 
quantité  x,  toujours  positifs  ( le  premier  a serait  zéro , si  x était  au- 
dessous  de  l’unité  ).  Quelquefois  cependant  il  convient,  pour  rendre 
la  suite  plus  convergente,  d’admettre  des  quotiens  négatifs;  mais  c’est 
une  exception  dont  il  faut  avertir  expressément,  et  qui  n’aura  pas  lieu 
dans  ce  qui  suit. 

..  •.  j • - » 

(a)  Lorsque  la  quantité  x est  une  fraction  rationnelle  pour  trans- 
former cette  quantité  en  fraction  continue,  il  ne  s’agit  que  de  faire, 
sur  les  deux  nombres  M et  N,  la  même  opération  que  si  ou  en  cher- 
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chah  le  plus  grand  commun  diviseur.  Voici  le  type  de  cette  operation, 
en  supposant  M > N. 


** 

S/nV 

KtP 

PtO 

reste  P t*’ 

reete 

reste  «{?  > etc’ 

Par  ce 

moyen,  on  a successivement 

M , P 

JV  — * + 

JV  , , Q 

p wmmm  ^ pf 

Donc 

M î 

et  M~ 

+ etc. 

I 

'*+74.* 

+ «'  + etc. 

Dans  ce  cas,  les  termes  de  la  fraction  continue  ne  sont  antre  chose 
que  les  quotiens  successivement  trouves  par  l'opération  du  commun  di» 
viseur,  et  il  est  clair  que  la  fraction  continue  sera  toujours  bornée  à 
un  certain  nombre  de  termes  qui  pourra  être  plus  ou  moins  grand, 

selon  que  la  fraction  sera  plus  ou  moins  composée. 


(3)  Nous  avons  appelé  quotiens  les  termes  successifs  a,  a',  a',  etc.  d* 
la  fraction  continue;  nous  appellerons  semblablement  quotiens-eomplets 
les  quantités  x,  x',  x',  etc.  résultantes  de  l’opération  du  développement^ 
et  dont  les  entiers  <x,  a',  a',  etc.  font  la  plus  grande  partie.  Chaque 
quotient-complet  renferme  implicitement,  outre  l’entier  qui  y est  con- 
tenu, tous  les  quotiens  suivans  de  la  fraction  continue,  puisque  c’est 
par  le  développement  de  ce  quotient-complet  qu’on  trouve  successive- 
ment tous  les  quotiens  suivans. 

Si  on  a une  expression  algébrique  qui  représente  la  valeur  de  la  frac- 
tion continue  prolongée  jusqu’au  terme  ctw  inclusivement,  et  que  dans 
cette  expression  on  substitue,  au  lieu  de  a^,  le  quotient-complet  x^, 
il  est  clair  que  le  résultat  sera  la  valeur  exacte  de  x;  car  quand  mêma 
la  fraction  continue  s étendrait  à l’infini,  on  aurait  rigoureusement 


x = a+  1 


i 

F,' 

• . )«-• 


x=«+ 


• , 1 x=a-fr- j i 

*+F+* 

( t i.  > •>!  t 'il  1 ar» , ' 


etc. 


De  la  il  suit  qu’au  moyen  de  chaqué  quotient-complet,  on  peut  toujours 
reproduire  la  valeur  entière  et  exacte  dq  la  quantité  développée,  quelque 
loin  qu  on  ait  ponssé  le  développement.  Cette  propriété  recevra  par  la 
suite  un  grand  nombre  d’applications  utiles. 
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(4)  Étant  proposée  une  fraction  continue 


:*  + 


C + 


* + ï + etc. 


pour  la  réduire  en  fraction  ordinaire,  ou  pour  en  trouver  la  valeur, 
quel  que  soit  le  nombre  de  scs  termes , il  faut  observer  la  loi  que  suivent 
les  résultats  obtenus,  en  prenant  successivement  le  premier  terme,  les 
deux  premiers,  les  trois  premiers,  etc.  de  cette  quantité;  or  on  a,  par 
les  réductions  ordinaires  : 


* i &C  + 1 

« — 7»  * + ( — —j — > 


“ + C + i-  e>  + l 


, =f£2£±2£±f^±îl±i,  etc 

î"rï 


De  là  il  suit  que  £ étant  deux  résultats  consécutifs,  et  ft  un  nou» 
veau  quotient,  le  résultat  suivant  sera  ; c’est  la  loi  générale  sui- 


vant laquelle  en  peut  calculer  facilement  la  valeur  de  la  fraction  eon« 
tinue  proposée,  quel  que  soit  le  nombre  de  ses  termes.  Voici  le  type 
de  l’opération  : 


Quotiens et, 6,  y;  «T,  . . .ft,  /S,  /S, ...  etc, 


Fraction»  i i « «î  + 1 *£y  + y -b  « f ^ ^ 

convergentes/*  ‘ "o*  t*  C * ty-f-i  "’v*  <f*  <f * *’’ 


Sur  une  ligne  on  écrit  les  quQtiens  successifs  a,  C,  y,  S , etc.  ; an- 
dessous  des  deux  premiers  on  met  les  deux  fractions  i , “ (la  première 

étant  mise  seulement  pour  mieux  faire  sentir  la  loi),  ensuite  on  mul- 
tiplie chaque  numérateur  par  le  quotient  écrit  au-dessus,  on  ajoute  le 
numérateur  précédent,  et  La  somme  est  le  numérateur  suivant;  On  fait 
de  même  à l’égard  des  dénominateurs  , et  la  suite  des  fractions  qui  ré- 
sultent de  ce  calcul  représente  les  diverses  valeurs  de  la  fraction  continue 
proposée,  selon  qu’on  en  prend  plus  ou  moins  de  termes.  Ces  valeurs 
doivent  approcher  de  plus  en  plus  de  la  valeur  totale  de  la  fraction 
continue,  c'est  pourquoi  nous  les  appelons  fractions  convergentes  ; si  la 
fraction  continue  ne  s’étend  pas  à l’infini,  la  dernière  des  fractions  con- 
vergentes sera  la  valeur  exacte  de  la  fraction  continue  proposée. 


# 


Diflitizeé-by-  Google 


PREMIERE  PARTIE.'  tj 

(5)  Pour  rendre  raison  de  la  loi  que  nous  venons  d'indiquer , sup- 
posons quelle  ait  été  vérifiée  au  moins  jusqu'à  uu  certain  quotient  /t; 

soit  E la  fraction  convergente  qui  répond  au  quotient  p,  ou  qui  est 
placée  immédiatement  au-dessous;  soient  en  même  temps  p—  la  frac- 
tion convergente  qui  précède  -,  et  !'-t  celle  qui  la  suit  en  cetta 

80r‘e-  • • - ~.r. ........  g,  J, 

on  aura,  suivant  la  loi  dont  il  s'agit  : 

p'  = pp-hp’  - • 

q'  = 9P  + <}', 

et  la  fraction  ^ sera  celle  qui  résulte  de  tous  les  quotiens  de  la  frac- 
tion continue  jusqu’à  p inclusivement.  Ajoutons  maintenant  un  nouveau 

. * . pM  * . * . * 

quotient  pl  à la  suite  de  fi,  et  soit  -,  la  valeur  de  la  fraction  continue 
calculée  jusqu'au  quotient  fil  inclusivement,  il  est  clair  que  la  valeur 
analytique  de  ^ ne  sera  autre  chose  que  celle  de  ^7  dans  laquelle,  au 
lieu  de  p,  on  mettrait  p -f-  -V  ; donc  on  aura 

H" 

ï r(*+ï)+r =rt+P 
7 <>(r+7)+i°  ?ï7+? 

Donc  la  fraction  convergente  se  déduira  des  deux  précédentes  ~ , 
£7,  et  du  quotient/*'  répondant  à la  dernière,  suivant  la  loi 

p'=  P P -h  p 

</’=zq'p'+q. 

Ainsi  cette  loi  de  continuation  aur*  lieu  généralement  dans  toute  l’éten- 
due de  la  fraction  continue. 

(6)  U est  à remarquer  que  les  fractions  convergentes  successives 

o*  T’  ~J~>  etc'  sonl  a^CI-nal*vement  plus  grandes  et  plus 

petites  que  la  valeur  totale  x de  la  fraction  continue  ; c’est  une  suite  do 
ce  que  les  quotiens  <t,  Ç,  y,  J',  etc.  sont  supposés  tous  positifs.  En  effet, 

3 
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»i  on  prend  nn  Seul  ternie  a,  on  a évidemment  a. <.r;  si  on  en  prend 
den< , on  aura  et  -+•  -,  > x;  car  pour  avoir  la  Traie  valeur  de  x , il  fau- 
drait augmenter  le  dénominateur  6 d'une  certaine  quantité.  On  verra  de 

même  qu'en  prenant  trois  termes  « , le  résultat  est  plus  petit 

y 

que  x,  et  ainsi  alternativement. 

Donc  « la  valeur  de  x est  toujours  comprise  entre  deux  fractions  con- 
» vergentes  consécutives. .»  . . 

Cela  posé,  je  dis  que  si  p-  sont  deux  fractions  convergentes  con- 
sécutives, on  aura  pq' — p'q-x=ziz  t , savoir +i  si  la  fraction  ^ est  du 
nombre  des  fractions  plus  grandes  que  x,  ou  si  elle  est  de  rang  impair 
étant  censée  la  première  ^ , et  — i si  elle  est  de  rang  pair. 

En  effet,  si  l’on  considère  trois  fractions  convergentes  consécutives 
(p,  et  que  p soit  le  quotient  qui  répond  à on  aura  , suivant  la 

loi  démontrée , p’  — ftp  -f-  p',  q’  = pu]  -f-  q'  ; d'où  résulte 7 

p'q — pq’ — — (pq' — P'q)-  Mais  par  la  même  raison,  si  la  fraction 

— est  précédée  de  ^ , on  aura  pif — ■p"q= — (.p’q** — pr’°q°)-  Remontant 
ainsi  jusqu'aux  deux  premières  fractions  *,  où  la  différence  analogue 
iX  J — 1x0=1,  on  en  conclura  que  la  différence  pq' — p'q  est  toujours 
égale  à l'unité  avec  le  signe  si  ? est  de  rang  impair,  et  avec  le 
signe  — dans  le  cas  contraire. 


(7)  Cherchons  présenteineut  quelle  est  la  différence  entre  une  frac- 
tion convergente  ^ et  la  valeur  entière  je  de  la  fraction  continue.  Pour 
cela,  soit  toujours  ^ la  fraction  convergente  qui  précède  £,  et  y le 
quotient-complet  qui  répond  à celle-ci;  on  aura,  Suivant  cc  qui  a été 

démontré,  x — ^ p „ , d’où  l’on  tire 

ïM -q 

p_  p’q— vf  __  t » 

9 9(97  + 9°)  9 (97  + 9*) 


CiX-^  = W~P°g)‘y 
9 


9°  (97 +9")  9’ (97 + 9°) 


# 
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: De  là  on  voit  i*.  que  x — ^ et  x — ^ sont  toujours  de  signes  con- 
traires, et  qu’ainsi  la  valeur  exacte  de  x est  toujours  comprise  entre 
deux  fractions  convergentes  consécutives,  comme  on  L’a  déjà  démontré.' 

2°.  Que  la  différence  x — ^ est  en  général  moindre  que  et  par 
conséquent  peut  être  représentée  par  J'  étant  plus  petit  que  l’unité.' 

5*.  Que  la  quantité  p — qx  est  plus  petite  (abstraction  faite  de  sou 
signe)  que  p'  — q’x.  Car  on  a > or  Par  nature  des  frac- 

tions continues  , jr  est  toujours  plus  grand  que  l’unité. 

Donc  à plus  forte  raison,^ — x est  plus  petit  que  P~ — x ; donc  « chaque 
» fraction  convergente  ^ est  plus  approchée  de  x que  toutes  celles  qui 
» la  précèdent.  » Propriété  qui  justifie  la  dénomination  de  ces  fractions. 

(8)  Soit  maintenant  ^ une  fraction  quelconque  dont  le  dénominateur  <p 

soit  moindre  que  q;  je  dis  que  la  quantité  -tT — tfx,  abstraction  faite  de 
son  signe,  sera  plus  grande  que  p—qx  et  même  que  p’ — q’x. 

Car  si  l’on  prend  M—p$  — q-K,  N = p°9  — q' it,  on  aura  récipro- 
quement, 

( P1/'  ~ P" q)  * — p‘M—pN 

( pq’  — p°q)  <p = fM — qX- 


Or  on  snppose  $ < q , et  on  a pq’ — p’q  = ^ztj  donc  les  nombres  M 
et  N seront  nécessairement  de  même  signe.  Cela  posé , ou  aura 
( pq° — p°q)  (it  — Çx)z=  M(p’ — q’x) — N(p—qx).  Mais  M et  N sont 
de  même  signe,  les  quantités  pf  — q’x  et  p — qx  sont  de  signes  con- 
traires et  on  a d’ailleurs  pq’ — p’q  = dkz  1;  donc  ir  — Qx  est  non-seu- 
lement plus  grande  que  chacune  des  quantités  p’  — q’x,  p — qx,  mais 
elle  est  au  moins  égale  à leur  somme. 

Puisque  <?  étant  supposé  <j,  on  a généralement  k — px> p — qx. 


il  s'ensuit,  à plus  forte  raison,  qu’on  a ^ — x>^— x;  donc  la  fraction 
convergente  2 est  toujours  plus  approchée  de  x que  toute  autre  fraction 
dont  le  dénominateur  est  moindre  que  q. 

Cette  propriété  des  fractions  continues  s’applique  avec  avantage,  toutes 
' les  fois  qu’il  est  question  d’exprimer  par  des  rapports  les  plus  simples 
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et  les  plus  approchés  qu’il  est  possible,  des  rapports  entre  de  très-grands 

nombres,  ou  des  nombres  irrationnels. 

' (g)  Étant  donnée  une  fraction  E dont  la  différence  avec  une  quan- 
tité quelconque  x est  <f  étant  plus  petit  que  l’unité,  on  demande 

quelle  est  la  condition  pour  que  la  fraction  E soit  l’une  des  fractions  con- 
vergentes données  par  le  développement  de  x en  fraction  continue. 

Pour  cela,  supposons  que  le  développement  de  la  fraction  E produise 
les  quoliens  successifs  a,  Ç,  y. . . . /i,  au  moyen  desquels  on  calculera  les 
fractions  convergentes  vers  E f comme  il  suit  : 


Quotiens et,  ë,  y. 

«C  + 


Fract.  converg i,  “, 


£ P 

9*’  9' 


Si  la  fraction  E est  une  fraction  convergente  vers  x,  il  faudra  que  les 

quotiens  a,  Ç , y. . . . p.  naissent  également  du  développement  de  x,  et 
que  le  quotient  p soit  suivi  de  plusieurs  autres  p!y  p',  etc.  Appelons  y 
le  quotient-complet  qui , dans  jje  développement  de  x , répond  à la 

fraction  convergente  E , on  aura  x = ^^-E,  d'où  résulte 

x P_P°9—  P9*_  =*:■ 

9 9(9 y-H°)  9(9y+9*)‘ 


4.J1 

Cette  quantité  doit  être  égalée  à — — , ainsi  il  faut  d'abord  que  le  signe 

de  />'//  — p<f  soit  le  même  que  celui  de  J'.  Or  c'est  ce  qu’il  est  toujours 
possible  d’obtenir. 

En  effet,  la  suite  des  quotiens  a,  G ....  p étant  tirée  de  la  fraction 
donnée  E , par  la  même  opération  qui  servirait  à trouver  le  commun 
diviseur  de  p et  <7 , le  dernier  de  ces  quotiens  p est  toujours  plus  grand 
que  l’unité.  Car  s'il  était  égal  à l'unité,  la  fraction  continue  a-f-  j _j_  etc  » 
au  lieu  d'être  déterminée  par  les  deux  termes  f ]e  serait  par  le 

, . . r ' . ■ 

seul  terme  Réciproquement  donc  on  pourra,  si  on  le  juge  à pro- 
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pos,  étendre  le  dernier  quotient  p.  en  deux  autres  p.  — 1 i ; de  sorte 
que  le  calcul  des  fractions  convergentes  vers  ^ pourra  être  terminé  à vo- 
lonté, de  l’une  ou  de  l’autre  de  ces  deux  manières  : 


A,  p. 


••  M— »,  » 


p — m p 
9 — n*  9' 


Soit  la  fraction  convergente  qui,  dans  l’une  ou  l’autre  hypothèse,  pré- 
cède^, on  pourra  donc  prendre ' ou  p'=zm,  q°z=^n,  ou  p°—p — w, 

q'  — q — n;  mais  le  signe  de  pq‘ — p°q  est  le  contraire  dans  un  cas  de  ce 

qu’il  est  dans  l’autre  ; donc  en  effet  on  peut  toujours  faire  ensortc  que 

la  quantité  pq° — p°q  ait  le  signe  qu’on  voudra. 

. , 1 / 

On  aura  donc  sans  ambiguité 


J»  oa  cf'=^7+^-0rilfaut 


çw+r) 

que  j-  soit  positif  et  plus  grand  que  l’unité,  pour  que  soit  le  quotient- 
complet  qui  répond  à la  fraction  convergente  ^ , donc  on  aura  tf  ; 

et  réciproquement  si  on  a J'  la  valeur  dey  sera  positive  et  plus 


grande  que  l’unité,  donc  ^ sera  l’une  des  fractions  convergentes  vers  x: 

C’est  la  condition  qu’il  s’agissait  de  trouver. 

Cette  condition  serait  remplie  entre  autres  cas , si  on  avait  <f  < J,  parce 
que  q • est  toujours  < q. 


(10)  Nous  placerons  ici  une  application  de  la  propriété  précédente, 
laquelle  sera  utile  dans  la  résolution  des  équations  indéterminées  du 
second  degré. 

Soit  p * — Aq'  = ± Z)  une  équation  indéterminée  dans  laquelle  Z) 
est  < \/A , je  dis  que  si  cette  équation  est  résoluble,  la  fraction  - 
sera  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  /A. 

En  effet,  de  cette  équation  on  tire  p — q\/  A—  , et  ainsi 

A que  je  représente  par  ^ = donc  = 

Soit^jla  fraction  convergente  qui  précède  - et  qui  est  déterminée  de 
manière  que  le  signe  de  <T  soit  le  même  que  celui  de  Z),  il  restera  à 
prouver  qu’on  a ou  D (q+q’)<p-/q/A.  Dans  le 
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X 

second  membre  Je  mets , au  lieu  de  p,  sa  valeur  qÿ A , et  l'iné- 
galité à prouver  pourra  s’écrire  aiusi: 

(i+rtWJ— *>)+(</— r)  \/^àzi>o. 

Or  cette  inégalité  est  manifeste,  puisqu’on  a \/A  > Z>,  y>ÿ*,  et 
que  la  partie  seule  (</  — <•/")  \/  A , qui  est  au  moins  égale  à \/ A , sur- 
passe ^ qui  est  plus  petit  que  l imité.  Donc  P sera  toujours  comprise 

parmi  les  fractions  convergentes  vers  y' A y de  sorte  qu’il  ne  s’agit  que 
-de  développer  \/ A en  fraction  continue , et  de  calculer  les  fractions  con- 
vergentes qui  en  résultent,  pour  avoir  toutes  les  solutions  en  nombres 
.entiers  de  l’cquation  x,~Aj'=±D,  D étant  < \/A. 

(u)  Considérons  une  fraction  continue  plus  petite  que  l’unité,  et  d’un 

nombre  fini  de  termes  - 1 = -;  le  calcul  des  fractions  convcr- 

* ‘ ë 4.  etc.  ^ 

gentes  étant  fait  à l’ordinaire,  comme  il  suit: 

Quotiens a,  € , 

Fract.  convcrg. . . ^ + i 


y- 

e 


* , 


F°°° 


y- 

C!  p 

<r 


On  aura,  suivant  la  loi  de  formation: 

t * 

q = pq°  *1“  partant 

q'  = Kq"  + q°“ 

v,  . ■ ?"=»f+r 

etc.  • : 

Donc  en  général , 


?!  — 1 
9 

£_I  7~ 

q°°° * 

9” 

etc. 


s; 

</' 


'ï+i+i 

' x. 


î 

•+;» 


c'est-à-dire  que  le  développement  de  ^ donne  les  quotiens  fi , A , 
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G,  et,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  termes  de  la  fraction 
continue  proposée , pris  dans  l'ordre  inverse. 

Donc  s’il  arrive  que  ces  quoliens  forment  une  suite  synmiétnqite , c’est- 
à-dire  une  suite  telle  que  *,  G,  y.. . y , G,  et,  dont  les  extrêmes  soient 
égaux , ainsi  que  deux  termes  quelconques  également  éloignés  des  ex- 
trêmes, il  est  clair  qu’on  aura  q—=^y  ou  if  =.p.  Réciproquement  si 

on  a q°=p,  on  peut  en  conclure  que  la  suite  des  quotiens  est  sym- 
métrique. 

On  verra  des  exemples  de  ces  suites  dans  le  développement  des  racines 
quarrées  des  nombres  en  fraction  continue. 


\ 
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§ 1 1.  Résolution  des  Équations  indéterminées  du  premier  degré . 

: ■ ■ ' ■ in  . «.  . r . 

/ 

(la)  Etant  donnés  deux  nombres  a et  b premiers  entre  eux,  on 
pourra  toujours  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation 

ax  — by  — i. 

Pour  cela,  il  faut  réduire  ^ en  fraction  continue,  et  calculer  la  suite 
des  fractions  convergentes  vers  Soit  ^ celle  qui  précède  j,  on  aura 

l’équation  ab‘—a°b=ziz  t.  Si  le  signe  + a lieu , on  aura  immédiatement 
x—b’fj '=a*,  ou  plus  généralement,  en  prenant  une  indéterminée  s, 

x = 4*  -f-  bz 
jr  — a?  -+-az. 

Si  l’on  a aie — n*4= — i,  alors  on  peut  faire  x= — b°,  y— — a",  ou  plus 
généralement 

X — — b”  -f-  bz 
y — — a°~\-as, 

% étant  une  indéterminée  qu’on  peut  prendre  à volonté,  positive  on 
négative. 

En  général,  si  on  a à résoudre  l'équation  ax  — by  — c,  a et  b étant 
toujours  premiers  entre  eux,  on  cherchera  de  même,  par  les  fractions 
continues , les  nombres  «”  et  b’  qui  donnent  ab*  — afb  = =1=  i , et  de  là 
on  conclura 

x = bz  rfc  b°c 
y = as  de  a’e. 

Au  moyen  de  l’indéterminée  z,  il  est  facile  de  trouver  une  solution 
telle  que  x ne  surpasse  pas  db  £ 6 , et  une  autre  telle  que  y ne  surpasse 
pas  db\a.  En  effet,  si  b°c  surpasse  \ b,  on  peut  prendre  pour  3 l’entier  le 

plus  proche  de  y,  et  alors  b“c—bz  sera  plus  petit  que  \b. 
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On  suppose  que  a et  A n’ont  point  de  commun  diviseur  ; car  s’ils  en 
avaient  un , l’équation  ax  — A>  = c ne  pourrait  avoir  lieu , à moins  que  a 
lui-même  ne  fût  divisible  par  ce  commun  diviseur,  et  dans  ce  cas,  il 
faudrait  le  faire  disparaître  par  la  division. 


Remarque.  Sans  connaître  les  nombres  t et  u qui  peuvent  être  indé- 
terminés, il  suffit  de  savoir  que  l’un  de  ces  nombres  u est  premier  à un 
nombre  donné  jI,  et  on  pourra  toujours  supposer  qu’il  existe  deux 
nombres  n et  a,  tels  que  t — nu  — Az ; on  pouiTa  supposer  en  même 
temps  que  n n’excède  pas  a A.  Cette  propriété  recevra  par  la  suite  un 
grand  nombre  d'applications. 


(i 3)  L’équation  ax  — bj  — c que  noos  venons  de  résoudre,  satisfait  à 
la  question  de  trouver  une  valeur  de  x telle  que  ^r~c  soit  un  entier  , 
condition  que  nous  exprimerons  ainsi  ”r y c — e.  Or  on  peut  avoir  si- 
multanément plusieurs  conditions  de  celte  sorte  à remplir  ; supposons 
qu’on  demande  une  valeur  de  x telle  que  les  trois  quantités 


soient  des  entiers.  La  première  condition  donnera  une  valeur  de  x de  la 
forme  x = m -J-  bz  : cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  quantité, 

il  faudra  déterminer  s de  manière  que  — y-m— ‘ —e.  Ici  peut  se  ma- 

nifester un  signe  d’impossibilité  : car  si  b et  b'  ont  un  commun  diviseur  9, 
il  est  clair  que  l’équation  précédente  ne  peut  avoir  lieu,  à moins  que  la 
nombre  déterminé  a'm — A ne  soit  divisible  aussi  par  8. 

En  général,  la  valeur  de  s qui  satisfait  à la  condition  précédente  (si 

elle  n’est  pas  impossible)  sera  de  la  forme  z=n-t-A'z',  ou  3=/i  -f-  z , 

si  y et  A ont  un  commun  diviseur  8.  On  aura  donc  en  général 
x = rrl-\~  Rz' , R étant  ou  bb'  ou  le  moindre  nombre  divisible  à-la-fois 
par  b et  b'.  Cette  valeur  étant  substituée  dans  la  troisième  quantité  qui 
doit  être  un  entier,  on  en  déduira  la  valeur  finale  de  x,  qui  sera  de  la 
forme  x = M -f-  Bz , B étant  le  moindre  nombre  divisible  à-la-fois  par 
A,  y.  A*,  et  z étant  une  indéterminée.  Ainsi  on  pourra  toujours  trouver 
une  valeur  de  x moindre  ou  non  plus  grande  que  ~ B : et  de  cette  première 
valeur  on  déduira  toutes  les  autres,  eu  lui  ajoutant  ou  en  en  retranchant 
un  multiple  quelconque  de  B. 


« 
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Lorsque  les  nombres  sur  lesquels  ou  opère  ue  sont  pas  bien  grands , 
il  est  aisé  de  satisfaü'e  aux  diverses  conditions,  sans  avoir  recours  aux 
fractions  continues.  Cherchons,  par  exemple,  un  nombre  x tel  que  les 
trois  quantités 

3.r— 10  nr+8  iSx — i 

-7—»  I?  » — 5— • 


soient  des  entiers.  La  dernière  quantité  contient  une  partie  entière  3x , 

et  un  reste  - ; soit  ce  reste  = ; on  aura  x = 5a  -f-  1 . Cette  valeur  , 

qui  satisfait  k la  troisième  condition,  étant  substituée  dans  la  première, 

on  aura  — <*,  ou  en  supprimant  l’entier,  * = e;  donc  3=711,  et 

x = 35 u -f-  1 . Il  reste  k substituer  cette  valeur  dans  la  seconde  quantité , 

et  on  aura  °8  = e-  Supprimant  l’entier  contenu  dans  le  premier 

membre  , cette  condition  devient  — "t-i  — e , ou  u a =e.  Multi- 
. 17  * >7 

pliant  le  premier  membre  par  5 , et  supprimant  l'entier , on  aura 

~^~<l  = e;  donc  « = 6+17»,  et  x = 31 1 5.7 . 17/;  d'où  l’on  voit 

que  le  moindre  nombre  qui  satisfait  k la  question  est  au. 


C 

(i4)  Toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  produit  de  deux 

nombres  m et  n premiers  entre  eux , peut  se  décomposer  en  deux  autres 
fractions  qui  auront  m et  n pour  dénominateurs. 

En  effet,  m et  n étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  toujours  satisfaire 

à l'équation  mx -f- n/ = <7 , d’où  résulte  = 

Chacune  de  ces  fractions  pourra  se  décomposer  ultérieurement  eu 
deux  autres,  si  son  dénominateur  est  le  produit  de  deux  nombres  pre- 

miers  entre  eux.  En  général  donc , toute  fraction  — dont  le  dénomi- 
nateur est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux  m , n , 
/»,  etc.,  pourra  toujours  se  décomposer  en  plusieurs  autres  dont  les 
dénominateurs  seront  les  facteurs  isolés  m,  n,  p,  etc.;  elle  problème 
deviendra  de  plus  eu  plus  indéterminé,  k mesure  que  le  nombre  de» 
facteurs  augmentera. 
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a7 


§ 1 1 1.  Méthode  pour  résoudre  en  nombres  rationnels  les 
Équations  indéterminées  du  second  degré. 


(i5)  Soit  proposée  l’équation  générale 

«*  -H  b*jr  ■+•  ÇT*  4*  dx  ey •+•/=  o , 

dans  laquelle  x et  y sont  des  indéterminées,  et  a,  h , e,  d , e , f des 
nombres  entiers  donnés  positifs  ou  négatifs;  on  tire  d'abord  de  cette 
équation 

a \ax  + ijr  + dz=  y/[(bj  + d)'  — t^ {cy'  -f- ey  +f) ]. 

Ensuite  si  l’on  fait,  pour  abréger,  le  radical  = t , le  — ^ac  = A , 
w — a ae=.g,  d' — 4 uf=-h,  ou  aura  les  deu*  équations 

au x + by  + d’=t 
AJ'  + *87  + h = <*. 

Multiplions  la  dernière  par  A , et  faisons  de  nouveau  = u, 

g * — Ah— B-,  nous  aurons  la  transformée 


u*  — = /?. 

Réciproquement  si  on  peut  trouver  des  valeurs  de  u et  t qui  satisfassent 
à l'équation  u'  — At'  = B , on  en  tirera  les  valeurs  des  indéterminées  x 
et  y de  l’équation  proposée,  savoir: 


‘-by-d 

a a ’ 


\ 


où  l'on  doit  observer  que  u et  t peuvent  être  pris  l’un  et  l’autre  avec 
le  signe  qu’on  voudra. 

Si  on  cherche  la  solation  de  l'équation  proposée  en  nombres  ration- 
nels , il  suffira  de  résoudre  par  de  tels  nombres  la  transformée  u‘ — At'=J3  ; 
mais  si  on  veut  résoudre  la  proposée  en  nombres  entiers , il  faudra  non- 
seulement  que  t et  u soient  des  entiers,  mais  que  les  valeurs  de  t cl  u 
substituées  dans  celles  de  x et  y donnent  pour  celles-ci  des  nombres  en- 
tiers. Dans  ce  moment  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  résolution  en 
nombres  rationnels. 
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(16)  Tonte  équation  indétermine'e  du  second  degré  peut  se  réduire, 
comme  nous  Tenons  de  le  voir,  à la  forme  u*  — Al'  = B ; or  quels  que 
soient  les  nombres  rationnels  têtu,  on  peut  supposer  qu'ils  sont  ré- 
duits à un  même  dénominateur.  Ainsi,  en  faisant  . <=■£,  on  aura 

à résoudre  l’équation 

. x*  — Ay'  = B s' , 

dans  laquelle  maintenant  x,  y,  s sont  des  nombres  entiers. 

On  peut  supposer  que  ces  trois  nombres  n’ont  pas  entre  eux  un  même 
commun  diviseur;  car  s’ils  eu  avaient  un , on  le  ferait  disparaître  par  la 
division.  De  même  on  peut  supposer  que  les  nombres  A et  B n'ont  au- 
cun diviseur  quarré ; car  si  on  avait,  par  exemple,  A=A'k *,  B—B'l', 
on  ferait  ky=.y\  lz—z',  et  l’équation  à résoudre  deviendrait 

x*  — A'f'  — B's,‘, 

dans  laquelle  A1  et  B"  n’ont  plus  de  facteur  quarré. 

L’équation  x‘ — Ay‘  = Bz‘  étant  ainsi  préparée,  on  observera  que  deux 
quelconques  des  indéterminées  x,y , z ne  peuvent  avoir  de  commun  di- 
viseur; car  si  0*  divisait  x*  ct_y*,  par  exemple,  il  faudrait  qu’il  divisât 
Bz‘  ; or  il  ne  peut  diviser  z',  puisque  les  trois  nombres  x,  y,  z n’ont 
point  de  commun  diviseur;  il  ne  peut  diviser  non  plus  B , puisque  B 
n’a  aucun  facteur  quarré.  Donc  x ety  sont  premiers  entre  eux;  par  la 
même  raison  x et  s le  sont,  ainsi  que  y et  3. 

Je  dis  de  plus,  que  A et  B peuvent  être  supposés  positifs;  caron  ne 
peut  faire  à l’égard  des  signes  des  termes  de  notre  équation , que  les 
trois  suppositions  suivantes  : 

x*  — Ay*  = -(-  Bz' 
x*  — Ay'  = — Bz' 
x‘-\.Ay'=+Bz'. 

(J’omets  la  combinaison  x'-$-Ay'=: — Bz',  parce  qu’on  voit  bien  qu’elle 
est  impossible.) 

De  ces  trois  combinaisons,  la  seconde  coïncide  avec  la  troisième  par 
■ne  simple  transposition  ; or  si  on  multiplie  celle-ci  par  B , et  qu'on 
fosse  B z —z',  AB — A',  on  aura 

a'*  — A'j*  — Bx'. 

Pouc  l cqualion  à résoudre  peut  toujours  être  ramenée  à la  forme 
x*  — By*  = As' , 


Digitized-by  Google 


PREMIÈRE  PARTIE.  *) 

dans  laquelle  A et  B sont  des  nombres  positifs  et  dégage'*  de  tout  fac- 
teur quarré. 


(17)  La  méthode  que  nous  allons  suivre  pour  la  résolution  de  cette 
équation,  est  celle  qu’a  donnée  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin, 
année  1767  : elle  consiste  à opérer  par  des  transformations  la  diminution 
successive  des  coefficiens  A et  B , jusqu’à  ce  que  l’un  de  ces  coefficiens 
soit  égal  à l’unité,  auquel  cas  la  solution  se  déduit  immédiatement  des 
formules  connues. 

En  effet,  l’équation  ainsi  réduite  est  de  la  forme  x*  — y'  — Az'  ou 
x'—By%  = a*  ; mais  ces  deux  formules  n’en  font  qu’une , et  ainsi  il  suffira 
d’indiquer  la  solution  de  la  première  x* — yk—Azk.  Pour  cela,  décompo- 
sons A en  deux  facteurs»,  £ (lesquels  seront  toujours  premiers  entre 
eux , puisque  A n’a  pas  de  diviseur  quarré) , et  imaginons  que  3 soit  dé- 
composé aussi  en  deux  facteurs  p , 7 , de  sorte  que  l’on  ait  A — aÇ , 
3=/sjr,  on  aura  l’équation  (x-f-y)  (x — y)  — ç,Çp'q',  à laquelle  on  satis- 
fera généralement,  en  prenant  x-f -y—a.p',  x— y = £7*,  ce  qui  donnera 


X — SL±K 

" a 9 


J 


«p*  — e<?‘ 

û 9 


s=p<j-, 


de  sorte  que  les  trois  indéterminées  x,y , s seront  exprimées  an  moyen 
de  deux  autres  arbitraires  p et  7 ; et  s’il  arrivait  que  les  valeurs  de  x et 
dey  continssent  la  fraction  on  multiplierait  à-ia-fois  x,y,  s par  a. 

Telle  est  la  solution  générale  de  l’équation  x*—  y'  ^=Az't  laquelle 
comprendra  autant  de  formules  particulières,  qu’il  y a de  manières  de 
décomposer  A en  deux  facteurs. 

Par  exemple , si  A ss  3o , il  y a quatre  manières  de  décomposer  3o  en 
deux  facteurs,  savoir:  1 . 3o , a.i5,  3. 10,  5.6,  et  de  là  résulteront  ces 
quatre  solutions  de  l'équation  x* — y*=3oz‘, 

i*.  x=  pk -h  307*,  y = p'  — 307%  z—zptj 
a*,  x — ap*  -f-  1 57*,  y — ip*  — 1 57*,  t = a pq 
3*.  • x = 5p*-f- 107*,  y—  V — 107%  . z—ipq 
4*.  x = ^p*-f-  67%  y = 5p‘  — 67*,  1 = a/jy. 

(t8)  Venons  à l’équation  géuérale  .r*  — By‘  = Az'y  et  observons  d'a- 
bord que  cette  équation  étant  la  même  que  x* — Az‘=By‘,  on  peut, 
sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que  le  coefficient  du 'second 
membre  est  le  plus  grand  des  deux.  En  cas  d’égalité,  la  réduction  que 
nous  allons  indiquer  aurait  toujours  son  effet. 
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Soit  donc  proposée  l’équation  x*  — By*  = Az’ , dans  laquelle  on  sup- 
pose à-la-fois  A>B,  A cl  B positifs  et  dégagés  de  tout  facteur 
quarré. 

Nous  avons  déjà  prouvé  que  x et  / sont  premiers  entre  eux  ; de  là  il 
suit  que /et  A sont  également  premiers  entre  eux , car  si/*  et  A avaient 
un  commun  diviseur  6,  il  faudrait  que  x*  fut  aussi  divisible  par  6;  ainsi 
x*  et/*  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Mais  puisque  y cl  A sont  premiers  entre  eux , si  on  suppose  que  l’é- 
quation proposée  soit  résoluble , et  qu'ainsi  on  puisse  trouver  des  valeurs 
déterminées  de  x et  de/,  telles  que  .c—  M,  y—  -V,  on  pourra  aussi 
(n°  i a)  satisfaire  à l'équation  du  premier  degré 

M = nN  — y' A , 

dans  laquelle  Af , N , A seraient  des  nombres  donnés,  premiers  entre 
eux,  et  n,  y deux  indéterminées. 

Donc  en  général , sans  connaître  ces  solutions  particulières  x ==  Af , 
yz=.N , on  peut  supposer  x=ny — Ay , n cl  y étant  deux  indétermi- 
nées, et  en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  proposée,  on  aura, 
après  avoir  divisé  par  A , 

( ~ Ay' = 

Mais  puisque/  et  A sont  premiers  entre  eux,  cette  équation  ne  peut 
subsister,  a moins  que  " A 6 ne  soit  égal  a un  entier.  Soit  cet  entier 

= A'k’,  b étant  le  plus  grand  quarré  qui  peut  en  être  diviseur,  on  aura 
b*  — B ss  A A"  b y et  léquation  à résoudre  deviendra 

A'by1  — a/y/'-f-  Ày'-zzLz'. 

Nous  donnerons  ci-après  les  moyens  les  plus  simples  pour  détermi- 
ner un  nombre  b,  de  manière  que  n ~ B soit  un  entier.  Il  suffit,  pour 

le  présent,  d’observer  que  s’il  y a une  valeur  quelconque  de  n qui  rende 
n* — B divisible  par  A , cette  valeur  peut  être  augmentée  ou  diminuée 
d’un  multiple  quelconque  de  A , sans  que  n*  — B cesse  d’ètrc  divisible 
par  A ; ainsi  on  peut  supposer  que  la  valeur  dont  il  s’agit  est  comprise 
entre  les  limites  oet^,  ou  même  entre  les  limites  plus  étroites  — i A 
et  + J yi. 

De  là  il  suit,  qu’en  essayant  snccessivement  pour  n tous  les  nombres 
entiers  depuis  — \A  jusqu’à  \ A , on  en  rencontrera  nécessairement 
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un  on  plusieurs  qui  rendront  n‘—B  divisible  par  A , si  toutefois  l'équa- 
tion est  résoluble  ; et  dans  le  cas  où  aucun  de  ces  nombres  ne  rendrait 
n' — B divisible  par  A , on  en  conclura  avec  certitude  que  l’équation 
proposée  n’est  pas  résoluble. 

(19)  Supposons  donc  qu’ona  trouvé  une  ou  plusieurs  valeurs  de  n qui 
aient  la  condition  requise , il  faudra , d'après  chacune  de  ces  valeurs , 
continuer  le  calcul  de  la  manière  suivante. 

Reprenons  l’équation  A'ky,—anjy-^-Ay',ssz‘,  si  on  la  multiplie 
par  A'k *,  et  qu'on  fasse  pour  abréger , 

A'k'y  — ny'  — x',  kz  = 

la  transformée  sera 

x'x'—Bff  = A'z'a'. 

Cette  transformée  serait  résolue,  si  on  connaissait  la  solution  de  l’équa- 
tion proposée , puisque  les  valeurs  de  x',  jJ,  3'  se  concluent  facilement 
de  celles  de  x, y,  s;  réciproquement  la  proposée  sera  résolue,  si  on 
trouve  la  solution  de  sa  transformée.  Car  des  valeurs  connue»  de  x',y, 
s'  on  peut  également  conclure  celles  de  x,  y,  t : et  il  importe  peu  que 
celles-ci  soient  sous  une  forme  entière  ou  fractionnaire,  puisqu’il  ne 
s’agit  que  de  la  résolution  eu  nombres  rationnels,  et  qu’après  avoir 
trouvé  des  valeurs  quelconques  fractionnaires  de  x,  y , 3,  on  peut  les 
réduire  au  même  dénominateur,  et  supprimer  le  dénominateur  commun. 

Puisqu'on  peut  supposer  le  nombre  n<~A,  il  est  clair  qut 
n*  — • H 

ou  A'  sera  <C.\A  et  en  même  temps  positif;  car  n ne  peut  être 

<1 /B,  puisqu’autrement  n'  — B serait  ■</?,  c t ne  pourrait  être  divi- 
sible par  A.  Donc  l’équation  proposée  sera  ramenée  à uue  équation 
toute  semblable , dans  laquelle  le  coefficient  A!  qui  tient  lieu  de  A est 
moindre  que  J A . 

(ao)  Si  on  a encore  A'~y>  B , on  pourra  semblablement,  de  1’éqaation 
x'* — By,  — A'z'‘,  déduire  une  seconde  transformée 

dans  laquelle  A’  sera  < J A'  et  toujours  positif.  11  n’y  aura  point  de 
nous  elle  condition  à remplir  pour  obtenir  cette  seconde  transformée , 
car  ayant  déjà  trouvé 
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si  on  fait  n—fijf  -f-  ri,  et  qu’on  prenne  l’indéterminée  n de  manière 
que  ri  soit  <i\A',  il  est  facile  de  voir  que  " ^ ~ sera  un  entier  posi- 
tif moindre  que  l A'  ; on  fera  en  conséquence 
ri'  — B^A'A’k", 

A'  étant  plus  petit  que  \A'  et  ne  renfermant  aucnn  facteur  quarré. 

S’il  arrive  que  A'  soit  encore  plus  grand  que  B , on  continuera  ce 
système  de  transformées , où.  B est  constant , jusqu'à  ce  qu’on  en 
trouve  une 

x*  — Bjr*  = Cz\ 

dans  laquelle  C sera  positif  et  <B. 

(ai)  Mais  après  avoir  lait  passer  dans  le  second  membre  le  terme  qui 
a le  plus  grand  coefficient,  ce  qui  donne 

x1  — Cz'  = Br\ 

on  pent  procéder  semblablement  à 1a  réduction  du  coefficient  B par 
nn  second  système  de  transformées 

— Cz'  = F/' 
etc., 

dans  lesquelles  les  coefficicns  B",  B",  etc.  seront  positifs , et  diminueront 
suivant  une  raison  au  moins  quadruple , et  ainsi  on  parviendra  bientôt  à 
une  transformée 

x‘  — C’a*  = Dy, 

dans  laquelle  le  coefficient  D sera  moindre  que  C. 

Or  la  suite  des  nombres  positifs  et  décroissans  A,  B,  C , D,  etc.  ne 
saurait  aller  à l’infini;  elle  se  terminera  nécessairement  par  l'unité,  et 
lorsqu’on  sera  arrivé  à ce  terme,  la  résolution  de  la  dernière  transfor- 
mée , qui  est  donnée  immédiatement , fera  connaître  celle  de  toutes  les 
précédentes , et  par  conséquent  celle  de  l'équation  proposée. 

Cette  méthode  n'est  pas  donnée  ici  comme  la  plus  simple  ni  la  plus 
courte,  pour  arriver  à la  résolution  effective  de  l'équation  proposée: 
mais  la  marche  qu’elle  prescrit  pour  opérer  la  diminution  successive  des 
coefficiens , est  très-lumineuse , et  nous  en  déduirons  bientôt  un  théo- 
rème général  sur  la  possibilité  des  équations  indéterminées  du  second 
degTé. 
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» (aa)  II  est  bon  de  provenir  une  difficulté  qui  aurait  lieu,  si  deux 
cocfficicns  étaient  égaux. 

Soit  donc  A = B ; dans  ce  cas , pour  faire  ensorte  que  " ~ r‘  soit  un 

entier,  il  semble  qu'on  doit  faire  n = o,  et  alors  on  aurait  A'k'=z—  i, 
ou  A’  — — i,  ce  qui  ne  s’accorde  pas  avec  la  supposition  qu'on  fait 
toujours  que  A'  est  positif.  Mais  cette  difficulté  est  facile  à résoudre, 

car  si  au  beu  de  prendre  n=o,  on  prend  n=A , on  aura— — i , 

ce  qui  serait  la  valeur  AcA’k'.  On  voit  donc  que  l’équation  x'—Ay'=Az' 
aura  pour  transformée  x‘  — Ay‘z=zA'z',  dans  laquelle  A’  sera  <^A 
et  positif.  On  ferait  de  même,  si  dans  le  cours  de  l’opération,  on  trou- 
vait C = B , ou  D = C,  etc. 

Cette  remarque  fait  voir,  que  dans  le  cas  Ae  A = B et  autres  sem- 
blables, la  méthode  n’en  est  pas  moins  appbcable,  et  qu'ainsi  elle  a 
toute  la  généralité  nécessaire.  Au  reste,  le  cas  dont  il  s’agit  est  suscep- 
tible d'être  traité  d’une  manière  plus  simple  et  plus  directe;  car  si  on  a 
l'équation  x * — Ay*  -=zAz' , on  voit  d’abord  que  x doit  être  divisible  * 
par  A , ainsi  cm  peut  {aire  xz=.Au,  ce  qui  donnera 

a*  = Au'. 

Dans  cette  équation,  z et  A sont  premiers  entre  eux  (sans  quoi  y et  z 
lie  le  seraient  pas);  ainsi  on  peut  supposer  y = nz  Ay‘ , ce  qui 

donnera 

-■-j-'  **  + 2nzf  + Jf/  = «*• 

Celle-ci  ne  peut  subsister,  h moins  que  —}j—  ne  soit  un  entier,  j’ap- 
pelle cet  entier  A’k'y  k * étant  le  plus  grand  quarré  qui  en  est  diviseur, 
et  j’aurai 

A'k'z'  -f-  a nzf  •+-  Aff  = a*. 

Multipliant  de  part  et  d’autre  par  A’k‘,  et  faisant  k'A1  z-j-njJ  zxz  , 
ku  — u , on  aura 

z'z'+//  = A'uu; 

de  sorte  que  l’équation  proposée  s*  •+-y‘  = Au'  sera  ramenée  à une 
équation  de  même  forme,  dans  Laquelle  A'  est  positif  et  <CzA~j-^. 

Continuant  ainsi  de  transformée  en  transformée,  les  nombres  positifs 
et  décroissans  A,  AU,  A? , etc.  auront  nécessairement  pour  terme  l'unité, 
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et  alors  la  dernière  équation  étant  résoluble  immédiatement,  cm  en  dé- 
duira la  solution  de  toutes  les  précédentes.  U n'jf  aura  dans  ce  cas 
d'autre  condition  pour  la  possibilité  de  l’équation,  que  ia  première 

11— — L = car  les  autres  sont  une  suite  de  celle-là. 

c ” .**  #*  ' t . ^ 

Dans  la  solution  générale,  au  contraire,  outre  la  première  condition 

1*  ~~^  = e , il  faut  qu’a  mesure  qu’on  passe  d’un  système  de  transfor- 
mées à un  autre  système,  on  puisse  satisfaire  aux  diverses  conditions 
— ■— -z=ic9  — et  ainsi  «les  autres.  C’est  ce  qu’ou  examinera 
plus  particulièrement  dans  le  § suivant. 


i 


■j 


v. 
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§ I V.  Théorème  pour  juger  de  la  possibililé  ou  de  V impossibilité 
de  toute  équation  indéterminée  du  second  degré. 

V J 

• 4 « ' 4 ' • ' • * - t 

(aî)0  n a fait  voir  dans  le  paragraphe  précédent,  que  toute  équation 
indéterminée  du  second  degré  peut  se  réduire  à la  forme 

x*  — Bj'  = Az‘, 

dans  laquelle  A ci  B sont  des  nombres  entiers  positifs,  dégagés  de 
tout  facteur  quarré,  et  l’on  a en  même  temps  A > B. 

Cela  posé,  pour  procéder  à la  résolution,  il  faut  d’abord  déterminer 
tm  nombre  * plus  grand  que  \A,  tel  que — — soit  uu  entier.  Ce 
nombre  étant  trouvé , on  forme  la  suite  d’équations  : 


a.‘  — B = A A1  h' 
a'* — B = A'A’k’' 
al'—  B = A"  A"  k‘‘ 
etc. 


a!  — n A’  ± a < i f 

al — fi  A"  ± ai  <C,  ~ A’ 

etc. 

A 


Dans  la  première,  A’k'  est  le  quotient  de  a' —B  divisé  par  A , If  est 
le  plus  grand  quarré  qui  divise  A* If,  ensorte  que  A ne  renferme  plus 
que  dès  facteurs  simples,  ainsi  que  A et  B , et  C’est  ce  qu’on  observera 
dans  les  autres  valeurs  semblables.  A étant  déterminé  , on  a et'  par 
l’équation  al ,=*=  fiA' cfc « , ayant  soin  de  prendre  l’indéterminée  fi,  de 
manière  que  a soit  ■< \ A’,  (le  signe  < n’excluaut  pas  légalité ).  *'  étant 
connu,  a'* — B est  nécessairement  divisible  par  A ; on  désigne  le  quo- 
tient par  A’k'‘,  et  on  continue  de  meme  à former  les  autres  équations. 

Au  moyen  de  ces  opérations,  la  suite  A , A’,  A *,  etc.  dont  chaque 
terme  est  positif  et  moindre  que  lo  quart  du  précédent,  décroîtra  d’unç 
manière  rapide , jusqu'à  ce  qu’on  parvienne  à un  terme  Aw  ou  C moindre 
que  B ; et  l’équation  proposée  aura  pour  transformées  successives  les 
équations  suivantes  (ou  pour  plus  de  simplicité  je  laisse  les  indéternii- 
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nées  sans  acccns)  ; 

x*  — Bj‘  = A'z* 
x*  — Bj‘  = A’ z* 


x*  — By'  — Cz% , 

équations  tellement  liées  entre  elles , que  si  on  connaît  la  solation  d’une 
seule , on  aura  immédiatement  celle  de  toutes  les  autres , et  par  con- 
séquent celle  de  l’cquation  proposée. 

Dans  ce  premier  système  de  transformées,  il  n’y  a aucune  condition 

a remplir,  si  ce  nest  la  première  — — = e. 

Mais  puisque  C est  < B,  la  dernière  transformée  étant  mise  sous 
la  forme 

x*  — Cz*  — By' , 

il  faudra,  pour  qu’elle  soit  résoluble,  qu’on  puisse  trouver  un  nombre  Ô 
tel  que  6* — C soit  divisible  par  B ; cette  condition  étant  remplie,  oa 
procédera  à la  diminution  de  B par  un  second  système  de  transformées,' 

x*  — Cz'  — B'y' 
x'—Cz'  — B’y' 

X*  — Cz'  — Dy' , 

dans  lequel  la  suite  B,  B1,  B"...  sera  prolongée  jusqu'à  ce  qu’on  par- 
vienne à un  terme  D <^C. 

On  continuera  ainsi  la  suite  des  nombres  entiers  décroissais  A , B , 
C,  D , etc.  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  terme  égal  à l’unité,  et  alors 
la  question  sera  résolne. 

(24)  Il  est  aisé  de  voir  qu’on  ne  sera  arrêté  nulle  part  dans  le  court 
de  cette  opération,  lorsqu’à  l’égard  d’une  transformée  quelconque, 

x*  — Fy'  = Gz‘ , 

on  pourra  satisfaire  aux  deux  conditions  *'  ~-^’=e,  ^ h,  - =e.  Or  si 

ces  deux  conditions  sont  remplies  dans  l’équation  proposée  x* — By^=zAzTt 
et  dans  sa  première  transformée  x*  — By*  = A'z',  je  dis  qu'elles  le  se-* 
ront  dans  toutes  les  autres;  de  sorte  qu’ai  ors  l’équation  proposée  sera 
nécessairement  résoluble. 
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Supposant  donc  que  les  deux  conditions  mentionnées  ont  lieu  dans  les 
deux  premières  équations 

x*  — Bjr*  = Az% 
x*  — Bj'  = A'z'  : 

t 

c’est-à-dire  qu’il  y a des  entiers  *,  fi,  fi'  tels  que 

*•  — fi  «'*— fi  f — f— A 

A • A » fi  » fi 


sont  des  entiers,  il  faut  prouver  que  les  conditions  semblables  ont  lieu 
dans  la  transformée  suivante 

x‘  — Bj'  = A’i'. 

a.*  a.* B 

Or  comme  on  a déjà  — — =s  A k’‘,  il  suffit  de  faire  voir  qu’il  existe 

jf 

un  entier  6'  tel  que  — -g — = e. 

Soit  6 l’un  des  nombres  premiers  qui  divisent  B , on  a déjà , par  les 
conditions  données  : 

C*  — A C'—A  _ , 

Cherchons  d’après  cela  un  nombre  X tel  que  —j—  — e-  Si  A est  di- 
visible par  9,  il  n’y  a aucune  difficulté;  soit  donc  /f  non  divisible  par  8, 
je  distingue  deux  cas , selon  que  9 divise  ou  ne  divise  pas  A' . 
î*.  Si  9 divise  A',  il  divisera  « et  s'  eu  vertu  des  équations 

a*  — B = AA' If,  a!  ss  fiA'  db  a. 

D’ailleurs  on  a 


fi  ( uA±.*.y — fi  . » . .. 

Ak  k — — -j, — — = A A d=  ifia.  -f-  Akf; 


Ah’  — A h' h’  . C’A’  — Alt* 

donc a est  un  entier  ; ajoutant j qui  en  est  un , on 


T 

C*A*  — A h’ h' 


= e.  Mais  k‘  est  premier  à B,  et  par  conséquent  à 8, 


puisque  si  U et  B avaient  un  commun  diviseur,  il  faudrait,  d’après  l’é- 
quation *'*  — B=  A'A‘k'‘,  que  B eût  un  facteur  quarré,  ce  qui  est 
contre  la  supposition;  donc  on  peut  faire  kZ  = nk  — mô,  et  ainsi  on 

rfU'k'  — A k'k  , n’—A° 

aura j =e,  ou  simplement  — j — = e. 
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a*.  Si  fl  ne  divise  pas  A' , ni  par  conséquent  i' , «le  l’cquaÔon 

ce — A ...  . ...  , Ak'k'C C — jf AU k W* 

on  déduira  d abord se.  ou  s = 

e 0 ' fl 

Ensuite  puisque  C'A'  et  9 sont  premiers  entre  eux,  on  pourra  faire 

n%  — j4* 

ci  — nC'k’ — m9,  ce  qui  donnera — j — e. 

D’après  cette  démonstration,  qui  a lieu  pour  tous  les  facteurs  pve- 
miers  de  B , on  voit  que  non-seulement  l'équation  — j, — = e est  pos- 


sible, mais  qu’il  est  facile  de  trouver  a priori  la  valeur  de  6*.  Donc 
toutes  les  équations  x'  — By'  — A‘z%,  x' — By'x  Amz',  etc.  où  B est  le 
même , n’offriront  aucun  signe  d’impossibilité. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  la  même  chose  a lieu  dans  le 
second  système  de  transformées  où,  en  conservant  une  même  valeur 
de  C , on  fait  parcourir  à JB  la  suite  décroissante  B',  B",  etc. 


(a5)  Les  deux'deraières  équations  du  premier  système  étant 


x*  — By*  = Atm~  ,5s* 
x*  — Bj'  = A^z'  = Cz' 


(où  n et  »— i sont  des  indices  et  non  des  exposaus),  on  peut  supposer 
que  ces  équations  satisfont  déjà  aux  conditions 


. C"~A‘  — . 

' » ~B  — > 


et  il  s’agit  de  prouver  que  dans  la  transformée  suivante , x‘ — A’y’z=B's‘ 
(qui  appartient  au  second  système),  on  peut  satisfaire  aux  deux 
conditions 


**  — A'  — 


e. 


• • • A n 

Or  la  première  est  immédiatement  remplie  par  l’équation  — p — = Bf*, 

il  reste  donc  à faire  voir  qu’on  peut  toujours  satisfaire  à la  seconde 
4»—  n’ g 

Désignons  par  8 l’un  des  nombres  premiers  qui  divisent  An , et  cher- 

ehons  le  nombre  tel  que  — — e.  Si  J?  est  divisible  par  9,  on  aura 

vj,  = o,  ou  un  multiple  de  ô.  Si  B'  n’est  pas  divisible  par  8,  il  y aura 
deux  cas  à considérer. 

i*.  Si  9 est  diviseur  de  B , il  le  sera  de  « et  de  C,  en  vertu  des  cquà- 
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lion»  *•  — BzzzA‘A‘-'k‘,  CC — A‘  ss=  BBf'-,  on  pourra  donc  établir 
cette  cuite  d'entiers  qui  dément  les  uns  des  autres  par  des  substitutions 
eu  opérations  très-simples  : 


C — A—'  h'OA"  — k'C'A"  -f  B 

i —e>  îs  ~e>  Jê  S3*'* 

(Ce  — /l/ff‘)kf  +B_  B B1  f ‘IM’— B _ */*(.“£»— 1 _ 

Jt  —e>  16  —e>  ' 5 • 

B’tff'U'C'  — R’  _ 


• * I » jg' 

Soit  donc  4,  = B’fkÇ , et  on  aura  — — e. 

a0.  Si  9 ne  divise  pas  J?,  il  ne  divisera  ni  «t,  ni  C,  on  aura  donc 
Successivement 


— f'RB'  _ *f'Br  — CC 

2 — e,  g — «■ 


Mais  af  e t 9 étant  premiers  entre  eux,  on  peut  supposer  — mÿ, 

Il ff 

ce  qui  donnera  j — = e. 


Le  même  raisonnement  ayant  lieu  par  rapport  à tous  les  diviseurs, 
premiers  de  A",  il  s'ensuit  qu'on  pourra  toujours  satisfaire  à l’équation 


(a6)  Donc  l’équation  x%—Byl  — Az * sera  résoluble,  si  l’on  peut 

satisfaire  aux  deux  conditions  = = et  si,  de  plus, 

dans  la  première  transformée  x,  — BjtsxA,si,  on  peut  satis faire  à la 
CC  — A' 

troisième  condition  T. — = e. 

ts 

Cette  dernière  condition  serait  superflue,  comme  on  va  bientôt  le 
démontrer,  si  les  deux  nombres  A et  B étaient  premiers  entre  eux; 
mais  la  proposition  générale  est  susceptible  d’être  présentée  d’une  manière 
à-la-fois  plus  simple  et  plus  élégante. 

Observons  d'abord  que  toute  équatiou  indéterminée  du  second  degré 
peut  être  ramenée  à la  forme  nx‘  -f-  by'  = es*,  dans  laquelle  les  coefli- 
eiens  a,  b,  c sont  positifs,  n’ont  deux  à deux  aucun  diviseur  commun, 
et  de  plus  sont  dégagés  de  tout  fccteur  quarré.  Ce  qui  regarde  les  signes 
est  manifeste,  puisque  toute  équation  formée  avec  trois  quantités,  exige 
qu’une  de  ces  quantités  soit  égale  à la  somme  des  deux  autres.  Ensuite 
si  a contenait  un  facteur  quarré  9*,  on  ferait  a=9V,  ,r=(Lc',  et  le  terme 
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nr*  se  changerait  en  oV*,  où  a n’a  plus  de  facteur  quarré.  Enfin,  si 
aïeux  des  trois  coefiiciens  a,  b,  c,  par  exemple,  a et  b,  avaient  un  di- 
viseur commun  9,  on  ferait  a — a'd , bz=zb'ÿ,  c0  = c',  s = a'6,  et  l’é- 
quation ax'+bjr‘z=cz‘,  serait  changée  en  une  autre  ax'-j~by‘  = cz'‘, 
dans  laquelle  a et  V n’ont  plus  de  commun  diviseur. 

Cela  posé,  la  nouvelle  équation  ax%  -Mr*  = cz%  étant  mise  sous  la 

forme  — ic  ^ac,  peut  être  assimilée  à la  formule** — By'—Az'y 

et  1a  comparaison  donnera  B z=bc , A — tic.  On  aura  donc  d’abord  les 
deux  conditions  à remplir 


C*  — ac 

61 


e. 


Soit  az=;cfi,  £ = (••>’,  ces  conditions  deviendront 


CC  — A' 

Pour  exprimerla  troisième  — ^ — = c , observons  qu’on  a a* — B—AA'k', 

. ou  rji.' — b—aA’k‘y  et  comme  ak‘  n’a  point  de  diviseur  commun  avec  bc, 
la  dernière  condition  sera  remplie  si  l’on  a 


ah'CC  — eu'  +6_ 

bc 

I * *’ 

Or  pour  que  le  numérateur  de  cette  quantité  soit  divisible  par  b,  il 
suffit  que  ak'GG' — Cfx'  le  soit,  ou  bien  mettant  ce*  au  lieu  de  a en 
.vertu  de  la  seconde  condition,  il  faudra  que  k'Ç't' — /c‘  soit  divisible 
par  b,  ce  qui  est  toujours  possible,  en  déterminant  G d’après  l’équa- 
tion -'-'-f-—  — e.  De  là  on  voit  que  lorsque  A et  B n’ont  pas  de  com- 
mun diviseur  ( ou  lorsque  c = i),  la  troisième  condition  est  remplie 
par  une  suite  des  deux,  autres. 

Mais  s’ils  ont  un  commun  diviseur  c,  il  restera  encore  à satisfaire 
à la  condition  ~^'/'  = e,  ou  simplement  = e.  Voici  donc  un 

théorème  général,  d’après  lequel  on  pourra  décider  immédiatement,  et 
sans  aucune  transformation,  si  une  équation  indéterminée  du  second 
degré  est  résoluble  ou  ne  l’est  pas. 
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(27)  «.Étant  proposée  l'équation  nx*  -{-ty'  = cz',  clans  laquelle  les 
» coefficiens  a,  b,  c,  pris  individuellement,  ou  deux  à deux,  n'ont  ni 
» diviseur  quarré , ni  diviseur  commun  ; je  dis  que  cette  équation  sera 
» résoluble,  si  on  peut  trouver  trois  entiers  X,  n,  » tels  que  les  trois 
» quantités 

rju‘— - b c »*— a -, 

~7~  » ~ » ~~T~ 

,*  *•  * , • ’»  * * 1 '* 

» soient  des  entiers  : elle  sera  au  contraire  insoluble,  si  ces  trois  cou- 
» ditions  ne  peuvent  être  remplies  à-la-fois.  » ^ 

Remarque  /.  Ces  conditions  se  réduisent  à deux,  si  l’un  des  trois 
nombres  a,  b,  c,  est  égal  à l’unité,  et  elles  se]  réduisent  à une  seule  , 
comme  dans  le  n*  12,  si  deux  de  ces  nombres  sont  égaux  à l’unité. 

Remarque  II.  On  peut  toujours  arranger  les  trois  termes  de  l’équa- 
tion proposée,  de  manière  que  a , b,  c soient  positifs  ; mais  celte  con- 
ditiou  n’est  pas  de  rigueur , et  le  théorème  serait  encore  vrai , quand  ‘ 
même  quelqu'un  de  ces  termes  serait  négatif. 

Il  ne  faudrait  pas  cependant  conclure  de  là  qu’une  équation  telle  que 
x*-l~5r*-l-6ï*=:o  est  possible,  par  cela  seul  qu’on  peut  satisfaire  aux 

conditions^— — -y—  = e , il  faudrait  conclure  seulement  quelle 

peut  se  ramener  à la  forme  x*  -f-j‘  -+-  3‘  =0.  En  général,  toute  équa- 
tion résoluble  pourra,  par  la  méthode  du  § précédent,  se  ramener  à la 
forme  x*  -(-/’  — a*  = o j mais  il  suffit  de  la  ramener  à la  forme 
Ax'  -\-jr  ’ — s*=o,  dont  la  solution  se  trouve  immédiatement. 
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§ V.  Développement  de  la  racine  d’un  nombre  non  quarté 
en  fraction  continue. 


(afl)  J .je  principe  exposé  n*  i,  pour  développer  une  quantité  quel- 
conque x en  fraction  continue,  s’applique  avec  beaucoup  de  facilité 
aux  racines  qaarrées  des  nombres,  et  en  général  aux  quantités  de  U 

forme  — A,  B et  C étant  des  nombres  entiers.  Mais  pour  qu’on 

Toie  plus  clairement  la  marche  de  l'operation,  nous  prendrons  d’abord 
Vin  exemple  particulier. 

Soit  A=  19,  on  aura  rou/ 19=4  4-jr  > de  ^ x'  = — ■ | : ou  , 

en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  1/ 194-4 , x'  — v : 
l’entier  le  plus  grand  compris  dans  cette  quantité  est  a , ainsi  on  aura 
x'=a  + ^-^— -.  Cette  dernière  partie  étant  nommée  , ou  en  tire 
x'  = — ^ =3  — ; l’entier  compris  est  1 et  le  reste  —5-*^  qu’il 

faut  renverser  de  même  pour  avoir  la  valeur  de  x*,  ainsi  de  suite.  Voici 
donc  l’opération  pour  développer  t/19  en  fraction  continue  : 


•*  = V '9  =44-t/’^  4 


a4 


: 1 4 


V'S— a 
3 

t/10— 3» 


> \ y/«944 

— 1/19-4  ~ 3 — 

„•  3 t/»9+a  . 

x — 1/19— S-"  5 ■ 

_*  — 3 _V»9+3— » ■ V'9— 3 

* p'ig— 3 a ~ ^ a 

1/1943 , 1/ 19 — a 

-—J——'-* 5 

t/>9+» 


X " 
xT 

X- 
X ” 


IZ>9- 

5 


a + tAp( 


V'9-a  3 

. 3 t/i9+4  _ g . t/‘9— 4 

' l/'9 — 4 1 ~ » 

' t/’9+4 


’ t^'9— 4 3 ' 


: 2 etc. 
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Arrivé  à ce  terme,  on  tombe  sur  une  valeur  de  x'"  égales  celte  de xf, 
d’où  il  suit  que  les  quotiens  déjà  trouvés  a,  i , 5,  i , a,  8 reviendront 
dans  le  même  ordre,  et  qu'ainsi  le  développement  de  y/ 19  en  fraction 
continue  donnera  les  quotiens 

4-  b b 3>  b b 8.  a,  »,  5,  i,  a,  8:  a,  i,  5,  »,  a,  8:  etc. 

où  l’on  voit  qu’après  le  premier  terme  4,  I*  période  a,  t,  5,  t,  a,  g 
revient  toujours  dans  le  même  ordre,  et  se  répète  à l'infini. 

(39)  Soit  maintenant  J un  nombre  quelconque,  a*  le  plusgratid  qnartA 
compris,  et  b le  reste,  ensorte  qu’on  ait  A — a'  + b,  le  développement 
de  )/ A en  fraction  continue  dounera  d’abord 


x = \/A  = a- 1- 


ÿA — a 


Supposons  qu’es  prolongeant  indéfiniment  Topératk)»,  <m  pm-vfemrc  au 

quotient-complet  a*»  ou  soit  fjt  l’entier  compris  dans  y,  le 

X'A+I— f*D  , â 1 /j 

reste  sera k ; ce  reste  étant  nomme  -s,  on  aura  y^—  u . 

d y y j y/A+t—y-D’ 

et  puisque  bailleurs  l'analogie  des  formes  exige  qu’on  ait  y — > V'  ^ A f ^ 

ou  tirera  de  là  l'équation  suivante  pour  déterminer  Te \ Df  ■.  * 

D __  VA+T 
t /A  + J—f.U  Ù ' 

Cette  équation , où  il  faut  égaler  séparément  k partie  rationnelle  à h 
partie  rationnelle  et  la  partie  irrationnelle  à la  partie  irrationnelle 
donnera 

T = fiD  — / 

A—rr 

• * 


Telle  est  la  loi  très-simple  par  laquelle  d’un  quotient-complet  quel- 
conqueÈ^~/,  on  déduira  le  quotientrcomplet  suivant  — - . et  il 

n’est  pas  à craindre  que  les  nombres  T et  U soient  fractionnaires, 
car  si  on  substitue  la  valeur  de  T dans  celle  de  IX,  on  aura 

■fra fil—fi'Ü.  Or  ayant  A—t'a^ÜD,  m 


a—(«d—1)'  A—p 


D 
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pn  désigne  par  le  quotient-complet  qui  précède  t on 

aura'  semblablement  A — /’=  DD°,  donc 

i.  ’ • 

iy  = D‘  -+•  ifii — pD. 

D’où  l’on  voit  que  puisque  les  nombres  De  t / sont  entier*  dans  les 
deux  premiers  quotiens-complcts  ils  le  seront  néces- 

sairement dans  tous  les  autres  à l’infini. 

J.a  valeur  qu’on  vient  de  trouver  pour  U , peut  aussi  se  mettre  sous 
la-forme  D'  = D°-{-p(I — 7');  ainsi  des  deux  quotiens-complcts  con- 
sécutifs 

*£-'=»  + 

on  déduira  le  quotient-complet  suivant  > an  moyen  des  for- 

mules /'  = fi.D — /,  D' = D°  -f-u(/ — T);  ce  qui  réduit  la  loi  de  con- 
tinuation au  plus  grand  degré  de  simplicité. 


(5o)  Supposons  maintenant  que  ^ soient  deux  fractions  consécu- 
tives convergentes  vers  V A ; soit  ~~jy—  le  quotient-complet  qui  ré- 
pond à la  fraction  £,  on  aura,  suivant  le  principe  connu, 

, / .Pi^ÏÏ^)  + P' ^pVA+pl+P'D 

...  . .V  *\  1 f qVA+ql  + q-U* 

d’où  l’on  tire  les  deux  équations 

pI  + p°D  = qÂ 

* ql+fD—p, 

lesquelles  donnent  .... 

(W—  />*?)  J—w'A—pp" 

(pf  —p°q)D=pp  — A qq. 

Or;  par  la  propriété  des  tractions  continues  (n“  6)  on  a pq° — p”q~~\~  i, 

si  - est  > VA } et  pq° — p'q  ~ — 1 > si  j est  <\A7,  d’où  l’on  voit  que 

q . . • q 
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pq*  — jfq  a toujours  le  même  signe  que  pp — Aqq,  qu’ainsi  D est 

toujours  positif.  Ces  valeurs  prouvent  encore  immédiatement  que  D et  / 
sont  toujours  des  entiers;  je  dis  de  plus  que  / est  toujours  positif;  car 

d’un  côté  l’équation  ql -f- q°D  —p  donne  jj-  = — /^:  D , et  puisque 

<7*  est  <7,  il  faut  qu’on  ait  — /,  ou  Z?>t/ À — /;  d'un  autre 

côté,  on  a V'A^  donc  Z><  v/ A-\-I.  Or  ces  deux  conditions  se- 

raient incompatibles,  si  / était  négatif. 

Cela  posé , il  est  facile  de  trouver  les  limites  que  les  nombres  / et  D 
ne  peuvent  surpasser  ; l'équation  A — l'=zDD*  donne  ainsi 

I ne  saurait  excéder  l’entier  a compris  dans  \/  A , et  puisqu’on  a d'ail- 
leurs I'-\~Iz=pD , il  s'ensuit  que  2a  est  la  limite  de  D , et  en  meme 
temps  celle  du  quotient  p. 

Mais  puisque  la  fraction  continue  qui  représente  la  valeur  d’une  quan- 
tité irrationnelle  doit  s'étendre  à l'infini,  et  qu’il  ne  peut  y avoir  qu’un 
certain  nombre  de  valeurs  différentes  tant  pour  I que  pour  D , il  est  né- 
cessaire que  la  même  valeur  de  I se  rencontre  une  infinité  de  fois  avec  la 
même  valeur  de  D ; or  dès  que  l'on  retrouve  pour  le  quotient-complet 

1 - ^ une  valeur  déjà  trouvée,  il  est  clair  que  les  quotiens  suivans  de 

]a  fraction  continue  doivent  être  les  mêmes  et  dans  le  même  ordre  que 
ceux  qu’on  a déjà  obtenus;  donc  la  fraction  continue  qui  exprime  y/ A 
sera  composée  (au  moins  après  quelques  termes)  d’une  période  constante 
qui  se  répétera  à l’infini , comme  on  l’a  déjà  vu  dans  un  cas  particu- 
lier, n'  38. 

(3i)  Il  s’agit  présentement  de  déterminer  le  point  précis  où  commence 
la  période.  Nous  supposerons  que  cette  période  est  p,  p',  p’. . . . « , et 
nous  désignerons  à l’ordinaire  la  suite  des  quotiens , et  celle  des  frac- 
tions convergentes  qui  leur  répondent  jusqu’au  commencement  de  la 
seconde  période,  comme  il  suit  : 

Quotiens  a,  a.,C,y A,  p,p',p’ a»,  p,p',p’..i 

Fractions  fl  a Pi  E P’1  P1 

convergentes)  o’  1 q°’  q q“ i’  q i 

Soient  en  même  temps  les  valeurs  correspondantes  du  quotient-complet 

VA  VA  + a VA+I“  VA+t  VA+I°i  [/A+I 

~T~ y r LP  * D D D 
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on  aura  «F aEord,  par  cequi  a été  démontré,  A — /*=/?/>*,  ei  A — IK—rDD'\ , 

ce  qui  donne//*  i =D°;  on  aura  aussi  I=XD' — /*  et  I=mD“i  — I*i,  d’où 

l’on  tire  — jp — — X — ai.  Mais  d’un  autre  côté,  l’équation  qI-\-<fD=pt 

donne  /=jj  — ~j~i  ^ puisque^  est  une  valeur  approchée  de  \/A, 

on  doit  avoir  - = a-f-  une  fraction  -,  d’où  résulte 
« 9 


T 9*® — r 

— '= , ' '■ 


donc  h cause  de  p*  < q , on  aura  a — / < D ; en  aura  semblablement 
a— ■/*  < D*,  a — Z*i  < /> r;  donc  à plus  forte  raison  /*—/**  < /?*. 

Mais  on  a trouvé  — jÿ — = à Fentier  X—m,  donc  il  faut  que  cet  en- 
tier soit  zéro;  donc  on  aura  /“=/•  î et  X—  t». 

On  démontrera  de  même  que  le  quotient  qui  précède  X est  égal  • 
celui  qui  précède  a»  , et  ainsi  de  suite  jusqu'au  quotient  et  ; de  sorte  que 
le  quotient  a.  est  celui  qui  revient  le  premier  , et  qui  doit  commencer 
la  période. 


(5a)  Cela  posé,  oo  peut  représenta-  ainsi  la  série  des  quotiens  et 
eelle  des  fractions  convergentes  qni  leur  répondent  dans  le  développe- 
ment de  |/  A. 


Quotiens......  «;  »,  £.. 

..  X,  p;  »,  e,.. 

Pi 

»,  Cy...Xtpi  ete. 

Fract.  converer. 

Pl  p pi 

P*1 

P* 

P'» 

9*’  9*  7* 

9*1  * 

9*  * 

9'1’ 

Dans  cette  disposition  , j?  est  la  fraction  convergente  qui  répond  au  der- 


nier quotient  p.  de  la  première  période  te , C...X,  p;  soit  s le  quo- 
tient-complet correspondant,  on  aura  3 — P=V A — «»,  ou  3=/*— <t+\/ A, 
et  H en  résulter»,  suivant  le  principe  ordinaire,  * 


^ j p»+p* PV^  + pCm— o)-fp*. 

V ■P'+V0  Vt/^  + 90  — 0).+k” 


ce  qui  fournit  les  deux  équations 


P(.P-~  “)+P' 


La  seconde  équation  donne  p-a- f-  - = j 
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le  pins  grand  entier  compris  dans  ^ ; cet  entier  est  égal  à a,  ainsi  on  a 

p — a=a,  ou  p=ia.  En  même  temps,  puisque  q“  =p  — aq , il  s’en- 
suit que  la  série  des  quotiens  a,  6,...  9,  X qui  précèdent  p est  sym- 

tnétrique  (n*  1 1) , car  p ^ est  l’une  des  fractions  convergentes  vers 

ÿA — a,  quantité  égale  à la  fraction  continue  - ,1  , et  cette 

+ etc. 

fraction  convergente  est  précédée  de  ? ^ ; donc  puisqu'on  a q°=p — of , 

il  frut  que  la  période  «,  €,...9,  X soit  identique  avec  son  inverse  X, 
Q...  Ç,  a.  Et  de  toutes  ces  remarques  il  suit  que  les  quotiens  prove- 
nons du  développement  de  y/A,  procèdent  suivant  cette  loi  : 

«;  *»  G,  *>  “»  Cj  “>  **;  rtc-> 

loi  qui  deviendrait  encore  plus  régulière,  si  le  premier  quotient  était 
a a ou  xéro  ; c'est-à-dire  s'il  s’agissait  du  développement  de  y'  A ± a. 
(35)  il  est  important  d'observer , que  toute  fraction  convergente  * , qui 

répond  au  quotient  aa  dans  une  période  quelconque,  est  telle  qu’on  a 
p*  — Aq'  — dk:  i.  Car  lorsque  le  quotient  p=ia,  l’équation 
où  1 et  /*  ne  peuvent  excéder  a (n°3o),  donnera  nécessairement 
/ = /“=  a , et  D=  i ; donc  l'équation  {pq° — p"<j)  /)— p*  — Aykr  de- 
vient p*  — ^y*==fc  i , savoir  -fri,  si^  est  > i /A,  et  — i dans  le 
cas  contraire. 

Puisque  le  quotient  a a se  trouve  nécessairement  dans  le  développe- 
ment de  y' A , il  s’ensuit  donc  que  l’équation  x‘  — ,4j'  = rt  i est  tou- 
jours résoluble  (au  moins  avec  le  signe  -fr),  quel  que  soit  le  nombre  A , 
pourvu  qu’il  ne  soit  pas  un  quarré  parfait  ; et  on  voit  en  même  temps 
qn’il  y aura  une  iniiuité  de  solutions  de  cette  équation,  puisque  le  quo- 
tient a a se  répète  une  infinité  de  fois  dans  les  périodes  successives. 

Au  reste , si  le  nombre  des  termes  de  la  période  «,€..»€,«,  a*  est 
pair,  toutes  les  Fractions  qui  répondent  au  quotient  2<t  dan*  les  diverses 
périodes,  seront  plus  grandes  que  y/  A , et  ainsi  dans  ce  CW,  ce*  freo- 
lions  ne  satisferont  qu’à  l'équation  x*— ^y*  = -fri.  Mais  si  le  nombre 
des  termes  de  la  période  est  impair,  alors  la  première  fraction  qui  répond 
au  quotient  3ii  sera  plus  petite  que  y/ A , la  seconde  plus  grande,  et 
ainsi  alternativement  ; de  sorte  que  dans  ce  cas , l'équation  x' — Ay'=s — i 
sera  résoluble  aussi  bien  que  l’équation  Je*  — Ày“  = -fr  i : la  première  par 
les  fractions  convergentes  de  rang  impair,  la  seconde  par  celles  de  rang 
pair. 
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§ VI.  Résolution  en  nombres  entiers  de  V équation  indéterminée 
x*  — Ay * = ± D , D étant  < \/A. 

(54)  N ous  avons  fait  voir  dans  le  paragraphe  précédent,  que  l'équa- 
tion x*  — Ay'  = -{-i  est  toujours  résoluble  d'une  infinité  de  manières  , 
quel  que  soit  A , pourvu  qu’il  ne  soit  pas  un  quarré  parfait.  Quant  à 
l'équation  x'—yAy'  — — i,  elle  n'est  résoluble  que  dans  certains  cas 
particuliers;  et  comme  la  solution,  lorsqu’elle  est  possible,  doit  te 
trouver  parmi  les  fractions  convergentes  vers  \/A , la  condition  néces- 
saire et  en  même  temps  suffisante  pour  la  possibilité  de  cette  solution , 
est  que  la  période  de  quoliens  donnée  par  le  développement  de  \/ A 
soit  composée  d’un  nombre  de  termes  impair. 

Les  solutions  de  l’une  et  l’autre  équations  se  tirent  immédiatement 
des  fractions  convergentes  vers  \/ A , savoir,  de  celles  qui  répondent 
au  quotient  ia  (a  étant  l’entier  compris  dans  \/A),  et  il  y en  a une 
infinité,  puisque  ce  quotient,  ainsi  que  les  périodes  qui  le  comprennent, 
se  répète  une  infinité  de  fois.  Le  numérateur  de  chaque  fraction  est  une 
valeur  de  x , et  son  dénominateur  la  valeur  correspondante  de  y. 

Nous  ferons  voir  ci-après  comment  on  trouve  a priori  l’expression 
générale  des  diverses  fractions  qui  répondent  à un  même  quotient  placé 
de  la  même  manière  dans  les  périodes  successives.  Dans  le  cas  présent , 
il  suffit  de  foire  connaître  le  résultat  qui  d’ailleurs  je  vérifie  immédia- 
tement. 

Soit  2 la  première  et  la  plus  simple  des  fractions  convergentes  qui  ré- 
pondent à un  même  quotient  aa;  si  l’on  a p' — Aq'=- f-i  , ou  si  le 
nombre  des  termes  de  la  période  est  pair,  l’équationx* — Ay'—- f-i  sera, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit , la  seule  résoluble.  Pour  avoir  alors  la  solution 
générale,  il  suffit  dclever  p+qy/A  à une  puissance  quelconque  m,  et 
d’égaler  le  résultat  à x -\-y\/ A.  En  effet,  si  l’on  a 

(p+qv'jy'zsx+jv'J, 

x et  y étant  rationnels , on  aura  en  même  temps 
{p-~qVA)m~x—y\/A. 
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Multipliant  ces  deux  équations  entre  elles,  le  produit  sera 

je*  — Ay*  = (p‘  — Aq'  )*  = i"  = i. 

"Donc  en  effet  les  valeurs  trouvées  pour  r et/  satisferont  à l'équation 
x* — Ay%-=.  i , quel  que  soit  l’exposant  m.  On  peut  aussi  avoir  séparé*^ 
ment  les  valeurs  de  x et  j par  les  formules 

2 

(p+<H/A)--(.P-gi/A)’ 

. * ’ 

lesquelles  donneront  toujours  des  nombres  entiers  pour  x et/. 

(35)  En  second  lieu,  si  on  a p'—Aq%-= — i , ou  si  le  nombre  des 
termes  de  la  période  est  impair,  alors  il  est  visible  qu’on  peut  satisfaire 
à-la-fois  aux  deux  équations  x*— Ay'z=-\-  i , x* — Aj*= — i , savoir* 
à la  première,  par  les  puissances  paires  de  p-\-qÿAf  et  à la  seconde, 
par  les  puissances  impaires  de  ce  même  binôme.  Car  si  l'on  fait 
— on  aura  x* — Ay'~{ — i)“  = + i,  et  si 

l’on  fait  ( />— f— V A)'^'^=x-\-jr\/A , on  aura  x* — Ayl=( — i)u+'= — t. 

Par  exemple,  lorsque  A — i3,  on  trouve  - = et p‘ — i$q'= — i. 

Donc  en  faisant  (i8-f-5p'i3)**=x-t-/t/i3 , on  satisfera  à l’équation 
x*—  i3f*=t,  et  en  faisant  (i8-f-5v''i3)***'=x-f-/v/i3 , on  satis- 
fera à l'équation  x*  — 1 3/‘ = — i . 

Les  moindres  nombres  qui  satisfont  à l'équation  x‘  — 13^*=  i , sont 
donc  x = (>4g , y = 180,  car  on  a (t8-f-5t/ i3)*=649-+-  i8oj/ 13. 

Quelquefois  les  nombres  les  plus  simples  qui  satisfout  à une  équation 
donnée  x* — Ay'=ztzi  sont  beaucoup  plus  considérables.  Par  exemple, 
la  solution  la  plus  simple  de  l'équation  x* — ai  i /*=  i , est 

x ss  378  354  373  65o 

y ss  19  16a  705  353, 

et  la  solution  la  plus  simple  de  l’équation  x*  — ggig’sr  1 est 

x = 37951  64009  0681 1 93oG3  80148  96080 

y =2  iao5  57357  9o33i  55g44  744a^  38767. 

D’où  l'on  voit  combien  il  est  nécessaire  d’avoir,  pour  la  recherche  de 
ces  nombres,  une  méthode  sûre  et  infaillible,  telle  que  celle  que  nous 
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avons  exposée;  car  on  se  tromperait  beaucoup,  si  après  avoir  essayé 
inutilement  la  résolution  par  des  nombres  médiocrement  grands , on 
concluait  quelle  n’est  possible  en  aucuns  nombres. 

(36)  Fermât  est  le  premier  qui  ait  paru  connaître  la  résolution  de  ré- 
quation x*  — Aj'=;i;  du  moins  il  proposa  ce  problème  comme  par 
défi  aux  Géomètres  anglais , et  mylord  Brovrnler  en  donna  une  solution 
qu’on  trouve  dans  les  Œuvres  de  Wallis,  et  qui  est  rapportée  à peu  près 
textuellement  dans  le  second  volume  de  l’Algèbre  d'Euler.  Mais  d’un 
côté.  Fermât  n'a  rien  publié  sur  sa  propre  solution,  et  de  l’autre,  la 
méthode  des  Géomètres  anglais,  quoique  fort  ingénieuse,  n’établit  ce- 
pendant pas  d'une  manière  certaine,  que  le  problème  soit  toujours  pos- 
sible. 11  restaitdonc  à démontrer,  quel'équation  x* — Aj'=.i  est  toujours 
résoluble  en  nombres  entiers , et  c’est  ce  que  Lagrange  a lait  d’une  ma- 
nière aussi  élégante  que  solide,  dans  les  Mélanges  de  Turin,  tome  IV, 
et  ensuite  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  aun.  1767;  cette  démonstration, 
ainsi  que  la  méthode  de  solution  qui  l'accompagne,  doivent  être  regar- 
dées comme  l'un  des  plus  grands  pas  qui  aient  été  faits  jusqu'à  présent 
dans  l'analyse  indéterminée.  En  effet  l'équation  x*  — Aj'  — t n’est  pas 
seulement  intéressante  en  elle-même;  elle  est  encore  nécessaire  dans  la 
résolution  de  toutes  les  équations  indéterminées  du  second  degré,  où  elle 
sert  à trouver  une  infinité  de  solutions  quand  on  en  connaît  une  seule. 

On  trouvera  à la  fin  de  cet  Ouvrage  une  Table,  n*  X,  qui  contient, 
sous  la  forme  de  fractions , les  solutions  les  plus  simples  de  l’équation 
m‘ — An’—dtzi , pour  tout  nombre  non  quarré  A depuis  a jusqu’à  i5g. 

L’inspection  seule  des  chiffres  qui  terminent  les  nombres  m et  n fera 
voir  s'ils  satisfont  à l’équation  m*— An'  = + 1 , ou  à l’équation... 
wt*  — An'  =a  — 1 . Quand  ils  satisfont  à cette  dernière,  il  faut  faire 
(rn  -\-nÿ A)'  —p  -\-qÿ  A , afin  d'avoir  les  moindres  nombres  p et  9 qui 
satisfont  à l’équation  x* — Ay'  = -J- 1 : on  a alors  pr=utf' — 1,  9=  amn. 

( 37  ) Venons  maintenant  à la  résolution  de  l’équation  proposée 
je*  — Aj'—dczD.  On  a vu  (u°  10)  que  lorsque  D est  <_\/ A , comme 

nous  le  supposous,  la  fraction  ^ doit  être  l’une  des  fractions  conver- 
gentes vers  t/ A.  Il  faudra  donc  développer  \/ A en  fraction  continue, 
et  calculer  les  valeurs  successives  des  quotiens-complets  ; si  > 

parmi  ces  quotiens-complets,  il  s’en  trouve  un  dont  le  dénominateur  Z* 
.soit  égal  au  second  membre  de  l’équation  proposée,  on  en  déduira  une 
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solution,  soit  de  1 équation  x* — Ay'  = -f-  Æ , soit  de  l'équation 
x*  — Ay * = — D : il  faudra  pour  cela  calculer  la  fraction  convergente 
- qui  répond  an  quotient-complet  dont  il  s’agit;  si  cette  fraction  est  da 

rang  impair  (j  étant  censée  la  première),  elle  sera  plus  grande  que  \/  A, 
et  ainsi  on  aura  p'  — Aq'  = -f- D\  si  elle  est  de  rang  pair,  on  aura 
p'  — Aq'  = — D. 

II  peut  se  trouver  plusieurs  fois  le  même  nombre  D dans  la  même  pé- 
riode, et  il  se  rencontrera  toujours  au  moins  deux  fois,  puisque  la  pé- 
riode est  symmétrique  ( excepté  lorsque  le  quotient  auquel  répond  p-  est 

le  terme  moyen  de  la  période,  abstraction  faite  de  son  dernier  terme  a a). 
On  aura  alors  autant  de  solutions  soit  de  l’équation  x'  — Ay*  — D,  soit 
de  l’équation  x* — Ay'— — D , lesquelles  auront  lieu  egalement  dans 
toutes  les  autres  périodes. 

Si  on  né  rencontre  point  le  nombre  D parmi  les  dénominateurs  des 
quotiens-complets  dans  la  première  période,  on  sera  assuré  que  l’équa- 
tion x*  — Ay'  = -f-  et  l’équation  x* — Ay'  = — D , ne  peuvent  se 
résoudre  ni  l’une  ni  l’autre  en  nombres  entiers. 

(58)  Mais  si  on  a une  ou  plusieurs  solutions  données  par  la  première 
période  des  quotiens,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  on  pourra  déduire 
immédiatement  de  chacune  de  ces  premières  solutions,  une  formule  géné- 
rale qui  contienne  une  infinité  d’autres  solutions  dépendantes  de  cette 
première  base.  Soit  - la  fraction  convergente  qui  donne  p' — Aq'=D  ; 

soient  en  même  temps  l et  u des  nombres  quelconques  qui  satisfont  à 
l’équation  f* — Ait?=  i ; si  on  multiplie  ces  deux  équations  entre  elles, 
le  produit  pourra  être  mis  sous  la  forme 

{ptzbzAquy  — A (pu  de  ql)‘  =■  D ; 

de  sorte  que  l’équation  x*  — Ay*=D  sera  résolue  généralement  par 
les  formules 

xzzzpt  rfc  Aqu 
y^=pu±qt  ; 

et  quant  aux  valeurs  de  t et  u,  nous  avons  déjà  fait  voir  que  si  m et  n 
sont  les  moindres  nombres  qui  satisfont  à l'équation  m'—An *=  i , et 
qu’on  prenne  pour  k un  entier  quelconque,  on  aura 

(m-f-  A)'z=it  -f-  u\/A. 

, On  voit  donc  qu’en  partant  de  différentes  solutions  primitives  comprises 
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dans  la  première  période,  on  aura  autant  de  formules  générales  qui  ren- 
fermeront chacune  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  proposée. 

D'ailleurs  les  valeurs  que  nous  venons  de  donner  pour  x ely  ont  éga- 
lement lieu,  soit  que  D soit  positif,  soit  qu’il  soit  négatif;  elles  supposent 
seulement  que  D a le  même  signe  dans  l'équation  particulière  p ' — Aq '=^Dt 
que  dans  l’équation  générale  x'  — Ay'  — D\  elles  supposent  aussi  qu'on 
a m‘  — An'  =-f-  i . . . _ . . 

Si  on  avait  m* — An'  = — 1 , alors  les  formules 

x = pt  ± Aqu 
y = pu  ± qt 

t 

donneraient  à-la-fois  la  solution  de  l'équation  x%-~Aj*s=.-\~D  et  celle 
de  l’équation  x'  — Ay *= — D,  l'une  en  faisant  A),l=l-{-uÿ A T 

l’autre  en  faisant  (m-^-ny^A)u'*''=:t+uy'A. 

(39)  Si  on  connaît,  soit  par  la  Tahle  dont  nous  avons  parlé,  soit  par 

tout  autre  moyen,  la  fraction  la  plus  simple  ~ qui  satisfait  à l’équation 
m‘  — An’  = dfci , le  simple  développement  de  ^ en  fraction  continue, 
donnera  la  période  des  quotiens  qui  résulteraient  du  développement 
de  \/A.  Or  sans  connaître  les  quotiens-complets  qui  répondent 

à ces  quotiens  entiers,  ni  par  conséquent  leurs  dénominateurs,  on  peut 
néanmoins  distinguer  facilement  ceux  qui  répondent  à une  valeur  don- 
née de  D.  Ces  quotiens  sont  à fort  peu  près  égaux  à —,  a étant  l’entier 
compris  dans  \/A.  En  effet,  puisqu’on  a (n*  3o)  il  en  ré- 
sulte — — !L_ 2.  f donc  l'entier  y.  compris  dans  1 ’ est 

à pen  près  égal  à l’entier  compris  dans 

(40)  Par  exemple,  ayant  à résoudre  l’équation  x* — Giy*=5,  ou  dé- 
veloppera en  fraction  continue  la  fraction  dont  les  deux  termes 

satisfont  à l'équation  m* — Gi»*  = — 1;  on  trouvera  les  quotiens  et  les 
fractions  convergentes  comme  il  suit  : 

Quotiens  7,  1,  4,  3 , » , 3 , 3 , 1 , 3,4,  1 , 

-,  î 7 8 3q  iaâ  1G4  453  1070  i5a3  565g  0407g  39718  . 

r.  conv-  0»  j , , j 4^”»  a * * 58  * 137  ’ 195  ’ 733  1 3o85  * ' Swô5"‘ 
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L'entier  compris  dans  \/6i  est  7,  et  2jZ  = a+,  je  cherche  donc  a 

parmi  lesquoliens;  je  trouve  les  deux  fractions  correspondantes 

dontla  première  donne  p‘ — 617*=— 5,  et  la  seconde/)*— 6i7’:=:5. 

Donc  l'ëquation  proposée  x*— 6y*=  5 sera  résolue  au  moyen  des 
formules 

jr  = 453  t 3538m 

y = 453m±  5 8e 

t + uy'ô  1 ss(3gyi8-^58o5{/6i)‘i  ; 

et  elle  le  sera  également  par  les  formules  suivantes  calculées  d’après  la 

164  , t.l  . 

première  fraction  convergente  — — : \ . 

x = i64l  ± 1281U 

: , . = ‘ 

y — 1 ai  1 

t 4-«|/6i  = (09718  -+-  38o5v^6i)*,-,‘'. 

On  résoudrait  de  la  même  manière  l'équation  x* — 6i/'=— 5,  et  on 
voit  pourquoi  les  deux  valeurs  trouvées  pour  -,  quoique  donnant  deux 
valeurs  de  D de  signes  différens  , servent  néanmoins  «"résoudre  la  même 
équation;  c’est  parce  que  la  valeur  de™  est  telle  que  m'-*r*6in’z=: — 1, 

cardans  tous  les  cas  semblables  une  solution  de  l’équation  x' — 6y*=Z>, 
en  donne  toujours  une  de  l’équation  x‘  — 6iy*  == — D , et  récipro- 
quement. 

(41)  Nous  remarquerons  que  si  D,  quoique  toujours  plus  petit  que 
\J A , avait  un  facteur  quarré  8*,  ensorte  qu’on  eût  il=8 '£/,  alors,  outre 
les  solutions  trouvées  par  la  méthode  précédente,  et  dans  lesquelles 
1 ety  sont  toujours  premiers  entre  cax , il  pourrait  y en  avoir  d'autres 
dans  lesquelles  x et  y auraient  pour  diviseur  commun  0.  En  effet,  si 
d’une  autre  parton  trouve  possible  la  solntion  de  l’équation  x'* — Af'zrziy , 
il  est  clair  qu’on  en  tirera  x=aflx',  _y=8y'.  Ainsi  il  pourra  y avoir  au- 
tant de  nouvelles  formules  de  solution,  qu’il  y a de  manières  de  diviser  D 
par  un  quarré. 
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§ VIL  Théorèmes  sur  la  possibililé  des  équations  de  la 
Jorrne  Mx’  — Ny*==fci  ou  de  2. 


(4a)  Supposons  que  A est  un  nombre  premier,  et  soient  p et  q 
lys  moindres  nombres  ( autres  que  > et  o)  qui  satisfont  à l'équation 
p'  — Aq*—  1.  Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  p‘ — 1 =Aq‘, 
ou  (p -f- 1)  (p  — ')  — A<f‘i  et  puisque  A cet  un  nombre  premier,  si 
l’on  fait  q—fgh,  la  décomposition  de  cette  équation  ne  pourra  se  faire 
que  de  ces  deux  manières, 

p+i=fg‘A\  p+i=ifg'  ! 

p — « —A'  j p — « =â'a  y 

Ainsi  il  faut  que  l’une  des  deux  équations  suivantes  ait  lieu, 

— f = , j^t-Ah\ 

Par  ces  dernières , on  voit  que  / ne  peut  être  que  1 on  2 , de  sorte 
qu'on  aura  les  quatre  combinaisons 

~is=A*  — Ag'...(i)  1 =£*  — Ah'...ÇS) 

— a = A*  — Ag\..(s)  3==£*_  Ah'. 

La  combinaison  ( 5 ) doit  être  exclue , puisqu’il  s’ensuivrait  que  les 
nombres  p et  q ne  sont  pas  les  moiudres  qui  satisfont  à l'équation 
p • — Aq'  = 1 ; ainsi  il  ne  reste  que  les  trois  autres  combinaisons  à dis- 
cuter. Pour  cela  , il  faut  considérer  successivement  les  diverses  formes 
dont  A est  susceptible  par  rapport  aux  multiples  de  4 ou  de  8. 

(45)  Soit  1*.  A de  la  forme 4«+*.  Dans  les  équations  (a)  et  (4)* 
si  Pun  des  deux  nombres  g et  h est  pair,  l’autre  devra  l’être  aussi; 
mais  alors  le  second  membre  serait  divisible  par  4 , tandis  que  le 
premier  est  a , ce  qui  ne  peut  s'accorder.  Si  ensuite  on  suppose  les 
deux  nombres  g et  h impairs,  leurs  quarrés  g'  et  /»*  seront  de  la  forme 
8/?  4-i,  et  alors  le  secoud  membre  sera  encore  divisible  par  4-  Donc 
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l'équation  (1)  est  la  seule  qui  puisse  avoir  lieu;  donc  elle  a lieu  néces- 
sairement , et  il  en  résulte  ce  théorème  trà-renoairquaMe  ; ; 

« A étant  un  nombre  premier  de  la  forme  4”  4“ 1 j l'équation 
&’x* — Ay'  — — i est  toujours  possible.  » 

Cette  propriété^*  lieu  pour  les  nombres  premiers  4*4-t  exclusive- 
ment;  car  si  A était  de  la  forme  4n  4”  3 , il  est  aisé  de  voir,  en  attri- 
buant à x et  y des  valenrs  paires  on  impaires,  que  x*  — A/'  serait  tou- 
jours de  lune  des  formes  4n,  4«  4“  * > 4™  4“  3 j dans  lesquelles  — t 
n'est  pas  compris. 

On  peut  remarquer  que  A e’tant  un  nombre  premier  de  la  forme 
4n4~  1 > tout  nombre  qui  est  représenté  par  la  formule  x'—Ay',  pourra 
l'être  aussi  par  A/‘ — x';  car  puisqu’on  peut  supposer  m‘  — An'xx—  i , 
pu  aura 

N=  (x‘  — A/')  (An' — m')  = A (my  nx)'  — (mi  -J-  An/y. 

(44)  Soit  a”.  A de  la  forme  èn-f-3;  on  vient  de  voir  que  l’équation 
(i)  ne  saurait  avoir  lieu  ; l’équation  (4)  ne  peut  avoir  lieu  non  plus.  Car 
si  l’un  des  nombres  g et  A est  pair,  l’autre  sera  pair  aussi , puisque  le 
premier  membre  est  pair  ; mais  alors  le  second  membre  serait  divisible 
par  4 f tandis  que  le  premier  ne  l'est  que  par  3.  Si  les  nombres  g et  A 
sont  tous  deux  impairs , le  second  membre  sera  de  la  forme -(&H-5) 

1)  ou  8n  — a,  laquelle  ne  s'accorde  pas  avec  le  premier.  Donc 
l’équation  (a)  est  la  seule  possible;  donc  elle  a lieu  nécessairement,  et 
îl  en  résulte  ce  théorème  : • *' 

« A étant  un  nombre  premier  8/t-f-  3,  l’équation  x*  — Ay'  — — a 
» est  toujours  possible.  » 

- ‘ j . — * 

(45)  Soit  5”.  A de  la  forme  8n+^,  on  trouvera,  par  des  considéra- 
tions semblables , que  l’cquation  (4)  est  l’a  seule  qui  puisse  avoir  lieu , 
d’où  résalte  ce  théorème  : 

« A étant  un  nombre  premier  8«4"7»  l’équation  x'  — Ay'  ~ i est 
» toujours  possible.  » 

On  peut  remarquer  qu’étant  donnés  les  deux  moindres  nombres  m eVh 
qui  satisfont  à l'équation  m'  — An'^=dc2,  il  est  facile  d’en  déduire  les 
deux  p et  <f,  qui  satisfont  à l’équation  p' — A<f  =s  i.  Pour  cela,  il 
fout  faire 

i (m+ny/A)' =p 4-  qt/A, 

ce  qui  donne  p=.Au%zkz\ , et  q=mn,  _ , 
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(46)  Supposons  maintenant  A—MN,  M et  N étant  deux  nombres 
premiers  impairs  quelconques,  et  soient  toujours  p et  q les  moindres 
nombres  qui  satisfont  à l’équation  p'~Aq * — i . Cette  équation , mise 
sous  la  forme  (/>-+- 1 ) (/> — i )=MNq',  ne  pourra  se  décomposer  qu« 
des  quatre  manières  suivantes,  où  l’on  a fait  q-=.fght 

p+i=z/Mg',  fNg *,  fMNg', 
p-i=ftfh',  / Mh •,  Jh‘  , fMNh\ 

De  lè  résultent  les  quatre  équations 

j=Ng* — Mh’,  j.=  MNg' — /<’,  j=g‘  — MNh‘, 

où  il  faut  supposer  successivement  f—i  et  /=  a,  ce  qui  donnera 
les  buit  combinaisons 

i=Mg*— W..(i),  l=!Vg*—  Mh'. . (3),  — i=al*— AfA’g*.  .(5),  .(y) 

a =a/g*— W..(»),  a=JVg*— — a=A*—  .(6), a=**—AfW. .(8), 

desquelles  il  faut  exclure  la  7™',  puisqu’on  a supposé  que  p et  q sont 
les  moindres  nombres  qui  satisfont  h l’équation  p‘ — Aq'=.  1 . 

Voici  maintenant  deux  des  principales  conséquences  qu’on  peut  tirer  - 
de  ces  décompositions. 

(47)  1*.  Si  les  nombres  premiers  M et  N sont  tous  deux  de  la  forme 
4«  + 3,  aucune  des  équations  (a),  (4),  (6),  (8)  ne  pourra  avoir  lieu; 
car  quelque  supposition  qu’on  fasse  sur  la  forme  paire  ou  impaire  des 
nombres  g et  h,  le  second  membre  sera  toujours  de  l’une  des  formes 
4n,  4n-4-i , 4 tandis  que  le  premier  membre  est  ±2.  Dans  ce 
même  cas,  l’équation  (5)  ne  peut  non  plus  avoir  lieu , car  il  sera  dé- 
montré ci-après  (n”  i4o)  qu’aucun  nombre  de  forme  4* + 3 ne  peut 
diviser  i-j-h’.  Donc  des  deux  équations  restantes  (1)  et  (3),  l’une  aura 
lieu  nécessairement,  et  il  en  résulte  ce  théorème  très-remarquable: 

« M et  N étant  deux  nombres  premiers  quelconques  de  la  forme 
/>  4n+5,  l’équation  Mx'—Nj*x=.Azi  sera  toujours  possible  en  dé- 
» terminant  convenablement  le  signe  du  second  membre.  « 

(48)  2'.  Si  les  nombres  premiers  M et  N sont  tous  deux  de  la  forme 
4n-f-i,  on  reconnaîtra  également  que  les  équations  (a),  (4),  (6)  et 
(8)  ne  peuvent  point  encore  avoir  lieu  ; mais  l’équation  (5)  n’est  plus 
à rejeter,  et  la  proposition  relative  à ce  cas  peut  s’énoncer  ainsi  : 


Di  g itizgttby  Goo^l  e 
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• « M ét  N étant  deux  nombres  premiers  4»  4-  1 , on  pourra  toujours 
» satisfaire  soit  à l’équation  x* — MNj‘  = — 1,  soit  à l'équation 
» Mx * — 1,  le  signe  de  celle-ci  étant  pris  convenablement.  » 
Au  reste,  comme  la  décomposition  de  la  quantité  p * — s en  deux 
facteurs  p- f- 1 et  p — 1 , qui  ne  different  entre  eux  que  de  deux  unités , 
ne  peut  sc  faire  que  d’une  seule  manière;  il  est  évident  qu’ou  ne  pourra 
jamais  satisfaire  aux  deux  équations  précédentes  à-la-fois,  mais  seu- 
lement à l'une  des  deux. 

(4g)  Par  des  considérations  entièrement  semblables,  on  parviendra 
aisément  à uii  théorème  encore  plus  général,  que  voici: 

« M et  M'  étant  deux  nombres  premiers  de  la  forme  4" + 5,  et  if 
» un  nombre  premier  de  la  forme  4/l*f-I>  il  sera  toujours  possible 
» de  satisfaire  à l’une  des  équations 


N x'  — Af Afy*  = ± 1 
Mx‘  — M'Ny  = ± 1 
ATx‘ — MNjr‘  =dti.  - . 

(5o)  On  peut  encore  déduire  ces  propositions  et  autres  semblables  ; 
de  la  considération  du  quotient  moyen  qu’offre  le  développement  de  ^ A 
en  fraction  coutinue. 

En  effet , soit  toujours  - la  fraction  la  plus  simple  qui  satisfait  à l’é- 
quation p'~Aq‘  = 1 ; soit  a l’entier  le  plus  grand  contenu  dans  \/  A , 
et  supposons  que  du  développement  de  ^ A naissent  les  quotiens  et 

les  fractions  convergentes  jusqu'à  ^ , comme  il  suit  : 

Quotiens a,  a,  € A,  0,  A.....  €,  a,  la - 

Fract.  conv. . . . - , > ■£ . (5,  - V 

o’  * tes  11 

Nous  avons  désigné  le  quotient  moyen  par  6,  et  il  en  existe  nécessai- 
rement un,  sans  quoi  la  fraction  ^ serait  de  rang  pair,  et  on  aurait 
p'  — Aq'-=z — 1,  contre  la  supposition. 

Maintenant  puisque  la  période  a,  6 a,  est  symmé- 

trique,  la  fraction  doit  donner  par  son  développement  les  quotiens 
A....C,  a,  qui  suivent  fl  (n*  11}:  donc  à l'aide  du  quotienl-com- 

•{  8 
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plet  $ _f_  ê!  on  peut  déduire  immédiatement  la  fraction  ~ des  deux  cou- 

sécutives  -,  ce  qui  se  fera  ainsi: 

f ’ g 


f(?+£)+r 


Il  en  résulte  p=f(Qg+*g°)-h(f°g— fg°)>  '/=o  (®Æ’+ao°)>  ct  suh*‘i- 
tuant  ces  valeurs  dans  l’cquation  p'  — Aq'—i  = (f°g  — fg")'  t On  eu 
déduira 


</*—■*?)  CV  + if)  = *f(fg'—f‘g)- 


Soit/*  — A g' —{/g— f'g)D,  et  on  aura 

. f 

d’où  l’on  voit  qu’en  général  D doit  être  diviseur  de  a f. 


(5t)  Soit  i*.  D pair  ss  iM , il  faudra  faire  f — Mh,  et  l’équatiou 
f'—4g'  = (fg‘  —f'g)  D deviendra 

M‘U'—  Ag‘= 

Or  g ne  peut  avoir  de  diviseur  commun  avec  M,  puisqu’alors  il  en  au- 
rait avec  J'=Mh  ; donc  M est  diviseur  de  A. 

Soit  A = MN,  et  on  aura 

— —fg)  — =fc  a. 

Donc  l’équation  Mx'  — Ny'=:zk  a est  possihle  dans  ce  premier  cas , 
où  l’on  doit  observer  que  si  les  nombres  M ct  N sout  tous  deux  impairs, 
ils  doivent  être  l’un  de  la  forme  /tn  -f-  i , l’autre  de  la  forme  4" -H  3* 
Car  s’ils  étaient  tous  deux  de  la  forme  \n  + > > ou  tous  deux  de  la  forme 
fyi  3 , le  premier  membre  serait  divisibfo  par  4 et  ne  pourrait  se  ré- 
duire à rfc  a. 

Soit  a*.  D impair  = M,  il  faudra  faire  f — Mh , ce  qui  donner» 
M‘h'  — A g'  = rfc  M -,  donc  A est  encore  divisible  par  d/,  ct  faisaut 
A = MÎV , ou  aura 

Mh' — Ng‘  = ± u 

De  cçs  deux  cas  résulte  le  théorème  suivant  : 

« Etant  donné  un  nombre  quelconque  non  quant-  A , il  est  toujours 
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» possible  de  décomposer  ce  nombre  en  deux  facteurs  M et  A'  tels  que 
» l'une  des  deux  équations  Mx‘ — Nj*  — ± i , Mjc’ — Nj  ' — rtii  soit 
» satisfaite,  en  prenant  convenablement  le  signe  du  second  membre,  a 

Il  fa'Ut  d'ailleurs  observer  que  pour  un  même  nonibrte  A — MiV,  il 
n’y  aura  jamais  qu’une  manière  tic  satisfaire  à l'une  de  ccs  équations; 
car  il  n'y  a qu’un  quotient  moyen  qui  résulte  du  développement  de  yA 
en  fraction  continue. 

Lorsque  A est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  d'autre  sup- 
position que  celle  de  üf=s  i et  NtszA  ; alors  par  ia  discussion  des  équa- 
tions a;* — Ajx  = rfc  i , — Aj'  =±  a , on  parviendra  aux  mêmes 

théorèmes  que  ci-dessus  concernant  les  nombres  premiers  des  formes 
4«  -f-  i , 4”  4*  5 , 4n  + 7-  fin  obtiendrait  de  même  ceux  qui  concernent 
les  formes  A — M N , A — MUfPf,  déjà  traitées. 

(5a)  Lorsque  l’équation  x'—ti [y*= — i est  résoluble  (ce  quia  lieu, 
non-seudeinent  dans  le  cas  ou  A est  un  nombre  premier  fa  + l , mais  dans 
une  infinité  d'autres  cas),  on  a D—\  et  â=ao,  d'où  il  suit  que  les 
quoticus  a,  6....  jusqu’à  X,  forment  une  suite  symmétrique  (n*  55). 
De  plus,  comme  on  a alors  f'  — Ag'=z — i , il  fout  que  cette  même 
suite  soit  composée  d’un  nombre  pair  de  termes.  Cela  posé , le  déve- 
loppement de  \/ A en  fraction  continue,  jusqu'à  la  fraction  conver- 
gente^-, sera  représenté  ainsi: 


Quodens a,  a,  S...  p,  p.. 


Fract.  conv....-,  - 

O 1 


m*  m 


e,  a,  au 

£ / 
‘■fT’  B 


Or  à l’aide  des  deux  fractions  consécutives  ^ ^ , qui  répondent  aux 
quotiens  moyens  p,  p,  on  peut  obtenir  immédiatement  la  valeur  de 
£ 


savon*  : 


£= 

B 


■(£) 


■(5)- 


_ mn-f-  m*n • 

: n*  + u“  * 


ee  qui  donne  f=mn^-nfn',  g==n'-\-n".  Substituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  f‘ — A g'  — — i = — (mn’  — m°n)* , on  aura , en  réduisant , 
A (n*  -}-«••)  = m",  ou  m* — An'=. — (m°‘ — An"). 

Soient  ^ et  ^ A y 1 , les  quotiens-complets  qui  répondent  anx 
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fractions  convergentes  ^ on  aura  (n*  5o)  m‘ — An%z={mn‘—m'n)D 

et  nf*  — An°‘  = — (mn‘  — m’n)D°.  Donc  D°=zD-,  mais  on  a en  général 
DD°'-\-l‘  = Ai  donc 

A — D‘  + I\ 

u Donc  tontes  les  fois  que  l’équation  x‘  — Aj‘— — i est  résoluble 
» (ce  qui  a lieu  entre  autres  cas  lorsque  A est  un  nombre  premier  4«+i), 
» le  nombre^  peut  toujours  être  décomposé  en  deux  quarrés;  et  cette  dé- 
» composition  est  donnée  immédiatement  par'  le  quotient  - complet 

» 1 1 qui  répond  au  second  des  quotiens  moyens  compris  dans  la 

h première  période  du  développement  de  ^ A \ les  nombres  / et  D 
a étant  ainsi  connus,  on  aura  A=D'~\-I'.  » 

Cette  conclusion  renferme  un  des  plus  beaux  théorèmes  de  la  science 
des  nombres,  savoir,  « que  tout  nombre  premier  4"+ 1 est  la  somme 
» de  deux  quarrés;  » elle  donne  en  meme  temps  le  moyen  de  faire 
cette  décomposition  d'une  manière  directe  et  sans  aucun  tâtonnement. 
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§ VIII.  Réduction  de  la  formule  Lv1  -f-  Myz  ■+■  Nz* 
à 1 expression  la  plus  simple. 

(55)  Dans  celle  formule,  on  suppose  que  les  coefTieiens  Z,  M,  N 
sont  des  nombres  donnés  (tels  cependant  qu'ils  ne  paissent  être  divisés 
tous  trois  par  un  même  nombre);  les  quantités  j'  et  z , au  contraire, 
sont  des  indéterminées  auxquelles  on  peut  attribuer  toutes  les  valeurs 
possibles  en  nombres  eutiers  positifs  et  négatifs,  avec  cette  seule  res- 
triction que  j et  3 soient  premiers  entre  eux.  Il  y aura  donc  toujours 
une  infinité  de  nombres  représentés  par  laméme  formule  I.j'-pMjz-pNz'i 
mais  en  général,  cette  formule  est  susceptible  de  différentes  formes  qui 
toutes  renferment  les  mêmes  nombres,  et  il  s’agit  maintenant  de  déter- 
miner l’expression  la  plus  simple  de  toutes  ces  formes. 

Nous  considérerons  d’abord  le  cas  où  M est  un  nombre  pair,  parce 
que  c’est  celui  qui  présente  le  plus  d’applications , nous  indiquerons 
ensuite  les  résultats  analogues  qui  ont  lieu  lorsque  M est  impair. 

Soit  donc  proposée  la  formule aÿys-f-rs*,  dans  laquelle  p , q, 
r sont  des  nombres  donnés;  si  on  veut  transformer  cette  formule  en 
une  semblable  qui  n’eu  diffère  que  par  les  coeflicieus,  il  faudra  supposer 

J =ff  + «*' 

2 = gf  + 112  > 

y e ta'  étant  de  nouvelles  indéterminées.  Cela  posé,  la  substitution  de 
ces  valeurs  donne  la  transformée  p'f'  -f-  zq'yg  -f-  rV,  dont  les  cocfli- 
eicns  sont  : • 

P — pf‘  + *lfg  + rg' 

?' = Pfm+  <?(/« + gm)  + rgn 
g — put  -p  2qmn-j-  m\ 

Or  pour  que  les  coeflîciens  f,  g,  m,  n,  ne  restreignent  pas  l’étendue 
des  indéterminées  j et  s,  dans  la  formule  proposée,  il  faut  que  les  va- 
leurs de  y et  a'  exprimées  en_y  et  a,  savoir 

-J ny—mz  . ft  — py 

J fa — mg’  “ fa  — mg  ’ 
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soient  des  entiers,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  de  r 
et  de  a;  il  faut  donc  pour  cela  qu'on  ait  fn — ing  = ± i . De  là  on  voit 
qu’on  peut  prendre  arbitrairement  deux  coefficicns  tels  que  f et  g,  pourvu 

qu'ils  soient  premiers  entre  eux  ; ensuite  on  prendra  pour  ^ la  fraction 
convergente  qui  précède  £ dans  le  développement  de  celle-ci  en  frac- 
tion continue;  par  ce  moyen,  la  condition  fn — /«g  = db  t sera  rem- 
plie, et  on  aura  la  certitude  que  tout  nombre  compris  dans  la  formule 
py'  -f-  2 qjz  -J-  rz',  l’est  également  dans  sa  transformée  p'y‘-\-zfyz-{-rzx, 
et  réciproquement.  D'ailleurs  ayant  supposé /et  s premiers  entre  eux, 
il  faudra  que  f et  z'  le  soient  aussi,  car  si  y et  s'  avaient  un  commun 
diviseur  8,  les  nombres  / et  s (d’après  les  valeurs  j — ff  -j- mz', 
z = gf  -f-  m')  seraient  aussi  divisibles  par  0;  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Nous  observerons  de  plus,  que  les  valeurs  trouvées  pour  p,  i, 
donnent  p’r — ffz=(pr — <]</)  {fn — mg)’  s=  pr—t/t/  ; d'où  il  suit  que 
« la  quantité  pr—  q</  et  son  analogue  p'r — ff  dans  la  transformée, 
» sont  égales  cl  de  même  signe.  » 

Cette  quantité  pr — f est  celle  qui  détermine  la  nature  de  la  formule 
pf  -f-  îqjz-^-rz',  eu  égard  aux  deux  facteurs  ay-+-  Gz , yjr  + <fa  dont  on 
peut  imaginer  qu’elle  est  composée.  Si  ces  facteurs  sont  imaginaires, 
la  quantité  pi — f sera  positive:  s’ils  sout  ou  égaux,  ou  rationnels,  la 
quantité  pi — f sera  égale  à zéro,  ou  à un  quarré  négatif:  enfin  s'ils 
sont  réels,  mais  irrationnels,  la  quantité  pr—f  sera  égale  à un  nombre 
négatif  et  non  quarré.  C’est  ce  qui  se  voit,  en  mettant  la  formule... 
pjr*  -|-  2 qyz  -(-  rzx  sous  la  forme 

PS+1*  + W('i'—pr) ] t Pf  + jw)]. 

Nous  examinerons  séparément  ces  différens  cas;  mais  il  faut,  avant  tout, 
résoudre  le  problème  général  qui  suit  (t)  : 

(54)  « Étant  donnée  la  formule  indéterminée  py%  -f-  zqyz  -f.  rz',  dans 
» laquelle  le  coefficient  moyen  2 q excède  l'un  ou  l'autre  des  cocfficiens 
» extrêmes  p et  r,  ou  tous  les  deux,  transformer  cette  formule  en  une 


(i)  La  solution  de  ce  problème,  l'uo  des  pkis importansde  l'analyse  indéterminée, 
ait  due  & Lagrange.  Voyez  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1770. 
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» formule  semblable  où  le  coefficient  moyen  soit  moindre  que  chacun 
» des  extrêmes,  ou  au  moins  n’excède  pas  le  plus  petit  des  deux.  » 

Supposons  2y  >/>,  et  dans  le  cas  ou  l'on  aurait  à-la-fois  tq~>p,  et 
a y>r,  soit p le  moindre  des  deux  nombres p et  r,  «Wractiou  faite  de 
leurs  signes;  uous  ferons  j=sjJ — mz,  m étant  un  coefficient  indéter- 
miné, et  la  substitution  donnera  cette  transformée 

pff—  (ipm—2q)y*  -f-  (pu?  — iqm  •+■  r)s*. 

On  peut  prendre  l’indéterminée  m,  de  manière  que  2 pm  — ay  soit  plus 
petit  que/»,  ou  égal  à p;  il  faut  pour  cela  que  m soit  l'entier  le  p|u,s 

proche,  en  plus  ou  en  moins,  de  la  fraction  donnée  Cela  posé,  fait- 
saut  pm— q=q'f  Pm'  — aym  -f-  r=  r , la  transformée  sera 
/>//  — aZ/s  + Za*, 

et  l'on  aura  p/ — q’q'  —pr — y*,  et  ay’</»,  le  signe  < n'excluant  pas 
l'égalité. 

Puisqu’on  a à-la-fois  zq~>p  et  ay'</>,  il  s’ensuit  qu'on  aura y'< q f 
ce  qui  estl’objetprincipal  de  cette  première  opération.  Maintenant  si  dans 
cette  transformée  le  coefficient  iq' , quoique  </>,  est  encore  > r,  on  procé- 
dera semblablement , et  on  obtiendra  une  nouvelle  transformée  dans 
laquelle  le  coefficient  moyeu  que  Rappelle  a q’  sera  < 2 y'.  Or  une  suite 
de  nombres  entiers  décroissans  y,  y',  y',  y",  etc.  ne  saurait  aller  à 
l'infini  : ainsi  en  continuant  les  mêmes  operations,  ou  parviendra  né- 
cessairement à une  transformée  dam  laquelle  il  n’y  aura  plus  lieu  à ré- 
duction ultérieure,  et  qui  sera  par  conséquent  telle,  que  le  coefficient 
moyen  ne  surpasse  aucun  des  extrêmes.  Cette  transformée  satisfera  au 
problème  proposé;  ses  indéterminées  seront  encore  de»  nombres  pre— 
ini  ers  entre  eux,  et  la  quantité  analogue  à pr  — y*  sera  de  même  valeur 
et  de  même  signe  que  dans  la  formule  proposée;  car  ces  deux  condi- 
tions sont  toujours  observées  dans  le  passage  d’une  transformée  à l’autre, 
comme  nous  l'avons  démontré. 

Soit  prise  pour  exemple  la  formule  55y*+ 172/2-1-2 ioz‘;  comme  l'eu» 
tier  le  plus  proche  de  - = ^ est  2,  on  fera  — 25,  ce  qui  donnera 
la  transformée 

35rV—  1 4qr'a-f-  i/joa*  c=  35/j'-)-  Szj'z  -f-  65* 

-h  172  —544 

— f»2l0.- 
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Dans  celle-ci,  le  coefficient  moyen  3a  étant  plus  grand  que  l’exlrêméG, 
il  faut  procéder  de  la  meme  manière  à une  nouvelle  transformation.  Pre- 
nant donc  l’entier  le  plus  proche  de  qui  est  3,  on  fera  z—s 3/ 

et  la  seconde  transformée  sera 

6a  V — 36a'/ 4- 54/y = Gz'z'—  4s/—  7 // 

4- 5a  — gG 
4-35. 

Celte  dernière  a les  conditions  requises,  puisque  le  coefficient  moyen  4 
est  moindre  que  chacun  des  extrêmes  6 et  7.  En  même  temps,  on  voit 
que , la  quantité  pr  — 7*  est  — 46  dans  la  formule  proposée  conjjne 
dans  sa  dernierc  transformée;  et  quant  à la  relation  des  premières  va- 
riables / elî,  avec  les  nouvelles / et  3',  on  trouve  qu’elle  est  donnée 
par  les  équations 

J = if—  as' 

*=  s'— 5/. 

Examinons  maintenant  les  trois  cas  généraux  dont  nous  avons  lait  men- 
tion ci-dessus  (n“  53).  1 

(55)  Soit  1°.  pr  — 7*  égal  à un  nombre  négatif  — A,  nous  pourrons 
supposer  que  la  formule  /y  * 4-  37/3  4-  rz‘  est  réduite  a la  forme  la  plus 
simple,  eusorte  que  27  n’excède  ni  p ni  r;  mais  alors  je  dis  que  les 
nombres  p et  r sont  de  signes  diffçrens;  car  s’ils  avaient  le  même 
signe,  pr  serait  positif  et  >47%  donc  pr—  7*  serait  positif  et  >37*, 
quantité  qui  ne  pourrait  être  égale  à — A.  Nous  pouvons  donc  suppo- 
ser que  la  formule  dont  il  s’agit  est  <y*  -f-  2 iya—  es*,  où  l’on  aura  a et  c 
positif),  et  «c4- ê*s=  A.  Mais  d’ailleurs  on  a toujours  aê<o  et  c,  et 

par  conséquent  ac4-i*>5i*,  donc  on  a 5bx  < A,  ou  b < / j}  en 
même  temps  les  limites  de  ac  sont  ac  <C,A , A. 

Remarque.  Il  peut  arriver  que  différentes  formules  , telles  que 
ayx  -<-  2/y  1 — cz* , répondent  à une  même  valeur  de  A,  et  satisfassent  à" 
la  condition  ib  <a  et  c,  sans  cependant  différer  essentiellement  entre  elles. 
Par  exemple,  les  deux  formules/ — 73*  et  27*4-273 — 5s*  donnent 

également  «c-f-  bx  = 7 , et  2i<a  et  c;  cependant  si  l’on  fait  y =3/ 5u, 

gs=3u  — t , la  formule  37’ 4- 27s— 3s*  deviendra  tx — 7 «*;  et  récipro- 
quement, si  dans  cette  dernière  on  fait  t=5j  -\-5z,  u=j  -+-  23,  elle 
se  réduit  à la  première  27*4-  273 — 3s*.  D’où  l’on  voit  que  ces  deux  for» 
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mules  ne  sont  réellement  que  deux  expressions  différentes  d’une  seule  et 
même  formule,  et  qu’il  n’est  aucun  nombre  contenu  dans  l’une,  qui  no 
soit  également  contenu  dans  l’autre  avec  la  même  valeur  et  le  même  signe. 

Le  nombre  A étant  donné , il  est  facile  de  trouver  toutes  les  formules 
ny'  4-  zbyz  — ca*  qui  satisfont  aux  conditions  b'-\-ac=.A , a et  e; 
et  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  formules  est  nécessairement  limite, 

puisqu’on  doit  avoir  a et  c positifs,  et  b < \/  Mais  apres  avoir  trou- 
vé ces  diverses  formules,  il  restera  à distinguer  celles  qui  ne  different 
point  essentiellement  entre  elles,  afin  qu'on  soit  en  état  de  réduire  la 
totalité  au  plus  petit  nombre  possible.  Nous  nous  occuperons  de  cette  re- 
cherche dans  le  § XIII. 

a*.  Si  en  supposant  toujours  pr—  q'=—A , A est  un  quarré  parfait, 
alors  la  formule  proposée  py‘  - f-  a qyz-j-rz'  sera  décoruposable  en  deux 
facteurs  rationnels  (ay -f-  4s)  (}_>'-+- <f 's)j  si  de  plus  on  a pr — q'=zo,  ces 
deux  facteurs  seront  égaux.  Ces  cas  n’ont  pas  besoin  d'un  plus  grand 
développement , et  on  voit  facilement  quelle  serait  alors  l’cxpressiou  U 
plus  simple  de  la  formule  proposée. 

t Soit  donc  5“.  pr — >/'  = à un  nombre  positif  A,  et  supposons  de  nou- 
veau que  la  formule  py‘-\- ztyz-^-rz'  soit  réduite  à son  expression  U 
plus  simple , de  sorte  que  29  ne  surpasse  ni  p ni  r.  Alors  on  aura 

pr~y>^q'  et  5q'<A , ou  q<L\/  en  même  temps  on  voit  que  ysrsera 
toujours  compris  entre  A et  \A. 

Etant  donné  le  nombre  A , il  est  facile  de  trouver  toutes  les  formules 
py'  -f-  a^j'3  -f-  rs*  qui  satisfont  aux  conditions  pr  — q'  — A,  et  zq<,p 
et  r.  On  peut  démontrer  de  plus,  que  toutes  ces  formules  sont  essen- 
tiellement différentes  les  unes  des  autres , et  ne  peuvent  se  réduire  à un 
moindre  nombre.  Ce  sera  l’objet  des  deux  propositions  suivantes. 

(56)  Théorème,  ir  Si  la  formule  indéterminée  py'  4" ay*  *f-  ra*  est 
» telle  que  2 q ne  surpasse  ni  p ni  r;  si  en  même  temps  pr—q * est  égal 
» à un  nombre  positif  A,  je  dis  que  les  deux  plus  petits  nombres  com- 
» pris  dans  cette  formule  sont  p et  r.  » 

On  observera  d’abord  que  la  formule  py'-\-2qyz-\-rz',  considérée  ana- 
lytiquement, est  la  même  que  py'  — zqyz-\-  rz',  parce  qu’on  peut  faire 
à volonté  les  indéterminées^  et  z positives  ou  négatives.  Or  toutes  choses 
d’ailleurs  égales,  la  formule  py' 4-  zqyt~\- rs*  dont  nous  supposerons  lés 
trois  termes  positifs,  est  plus  grande  que  la  formule  py'  — zqyz+rz'; 
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ainsi  ce  n'est  qu’à  legard  de  cette  dernière  que  le  minimum  peut  avoir 

lieu. 

Soit  donc  P=zpp‘—  aqjs-^-rz',  et  soit  />3.  Mettons  /— i à la 
place  de/  et  supposons  que  P devienne  lyt  nous  aurons 

P"  — P — apf+p  + aqz 

on  P—P—aq(j~z)—j(p  — aq)—p(jr  — i). 

Or  à cause  de  p > aq  et/ > s,  il  est  manifeste  que  P1  est  moindre  que  P, 
quand  même  le  signe  > comprendrait  l'égalité , comme  on  le  suppose 
toujours. 

On  pourrait  objecter  que  quoiqu’on  ait  P'z=P — Q,  Q étant  une 
quantité  positive;  cependant  si  Q est  lui-mcme  plus  grand  que  P,  alors 
P pourrait  avoir  une  valeur  négative  plus  grande  que  P.  Mais  celte 
objection  tombe  d’elle-méme , en  observant  qu'il  n’y  a aucune  valeur 
de  / et  de  * qui  puisse  rendre  la  formule  pj'—aqjz  + rz'  négative, 
attendu  que  ses  facteurs  sont  imaginaires. 

U suit  de  là  que , quelles  que  soient  les  valeurs  de/  et  z qui  donnent 
le  résultat  P,  on  trouvera  un  résultat  mojndre  en  diminuant  d'une  unité 
la  plus  grande  des  deux  quantités  / et  a,  ou  l’une  des  deux,  si  elles 
sont  égales  ; car  la  conclusion  qu’on  a tirée  aurait  également  lieu , si 
on  avait  y—  s.  Mais  ep  continuant  ainsi  à diminuer  les  indéterminées 
/ et  3,  on  parviendra  nécessairement  aux  valeurs  / = i,  z — i ; donc 
la  quantité  P — p-~aq-\-r  qui  répond  aux  valeurs/=i,  s=  i , est 
plus  petite  que  toutes  celles  qui  répondent  a des  valeurs  plus  grandes 
de  ces  variables. 

D'un  autre  côté,  puisque  aq  est  <Cp  et  r, la  quantité  p—  aq  -f-  r est 
•pins  grande  ou  au  moins  égale  à la  plus  grande  des  quantités  p et  r. 
Donc  ces  deux  nombres  p et  r sont  les  plus  petits  qui  soient  compris  dans 
la  formule  proposée,  et  après  ceux-ci  le  plus  petit  est  p—  ay-j-r. 

( î>7 ) TiisohÈMe.  « Si  deux  formules  indéterminées  py'-\-aqjz-\-rz', 
» p'j'  -f-  aef  yz rV,  sont  telles  l’une  et  l’autre,  que  le  coefficient  du 
» terme  moyen  ne  surpasse  aucun  des  coefficicns  extrêmes;  si  en  même 
» temps  les  quantités  pr — y*,  p'r'^-tf'  sont  égales  à un  même  nombre  po- 
» tritif  A,  je  dis  que  ces  deèx  formules  sont  essentiellement  différentes 
» l’une  de  l’autre,  et  qu’elles  ne  peuvent  sc  réduire  à une  même  formule.  » 

Car  s’il  était  possible  de  transformer  l’une  de  ces  formules  dans  l’antre  , 
il  faudrait  que  l'une  des  deux  renfermât  au  moius  un  nombre  moindre 
que  l’un  dès  coefficient  extrêmes,  ce  qui  est  contre  le  théorème  précédent. 
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(58)  Jusqu'à  présent,  nous  n’avons  considéré  la  formule  Ty'-\-Myz-\-lSz% 
que  daus  le  cas  où  le  coefficient  moyen  M est  pair.  Supposons  mainte- 
nant que  ce  coefficient  soit  impair  on  trouvera,  par  des  considérations 
semblables,  les  résultats  suirans,  qu’il  nons  suffit  d’indiquer. 

i*.  Toute  formule  indéterminée  Ly'-j-Myz  -f-  AV  dans  laquelle  on  a 
J/>ai,  peut  se  réduire  à une  formule  semblable,  dans  laquelle  le 
coefficient  moyen  sera  moindre  que  a L,  et  où  la  quantité  analogue  à 
4 LN — M' sera  de  même  valeur  et  de  même  signe.  Il  faut  pour  cela  faire 

Si 

y— y — mz,  et  prendre  pour  m l'entier  le  plus  approché  de 

a”.  Donc  par  une  ou  plusieurs  transformations  de  cette  sorte,  ou 
changera  la  formule  proposée  en  une  formule  semblable , dans  laquelle 
le  coefficient  du  terme  moyen  ne  surpassera  aucun  des  extrêmes , et 
où  la  quantité  /\LN — M'  sera  de  même  valeur  et  de  même  signe  que 
dans  la  proposée. 

3’.  Lorsque  i^LN — M%  est  égal  à un  nombre  négatif  —B,  la  trans- 
formée qui  satisfait  aux  conditions  précédentes  est  de  la  forme.,.. 
ay'-\-byz — -es*,  dans  laquelle  on  a et  c,  et  par 

conséquent  b < j/  j. 

Étant  donné  le  nombre  B , on  peut  trouver  aisément  toutes  les  for- 
mules ay'-\-byz  — es*  qui  satisfont  aux  conditions  b'  -f- l^nc  — B , 
b < a et  c.  Mais  plusieurs  de  ces  formules  peuvent  être  identiques  ou 
transformables  les  unes  daus  les  autres  ; c’est  ce  qu’on  examinera  dans 
le  § XIII. 

4*.  Lorsque  \LN — M'  est  égal  à un  nombre  positif  B , la  transfor- 
mée ay‘-\-byz-\-cz'  qui  satisfait  aux  conditions  précitées  t\ac — lf=.B , 

4<a  et  c,  et  par  conséquent  est  telle  que  a et  c sont  les 

deux  plus  petits  nombres  qui  y soient  compris. 

Donc  toutes  les  formules  de  cette  sorte  qui  répondent  à un  même 
nombre  donné  B , sont  essentiellement  différentes  les  unes  des  autres , 
et  ne  peuvent  sc  réduire  à un  plus  petit  nombre. 
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§ I X.  Développement  de  la  racine  d'une  équation  du  second 
degré  en  fraction  continue. 


( 5c ))  Soit  fx' -\-gx -f-  /i = o une  équation  proposée,  dont  les  cocfli- 
ciens  sont  entiers  et  les  racines  réelles  ; on  propose  de  développer  en 
fraction  continue  l'une  de  ces  racines , que  pour  plus  de  simplicité  on 
regardera  cornrno  positive  (si  elle  était  négative,  on  mettrait  — x à la 
place  de  j;  , et  on  ferait  précéder  le  résultat  du  signe  — ). 

Ayant  commencé  l’opération  d'après  la  méthode  générale,  supposons 

qu'on  soit  parvenu  aux  deux  fractions  convergentes  consécutives  ^ , 

^ , et  soit  z le  quotient-complet  qui  répond  à la  dernière,  on  aura 

et  par  conséquent  z — Substituant  au  lieu  de  x sa 

valeur  x = ~~  on  aura 

— ef—  AA + <7  V Gt*— </*) . 

+ 9 vie—  4fh)  ’ 

quantité  qui,  en  rendant  le  dénominateur  rationnel,  devient 

s _ i ( pA—pq)  V (é*  — jfh)  —fpp°—  l g (pq’+p°g)  — hqq' 

n>*+£W+V 

Si  pour  abréger,  on  représente  celte  valeur  par  la  formule  f 

les  quantités  A , 7,  JJ  seront  exprimées  comme  il  suit: 

^=Hr-4 fh) 

{pf  —p‘<i) 1 — —fpf —kgipf +p‘<i) — %* 

{pf  ~P°<l)D  — fp * 4-  gpq  4-  ht/' , 

où  l’on  voit  qu'à  cause  de  pq° — p°q=zzk:  i , le  nombre  D sera  toujours 
un  entier;  quant  au  nombre  7,  il  sera  entier,  si  g est  pair;  mais  il  con- 
tiendra toujours  la  fraction  j , si  g est  impair. 

(Go)  Quelque  loin  qu'on  ait  poussé  le  développement  de  x en  fraction 
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continue,  on  voit  que  le  quotient-complet  s s'exprime  facilement,  au 
moyen  des  deux  dernières  fractions  convergentes  j , ^ , ce  qui  pour- 
rait servir  à continuer  le  développement  encore  plus  loin.  Mais  indé- 
pendamment des  fractions  convergentes , on  peut  avoir  la  loi  de  pro- 
gression des  quo liens-complets;  en  effet,  soient 

ÿJ+I*  1/^+/  VJ+r 

O*  * D ’ Ü 

trois  de  ces  quotiens  consécutifs , et  soient  jj- , ^ les  fractions  con- 
vergentes qui  leur  correspondent  : si  on  fait  pour  abréger,  pq° — p°</=i, 
on  aura , comme  nous  venons  de  le  trouver  , 

il  = —fpp'  — ï£  O/*  4 -p’q)  — %* 

lD=fp ’ +gl,(!  4-  V- 

Passant  de  là  aux  valeurs  suivantes,  et  observant  qu’alors  t change  de 
signe,  parce  qu’on  a p’q — P'j  — — (pq° — p°‘/'j , ces  formules  devieudront 

— ir  =—fp'p—hgip'<l+P<l')—ty? 

— iUz=  fp’p' +g/fq’  + hq‘<f. 

Or  si  on  appelle  à l'ordinaire  p le  quotient  qui  répond  à la  fracliou 
C,  on  aura  p'  = pp  q’  —pq  4-'/’,  valeurs  qui,  étant  substituées 

dans  la  première  équation,  donneront 

• if =p  C fp * +gpq +l‘f)  +fpp°+}ig(p<T  +p’q)-Jr  %% 

ou  if  =piD — i/,  de  sorte  qu'on  a sans  ambiguité 

f — pD  — I. 

Faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  en  D',  on  aura  pa- 
reillement 

— vi=p.'(jp * +OT+v)+f*  Wpp°  +gp'9+gpr  4-  a%') 

• 4 -fp"  4-  gpY  4-  V * 

et  le  second  membre  se  réduisant  à p’Di  — 2p.lt  — tD’>  on  aura  encore 
sans  ambiguité  • . 

If  =zD°  4-  3ju/ — p'D  ; 

ou  U =:D° — f).  De  là  il  suit  qu'étant  donnés  deux  quotiens- 
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complets  conse'cutifs 


v±t£~ 

!)•  — ' 


le  suivant  se  déterminera  très-simplement  par  les  valeurs 


f =.nD  — I 


n=D'+vL(i-r)i 

ce  qui  est  la  même  loi  qu’ou  a trouvée  (n”  ag)  dans  le  développement 
des  racines  quarrées. 

(61)  Si  on  élimine  g.  des  deux  formules  précédentes,  on  aura..., 
U D -|-  /'*  = DD"  -f-  /*  ; mais  Je  premier  membre  de  cette  équation  ren- 
ferme les  mêmes  quantités  que  le  second,  avec  la  seule  différence  qu’elles 
sont  avancées  d’un  rang  de  plus;  il  s’ensuit  donc  que  chaque  membre 
est  une  quantité  constante.  Pour  déterminer  celte  quantité  en  fonction 
des  coefliciens  de  l’équation  proposée,  soit  k l’entier  le  plus  grand  com- 
pris dans  x , le  développement  de  la  valeur  de  x commencera  ainsi  : 


, \ZA-\c-jk 
i 7 


f • va  -t-  ig+yft . 

VA  — ig—fî  —fk‘—gh^h 


Donc  à l’égard  des  deux  premiers  quotiens-cornplets , ou  peut  suppo- 
ser D°  —f,  D=z — fk' — gk — h,  l=\g-\-fk,  ce  qui  donnera  .. 
D'D I'—'-ig'—fhzxiA.  Donc  quel  que  soit  le  rang  du  quotient- 

complet  y on  aura  généralement 


D*D  + I'z=A. 


Il  pourra  arriver  que  les  premières  valeurs  de  D soient  alternative- 
ment positives  et  négatives;  car  quoique  x soit  toujours  comprise 

entre  deux  fractions  convergentes  consécutives  -j,  cependant  si  les 

deux  racines  de  l’équation  fx'  -+-gx-f- A = o diffèrent  moins  entre 
clics  que  ne  different  l’une  de  l’autre  ces  deux  fractions  convergentes , 
il  est  facile  de  voir  que  les  deux  résultats 

fr+gpr+hr 

fp‘+  m + V» 
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obtenus  en  substituant , 


dans  le  premier  membre  de  l'équation. 


£ 

<?• 


et  2 à la  place  de  x,  seront  nécessairement  de  même  signe;  donc  alors 


D’  et  D seront  de  signes  différens.  Mais  comme  l'approximation  aug- 
mente rapidement  à laide  des  fractions  continues , cette  alternation  de 
signes  ne  peut  avoir  lieu  que  daus  un  petit  nombre  des  premiers 
termes , et  bientôt  après  les  quantités  D seront  constamment  de  même 
signe. 


A compter  de  cette  époque , où  la  série  des  quolieus-complets  prend 
une  forme  plus  régulière,  la  quantité  DD"  étant  toujours  positive,  on 
aura  à-la-fois  I<.\/A  et  D <Za\/ A.  Les  valeurs  de  / et  de  D étant 
ainsi  limitées , et  d'ailleurs  les  nombres  a/  et  D étant  toujours  des  en- 
tiers , le  quotient-complet  ne  peut  avoir  qu'un  certain  nombre 

de  valeurs  différentes.  Donc  après  un  nombre  de  termes  plbs  ou  moins 
grand,  mais  qui  ne  peut  excéder  \/ A-x.i\/ A , on  retombera  nécessai- 
rement sur  un  quotient-complet  déjà  trouvé , après  quoi  le  reste  de  la 
fraction  continue  ne  sera  plus  composé  que  d’une  même  série  ou  pé- 
riode de  quotiens  déjà  trouvés , laquelle  se  répétera  à 1 infini. 


(fia)  Cela  posé,  il  y aura  une  infinité  de  fractions  convergentes 
, etc.  qui,  dans  les  périodes  successives,  répondront  à un 
même  quotient-complet  ^—jy—  > et  il  est  d'autant  plus  important  de 

rechercher  l’expression  générale  de  ces  fractions,  qu’elles  serviront  à 
donner  une  infinité  de  solutions  des  équations  de  la  forme.... 
fjr‘+g)i  + hi‘z=-±:D.  ' 

Soit  donc  h,  p.',  p . . ....et  la  période  de  quotiens  qui,  répétée  une 
infinité  de  fois,  forme  le  développement  de  —£p—>  au  moyen  de  ces 

quotiens,  on  continuera  ainsi  le  calcul  des  fractions  convergentes 
vers  x: 


Quotiens. . . 

Fract.  conv.  , 
9 


p,  p' ",  h-  , / « ; f*' 

£ £ P°(0  P( O £Ç®)  K*) 

q>  q'  "••••  ,«(,)>  ?(|j ç(a)  ‘ ‘ ' 


Représentons  en  outre  par  ^ la  valeur  de  la  fraction  continue . . . 
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^ calculée  jusqu’au  terme  a inclusivement.-  Cela  posé, 
t*  etc. 

comme  on  a,  quel  que  soit  fi,  — de  même,  en  mettant 

à la  place  de  « , on  aura 

KO  __p  C ~l~r  r*+p’- 

ko  + +■/"«’ 

ce  qui  donne  />{•)= /?«-!-/>”£ , 7(1) tja.  -j- y*£.  On  aurait  aussi,  en 
mettant  à la  place  de  74, 

/->  ^+r^pK^-4-p/4-p',/>_K^-lff 

g (Vj+/)  | y <D/4+çl+<fD  7 * 

Cette  équation  donnerait  les  mêmes  valeurs  de  / et  Z)  qu’on  a trouvées 
ci-dessus  ; ou  en  tire  aussi  immédiatement 

/'•  = -&Gér+')-§ 

7*=  bttg+O+%- 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  />( t)  et  7(1),  il  en  résultera 

KO^O*— 3*— é-lg)— ih 

?(•) = 7 (•  - s i- î +J//»- 

On  aura  donc  semblablement , à canse  de  l’égalité  des  périodes , 

Ka)=K»)(«  — £ -T— 5-**)  — 35*70) 

7(a)  = 7(>)  (*  — g-H-  5»  + 

Soit,  pour  abréger,  a — ^/=ip,  ^=4»  <P‘ — A\'z=.t,  on  tirera  de 
ces  équations 

Ka)  = a?K0  — V 

7(3)=  aiP7(i)— *7- 
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D’où  il  suit  que  les  numérateurs  p,  p(i) , p(z) , etc.  forment  une  suite 
récurrente  dont  l'échelle  de  rclatiou  est  2p  , — t:  il  en  est  de  même 
de  la  série  des  dénominateurs  q , q(i) , ÿ(a),  etc.  Et  ce  résultat  est  ap- 
plicable non-seulement  aux  trois  premiers  termes  ^ , mais 

à trois  autres  quelconques,  pourvu  qu’ils  se  suivent  immédiatement. 

Or  il  résulte  de  la  théorie  connue  de  ces  suites , que  si  l'on  fait 

n étant  un  entier  quelconque , le  terme  général  demandé  sera  donné 
par  les  formules 

p(n)  = a'<D  -f-  b’^f 
q(n)  = a'<t  -f-  b'~V  , 

où  il  ne  reste  plus  à déterminer  que  les  coefficicns  o',  b',  a',  i'.  Pour 
cela,  soit  n=o,  et  conséquemment  ® = i , ’P  = o , on  pourra  sup- 
poser p{n)  — p , q(n)  ~q,  ainsi  on  aura  <*'=/;,  a'  —q ; soit  ensuita 
A=  i , il  faudra  qu'on  ait 

p(i);=p<p-i-b'-^ 

1 ) = ~+~  ! 

de  là  et  des  valeurs  connues  de  pi  et  q i , on  tire 

b’=  — igp  — hq  i 

b'=  ïg'f+fP- 


Donc  enfin  le  terme  général  sera  déterminé  par  les  formules 


p(n)=p<b  — (\gp-{.hq)*  f . 

= + 

Pions  allons  maintenant  faire  voir  que,  quoique  les  valeurs  de  <p  et 
et  par  conséquent  celles  de  <b  et  "P  paraissent  se  présenter  sons  une 
forme  fractionnaire , cependant  ces  quantités  ne  peuvent  contenir  au  plus 
que  la  fraction  j,  ce  qui  u’empêchera  pas  les  valeurs  de  p{n)  et  q(n) 
d'être  toujours  des  entiers.  „ 

ii 

(63)  Considérons  la  fraction  continue  qui  résulte  dn  quotient-complet 
i = —jj—i  et  qui  est  composée,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  de  la 

période  p,  p.',  p' ...  o>  répétée  une  infinité  de  fois;  si  on  calcule  les 

îo 


» 
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fractions  convergentes  vers  s,  par  la  loi  ordinaire 

Quotiens /*,  /*',  u,  p,  /*',  /*' »,  etc. 

Fract.  converg.  ~ | 

on  aura,  après  la  première  période,  z = ou  fa’-f-fg” — — -• 

Substituant  au  lieu  des  sa  valeur  —jj—>  et  égalant  entre  eux  les  termes 
de  la  même  espèce,  on  aura  les  deux  équations 

, a/  . e»-a 
6‘  U 0* 

doii  l’on  tire  jÿ~ — - — , et  a’=  6 C-fi.  Maintenant  les  va- 

leurs de  f et  4 donnent 


et  d’abord,  à cause  de  A—  l'*=DD' , le  second  membre  se  réduit  à 
a‘ fi  ^ — ü ’ ensuite  si  on  substitue  les  valeurs  trouvées  de 

p et  -fi  y il  devient  a*  — — Ça*,  ou  «S'  — <t'Ç=±  j,  de 
sorte  qu'on  a , 

<p*  — — J,*  t=  rfc  1 . 

i.i. 

Il  parait,  par  ce  résultat,  que  les  quantités  <p  et  4 sont  les  mêmes,  soit 
que  la  période  ft,  ...  u commence  au  quotient/*,  ou  à tout 

autre  terme  j* , /*  , etc.  , pourvu  qu’elle  soit  composée  des  mêmes  quo- 
tiens  disposés  dans  l’ordre  de  la  période;  et  c’est  d’ailleurs  ce  dont  il 
est  facile  de  s'assurer , eu  prenant  1’  et  lï  au  lieu  de  I et  D,  et  cal- 
culant une  valeur  de  - qui  réponde  aux  quotiens  /t'y  n‘ ....  a , pi-,  car 
il  en  résultera  absolument  les  mêmes  valeurs  pour  les  nombres  <p  et  4- 
Ân  reste,  puisqu’on  a /—  *A".  j il  estclairque  le  nombre 

p est  entier , on  ne  contient  an  plus  que  la  fraction  1 : quant  à l’autre 
C v * 

nombre  — TJ  , T*  <1»  èpïM  est  toujours  entier.-  • • \\  ' -,  ’ 

i.i 
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(64)  En  effet , si  - n’est  pas  un  entier , soit  ^ son  expression  la  plus 
simple  , ensortc  qu’on  ait  € = 8j-  , D = 8/  j nous  avons  trouvé 
^ ^ — j , on  pourra  donc  faire  aussi  <t°=aXj>,  D1  = A/.  On  a 


».  «ii  ci  4 “f*  1 

0 ailleurs  ■jy  1 ■»  jr  ■» 1 1 1 | donc  ^ 


— -p-—  , doit  être  un  entier,  et  ainsi  on 

l)  ji  ° ' 


W 


peut  faire  /=  — . Ces  valeurs  étant  substituées  dans  1 équation... 
DD°-\-I'  — A,  on  aura 

(48a  -f-  //’)  <f  • = 4^  =g*  — 4/b. 


Donc  «i  le  nombre  g-* — 4 /&  n’a  point  de  diviseur  quatre,  on  aura 
nécessairement  /s=i,  et  ainsi  il  sera  démontré  que  est  un  entier  ; 

mais  si  g* — /tfh  a un  facteur  quatre  J ",  l'équation  précédente  pourra 
avoir  lieu,  et  il  faut  examiner  les  conséquences  ultérieures  qu’elle 
fournit. 


Or  on  a — /%  ou  /“irrju’D” — f=fi“ Atf — ^ ; donc  /’  est 

divisible  par  /.  On  a ensuite  l)  s D'“  -f-  n?  ( /•  — /)  , d’où  l’on  tire 
D°°  — D — ( /°  — /).  Le  second  membre  étant  encore  divisible  par/, 

il  fout  que  le  premier  D”  le  soit  aussi,  de  même  que  7“°,  dont  la  valeur 
est  f/,’° D *• — /*.  De  là  on  voit  que  non-seulement  les  trois  termes  du 

quotient-complet  — ~jj~~  80,11  divisibles  par  <f , mais  qu’il  en  est  de 


même  des  trois  termes  de  chacun  des  quoliens- complets  précédons 
etc.  Remontant  ainsi  jusqu’à  la  valeur  primitive  de  x, 
on  verra  que  / ne  peut  être  qu’un  (acteur  qui  affecte  inutilement  les  trois 
termes  de  la  quantité  comme  on  peut  supposer  qu’un  tel 

facteur  n'existe  pas , ou  qu’on  s'en  est  débarrassé  par  la  division,  on  aura 
donc  nécessairement  tf=,i;  et  par  conséquent  ^ ou  4<  est  toujours  un 
nombre -entier. 


(65)  Lorsque  g est  pair,  le  nombre  A est  entier  ainsi  que  /,  et  alors 
ç ne  peut  manquer  d’être  un  entier,  puisqu'on  a <p* — /#d,*  = cfci. 
Lorsque  g est  impair,  A et  / sont  des  fractions  qui  ont  pour  déno- 
minateurs 4 et  a;  cependant  il  peut  arriver  meme  dans  ce  cas,  que  4/ 
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soit  pair,  cl  alors  p sera  encore  un  entier,  en  vertu  de  l'équation 

ç>*  — A\'  =rfc  1. 

Enfin , si  on  a à-la-fois  g et  impairs , p contiendra  la  fraction  j ; 
et  on  faisant  = ^A-=\  \/a,  on  aura 

Je  dis  maintenant  qu’une  puissance  quelconque  entière  de  j u -J-  ÿ y/ a ne 
peut  contenir  au  plus  que  la  fraction  j.  En  effet,  à cause  de  ai* — «>[.*=±4, 
on  a . * . 

(ï»+ï4v/«)*  = i*’^=«H-îO 4/" 

D’où  l'on  voit  que  la  seconde  puissance  contient  la  fraction  4 seulement , 
et  que  la  3*  ne  contient  aucune  fraction,  puisque  ai  étant  impair, 

et  doivent  se  réduire  à des  entiers.  Or  l’exposant  n , quel 

qu’il  soit,  sera  toujours  de  l’une  des  formes  , 5À -+■  i , SA— f-a  i donc 
puisque  la  puissance  3 k ne  contient  pas  de  fraction , la  puissance  n ne 
pourra  contenir  au  plus  que  la  fraction  J.  Cette  puissance  est  d’ailleurs 
représentée  par  ® -f-  Ÿ ^/A  ou  ®-( -î'f'y'a;  donc  les  nombres  a®  et  'P 
seront  toujours  entiers.  On  aura  d'ailleurs  entre  ces  entiers  la  relation 
4®*— 4^Ÿ*=±4. 


(G6)  Revenons  à la  considération  des  fractions^,  , etc.  qui  dans 

les  périodes  successives  répondent  à un  même  quotient-complet  > 

si  l'on  désigne  par  ^ l’expression  générale  de  ces  fractions  ^laquelle 
était  ci-dessus  ^ faudra  qu'on  ail 


fP'+gPQ  + hQ'  = dtiD, 

le  signe  -f-  ayant  lieu,  si  la  fraction  ^ est  de  rang  impair  parmi  les 

fractions  convergentes,  et  le  signe  — si  elle  est  de  rang  pair. 

Or  si  on  substitue  dans  le  premier  membre  les  valeurs  trouvées  pour 
P et  Q,  savoir  : 

P == p®  — (\gp  -f-  hq)V 

<?=7®  + (ig?+»Ÿ,- 

on  trouvera 

JP‘ +ëpQ  -h  *Ç*  — (fp‘  +sp<i  ■+■  V)  ( ; 
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de  sorte  que  comir.e  on  a déjà  ffp  -\-gpq  ■+•  hq‘=s:dzD , U faut  que 
4>*  — A'V'  se  réduise  à dbi,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons 
déjà  démontré  (n*  63).  Cette  vérification  nous  fournit  de  plus  une  re- 
marque très-importante,  savoir,  qu’on  peut  changer  le  signe  de  'P  dans 
les  valeurs  de  P et  Q,  et  que  les  nouvelles  valeurs  qui  en  résultent  sa- 
tisfont également  à l’équation  fP'  + gPQ  -+-  hQ‘  = ± D;  or  en  exami- 
nant ces  secondes  valeurs 

P=p*  + (igp  + h/)* 

et  les  comparant  aux  premières  où  'P  a un  signe  contraire,  on  trouvera 
qu’elles  ne  sont  point  comprises  dans  celles-ci,  ou  du  moins  qu’elles  ne 
le  sont  qu’en  supposant  l’exposant  n négatif  (c’est  ce  qu’on  développera 
davantage  ci-après).  Il  faut  donc  nécessairement  que  ces  nouvelles  va- 
leurs de  P et  Q résultent  du  développement  de  l’autre  racine  de  la  même 
équation  i/x*4-gx-f-A= o. 


(67)  Il  suffit,  par  conséquent,  pour  résoudre  l’équation  proposée 
fj%  -\-gyz  -(-  hz‘  = dh  D,  lorsque  D n’excède  pas  \ /(J  g* — fh),  de  dé- 
velopper en  fraction  continue  une  seule  racine  de  l’équation  /!r*-(-gx-4-/c=o, 
et  la  solution  qu'on  obtiendra  par  le  moyen  des  fractions  convergentes 

qui  répondent  au  quotient-complet  comprendra  également , par 

un  simple  changement  de  signe , la  solution  qui  naîtrait  du  développe- 
ment de  l'autre  racine.  Ces  deux  solutions  seront  réunies  dans  les  for- 
mules générales 

j = '-gp  + hq)* 

*=9*=F(ig9+Jp)*i 

et  s’il  arrive  que  le  nombre  donné  D ne  se  trouve  nulle  part  parmi  les 
dénominateurs  des  quotiens-complcls  dans  le  développement  d’une  ra- 
cine , il  sera  inutile  de  chercher  ce  même  nombre  dans  le  développement 
de  l’autre  racine , et  on  pourra  dès-lors  assurer  que  l’équation  dont  il 
s'agit  u’est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 

Pour  éviter  tout  embarras  à l'égard  des  signes  dans  l’application  des 
formules  précédentes,  faisons  pq° — p"q  — 1 , 1 pouvant  être  +1  o« 
— 1 selon  les  différer»  cas,  on  aura  d’abord 

fP'  .+  SP{i  .+.  ‘V- 


l 
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11  fauilra  ensuite  faire  attention  an  nombre  des  termes  de  la  période 
fit,  fi u;  si  ce  nombre  est  pair,  les  diverses  fractions  convergentes 


p e£i)  tiû  , etc.  seront  placées  de  la  même  manière , c'est-à-dire 
1 fCO*  ?(»)’  r 

qu’elles  seront  toutes  de  rang  pair,  ou  toutes  de  rang  impair;  ainsi 
l’équation  fy‘  4-  gjs  4-  hz'  — iD  sera  résolue  par  les  formules 

jr=p*z±L(\gp  + hq)1r 
z = <jQ>  4:  ( ) g(f  4-  Jf>  )*, 
où  l’on  a ( ^ 4->{.  — ® -+•'*'  \/A. 

Dans  ce  cas,  l’équation  Jÿ'+gjz-b  hz'=—  iD  ne  pourra  être  résolue 
en  nombres  cuticrs,  au  moins  d’après  la  fraction  convergente  j|. 

Si  au  contraire  le  nombre  des  termes  de  la  période  est  impair,  alors 
on  pourra , par  les  mêmes  formules , résoudre  à-la-fois  l’équation 
fy*  4 gjz  4-  hz'  = 4-  il)  et  l'équation  J)'  4 - g)z  4-  hz'  =z  — iD , savoir, 
la  première,  en  faisant  nzzzak , et  la  seconde,  eu  faisant  n — zk  4- 1. 


(68)  Le  cas  de  /?= 1 devant  recevoir  un  grand  nombre  d’applications, 
il  sera  bon  de  l’examiner  en  particulier.  On  aura  alors  (n*  62), 

— 4-/=  ’.g+J'^j}  or  ig+f^j  est  une  valeur  fort  approchée  de  \/ A 

ou  de  (g*  — 4/7i);  soit  donc,  si  g est  impair,  m l’entier  impair 
le  plus  grand  contenu  daus  j/( g * — 4./A)  > et  si  g est  pair,  m l’entier 
pair  le  plus  grand  contenu  daus  ce  même  radical,  ou  aura  dans  les 

deux  cas  ^parce  que  2-  est  plus  petit  que  l’unité^ 


Le  quotient-complet  v deviendra  en  même  temps  \) A \m,  et 

ainsi  l'entier  compris  ,u  = /«.  C’est  la  valeur  du  quotient  qui  dons  les 
périodes  successives  répond  à la  valeur  Dzsr.  i. 

Soit  toujours  fi , fi,  fi  ....*,  la  période  des  quotiens , et  ^ la  fraction 

ùCl 

qui  en  résulte,  nous  avons  trouvé  ci-dessus  -jj-z=cl— donc  lorsque 
D=  1 et  7=^,  on  a = a — nA  — u. — fi£.  D’où  l’on  volt  que  les 
quotiens  fi,  fi,-. . . et  forment  une  suite  symmétrique  (n*  3a),  et  ainsi 
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la  période  qui  se  répète  à l'infini  est  de  la  forme  m,  pf,  p',. . .p’,  p'. 
Enfin  on  aura  dans  le  même  cas  p — ct — [ mÇ , -J.e=£. 

(G9)  Quel  que  soit  le  nombre  D,  si  g est  pair,  les  formules  générales 
peuvent  être  simplifiées  et  débarrassées  de  fractions.  Soit  alors  l'équation 
à résoudre  aj'  -P  ilyz  4-  es’  =±  D,  ce  qui  donnera  fz=a,  gz=nb, 
h = c,  A—bb — ac\  soit  toujours  p , p’,  p’ . . . et  la  période  qui  répétée 
une  infinité  de  fois,  forme  le  développement  du  quotient -complet 

^ f ; si  par  le  moyen  de  cette  période , on  calcule  la  fraction  | comme 
il  suit  : 

Quotiens fit,  p',  p’ . .......  tu 

Fract.  converg.  i 

on  aura  p = -=  a — 4—  jj  > lesquelles  valeurs  seront  toujours 

des  entiers.  Faisant  ensuite  , 

(?  + 4 V-d)’  = ® + 'F  V A 

j—p<b  db (bp  + et/)* 

S=ztf<t>^z(bq  + mp)*, 

on  aura  ajA  d=Z?,  et  quant  a l 'ambiguïté  du  signe,  elle 

sera  déterminée  par  la  formule 

<y  * + afys  + C3*  ==(#• — A4.-)’  (p'i'—p’q)  D , 
où  l’on  sait  que  — A-^',  ainsi  que  ptp — p"q , ne  peuvent  être  que 

■fl  OU  !..  . ' 

Les  nombres  p et  4*  trouvés,  comme  on  vient  de  le  dire,  par  le  cal- 
cul d’une  période , seront  toujours  les  plus  simples  de  ceux  qui  satis- 
font à l’équation  p1  — A\'  =cfc  i ; car  s’ils  ne  l’étaient  pas  , il  faudrait 
supposer,  ou  que  la  période  dont  il  s’agit  est  composée  de  plusieurs  pé- 
riodes plus  courtes , ou  qu'il  y a des  solutions  de  l’équation  proposée  non 
comprises  parmi  les  fractions  convergentes.  Or  le  premier  cas  n'a  pas 
lieu  par  hypothèse , et  le  second  est  impossible , comme  il  sera  prouvé 
dans  le  § XII.  Donc  les  nombres  P et  Ÿ ne  dépendent  que  du  seul 
•-amHbFe  A.  ■ r . . 

U est  inutile  d'ajouter  que  si  le  nombre  D se  rencontre  plusieurs  fois 
dans  le  cours  d’une  même  période,  on  pourra  produire  un  pareil  nombre 
de  solutions  differentes  de  l’équation  proposée. 
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§ X.  Comparaison  des  fractions  continues  résultantes  du 
développement  des  deux  racines  d’une  même  équation  du 
second  degré. 


(70)  Nous  avons  déjà  observé  (n*  66)  que  les  deux  racines  d'une 
même  équation  du  second  degré,  fx%  -j-g-ar-f- h =0,  réduites  en  frac- 
tion continue , concourent  également  à la  résolution  de  l’équation 
jj  * ^-gyz-[-hz'=:'àz  D , ensorte  que  les  mêmes  valeurs  de  D doivent 
se  rencontrer  nécessairement  dans  les  deux  suites  de  quotiens-eoroplets 
qui  résultent  du  développement  de  ces  deux  racines.  Nous  allons  main- 
tenant mettre  cette  propriété  dans  tout  son  jour,  et  nous  démontrerons 
d'une  manière  générale , que  si  la  suite  des  quotiens-complcts , lors- 
qu’elle est  devenue  régulière,  procède  ainsi  dans  le  développemeut  d'une 
racine  : 


V A+P 
ir 

VA+I 


==**+ 
— fs  + 


etc. 


le  développement  de  la  seconde  racine  fournira , au  moins  après  l'ano- 
malie des  premiers  termes,  cette  autre  suite  dans  l'ordre  inverse  : 


laquelle  retombera  nécessairement  sur  le  premier  terme  être* 

commencera  ainsi  à l’infini. 

Considérons  de  nouveau  le  développement  de  la  racine  ■*= 
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en  fraction  continue , et  soient  2.  C £.  trois  fractions  convergentes 

consécutives  prises  dans  la  première  période  des  quotiens  (i),  après  que 
toute  irrégularité  a çessé,  et  lorsqu’on  s’est  assuré  que  cette  même  pé- 
riode doit  se  répéter  à l'infini.  Nous  représenterons  à- l’ordinaire  les  trois 

qnotiens-complets  correspondans  par  — jp~- , et  *es 

entiers  qui  y sont  compris  par  /à.’,  fi , fi.  Quant  à la  période  de  quotiens, 
elle  sera  u.,  fi',  pî . . ./i“,  si  on  la  fait  commencer  au  terme  fi  ; elle  serait 
également  fi,  fi. . .fi’,  fi,  si  on  la  faisait  commencer  au  terme /x'  et  ainsi 
à volonté;  en  général,  la  période  dont  il  s’agit  peut  commencer  par  tel 
terme  qu’on  voudra,  mais  il  faut  quelle  soit  composée  des  mêmes  termes, 
rangés  dans  le  même  ordre. 

Cela  posé,  nous  avons  vu  (n*  6a),  que  si  on  cherche  les  diverses  frac- 
tions convergentes  E , Çlij  , y etc.  qui  dans  les  périodes  succes- 
sives occupent  la  même  place , ou  répondent  au  même  quotient-complet 
^ 1 » l’expression  générale  de  ces  fractions  est  donnée  par  les 
formules 

p(„)—pQ  — ({gp  + h<])* 

, „ rf(n)  = '/<*  + ( \g<1  +■/?)*>  (<*) 

on  1 on  a 

<i>-t-'î'v/^=(9»-f-4,v/^)",  et  **— ^4*)"— (=*=  »)'■ 

Il  suffit  donc  de  donner  à n les  valeurs  successives  o,  i , a,  3,  etc.,  et 
de  substituer  les  valeurs  de  ® et  Ÿ qui  en  résultent,  pour  avoir  successi- 
vement toutes  les  fractions  convergentes  dont  il  s’agit  > etc. 

11  reste  à voir  maintenant  ce  qui  arriverait,  si  on  donnait  à n des  valeurs 
négatives  — i,  — a,  — 3,  etc. 

(71)  Or  j’observe  qu’on  a 

(<p +• 4 V'f)-' — (9* — ^4*)~*  (<p —4 1 a*)*= (±  » )•  (® — * VJ)  ) 

donc  la  supposition  de  n négatif  revient  simplement  à changer  -f'  de  signe, 


(1)  Cette  période  pourrait  contenir  moins  de  trois  termes,  mais  alors  on  rénairait 
plusieurs  périodes,  ahn  de  ne  pas  donner  lieu  à exception  pour  ce  cas  particulier. 

11 
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et  à multiplier  les  valeurs  de  <t  et  Ÿ par  un  même  facteur  (db  i)*,  cette 

quantité  ambiguë  ± 1 venant  de  p* — A y*  qui  en  effet  peut  être  -f-  i, 

ou  — i.  Mais  comme  la  fraction  n’est  pas  différente  de  , on 

fl  (")  r — <7(n)  » 

peut  faire  abstraction  du  facteur  (±1)",  ainsi  les  valeurs  négatives  de  n 
répondront  à de  nouvelles  valeurs  de  données  par  les  formules  . 

p{„)  =p<b-\-  (ïgp  + hq)* 

<l(n)  = ‘/4>  — ( \g'i  +>  )*■  (b) 


On  pourrait  croire  d’aliord  que  ces  formules  ne  diffèrent  des  premières 
que  par  la  forme , et  qu’elles  conduisent  réellement  aux  mêmes  valeurs 

de  mais  il  faudrait  pour  cela  que  deux  fractions  telles  que 

P*  — ( 1 qp  4-  hq)  » p*'+  (iTP+  hq)  *' 

?*+ (isfl+//0+*  fl*'— (1ç9+Zp)*/ 


pussent  être  égales  : or  c’est  ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu,  car  en  les 
réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouve  que  la  différence  des  nu- 
mérateurs est  (fp‘  » quantité  qui  ne  peut  jamais 

être  nulle. 

Donc  il  est  certain  que  les  formules  (4)  donnent  des  valeurs  de 

différentes  de  celles  que  donnent  les  formules  (a).  Mais  en  faisant» 
fl(")  ^ ' 

soit  dans  les. formules  (b),  soit  dans  les  formules  (a),  p(n)  = y , 
ç(n)—z,  les  valeurs  générales  de  y et  de  z satisfont  à l’équation 
fy  -\-gyz-\-hz' =± D ; d’un  autre  côté,  D étant  supposé  plus  petit  que 


ÿA,  on  peut  démontrer  que  toute  fraction  ^ qui  satisfait  à cette  équation 

est  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l’équa- 
tion fx*  4-gjr-+-4=o.  Donc  si  les  formules  (b)  donnent  des  fractions 

non  comprises  parmi  les  fractions  convergentes  vers  la  racine 
y il  faut  que  ces  mêmes  fractions  y— j soient  comprises  par- 


fl(") 

mi  les  fractions  convergentes  vers  l'autre  racine  x'  s=  — S-y-t*. 

On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  , que  parmi  les  fractions  convergentes 
qui  répondent  au  quotient-complet^^,^-  , -f  est  supposée  la  plus  simple, 

ou  celle  qui  est  comprise  dans  la  première  période.  Si  on  fait  n = — i 
dans  les  formules  («),  ou  n=i  dans  les  formules  (4),  la  fraction  qui  en 
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résulte  pourra  tomber  dans  les  parties  irrégulières  du  développement  de 
l’une  ou  de  l’autre  racine,  ou  même  ne  se  trouver  dans  aucune,  par  des 
raisons  qui  seront  exposées  ailleurs  ; mais  si  ou  fait  n > 1 dans  les  for- 
mules {b) , alors  la  fraction  qui  en  résultera  sera  certainement  l’une  de» 

fractions  convergentes  vers  la  racine  x — — - y *P. 


(7a)  Soit  donc,  en  supposant  n>i,  — O-f-'P  \/A , et 

P=zp*  + (\gp+hq)* 

on  aura  £ pour  l’une  des  fractions  convergentes  vers  la  racine . . .• 
gf  = Mais  si  on  fait  semblablement 

'P-  = -p'*-(igP'+hf)-ir 
Q°—  — ■+■  ( îg/l'~hfp'  ) 

p = —p°<!> — Vïgr+H)* 

Qrz=z—q°*  + (\gf+fp')-¥, 


P°  P' 

il  est  clair  que  ^ et  seront  pareillement  des  fractions  convergente» 
vers  la  même  racine.  U s'agit  maintenant  de  faire  voir  que  les  trois 

P • PP'  ... 

fractions  convergentes  ^ ^ , se  suivent  immédiatement  dans 
l’ordre  où  elles  sont  écrites. 

Et  d’abord  les  valeurs  précédentes  donnent  PQ‘—P°Qz=;(p'<j  — pq') 
($■ — /^P*)— dfc  1 , et  (PQ — PQ)  — — (PQ" — P°Q)  ; conditions  toutes 
deux  nécessaires  pour  l’objet  que  nous  avons  en  vue;  mais  elles  ne  sont 
pas  encore  suffisantes. 

On  peut,  pour  fixer  les  idées,  supposer  que  la  valeur  de  n est  un  peu 


grande , ensorte  que  la  fraction  convergente  — réponde  à une  période 

as sex  éloignée  du  commencement  de  la  suite.  Comme  toutes  les  périodes 
sont  égales , il  importe  peu  quelle  est  celle  qu’on  considère  ; et  la  forme 
qu'on  trouvera  pour  une  période  éloignée , conviendra  également  à tontes 
les  autres  périodes.  Or  lorsque  a est  un  peu  grand , les  nombres  4>  et  Ÿ 
sont  très-considérables,  et  comme  on  a toujours  — ^'P*=-(=fci),'=±i, 
il  s’ensuit  qu’on  a alors  à très-peu  près  substituant  cette  va- 

leur dans  celle  de  P,  on  e\a».P=^(p^A+'igp+hq)=^(v'A+{g) 
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(p—qx),  x désignant  la  première  racine  — - ^ *?  dont  ^ est  une  valeur 
approchée. 

Ou  trouvera  de  semblables  valeurs  pour  P * et  P et  si , pour  abréger, 
on  appelle  B le  facteur  constant  ( \/  A '-%) , on  aura 

P-——R(p'—q'x) 

P = R(.p—<ix) 

p = — n (p° — <]°x). 

Soit  z le  quotient-complet  qui  répond  h la  fraction  convergente  ? dans 

le  développement  de  la  valeur  de  x,  on  aura  r=:^^-,oui=  r\ 

or  s doit  être  positif  et  plus  grand  que  l’unité  ; donc  — (p'  — tfx)  est 
plus  grand  que  p—qx  et  de  même  signe  ; par  la  même  raison  , (p — qx) 
est  de  même  signe  et  plus  grand  que  — (p' — /x);  donc  les  trois  nombres 
P’>  Pf  P sont  de  même  signe,  et  ils  se  suiveut  par  ordre  de  grandeur , 
ensorte  qu’on  a P°<.P,  P <.  P • Ou  démontrerait  la  même  chose  des  trois 
nombres  Q,  Q;- et  cela  posé,  si  les  deux  fractions  convergentes 

— , — , ne  se  suivent  pas  immédiatement,  on  ne  peut  du  moins  conce- 
voir  ^'intermédiaire  entre  elles  que  la  fraction  ç-  ; car  comme  on  a 
déjà  PQ°  — P°Qz=zti  i , et  qu’en  représentant  par  -^r  la  fraction  conver- 
gente qui  précède  , on  doit  avoir  aussi  PN — MQ—z£z  i , il  s'ensuit 

qu'on  a AT=kPdhP,  et  Nz=  kQdzQ',  k étant  un  nombre  indéter- 
miné.  Or  la  condition  que  M soit  comprise  entre  P et  P,  donne  k—  i, 
il/=  P — P,  N=  Q — Q°.  Ainsi  on  est  assuré  que  la  fraction  couver- 

geute  est  precedee  de  — , ou  qu’au  moins  elle  l’est  de  . 

(7 5)  L’incertitude  à cet  égard  va  bientôt  être  fixée,  en  déterminant 
le  quotient-complet  qui  répond  à la  fraction  — . Soit  z ce  quodènt-com- 
plel  dans  l’hypothèse  que  jj  précède  j , alors  la  Valeur  entière  de  la 

* pz  1 pa  1 ^ 

fraction  continue  serait  ^r^jj>  l soit/  le  qnolient-complet  dans  l'hypo- 
thèse  que  précède  — , on  aurait  la  valeur  de  la  fracüou continue 

_ Py+p—r • — P(y+0  4-  P* 

. 'B=y>+y-v~ -v(y+>)+e’* 
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Or  îl  est  clair  que  cette  seconde  hypothèse  est  renfermée  dans  la  première, 
eu  supposant  s= — y — i;  donc  si  en  partant  de  la  première  hypothèse,  on 
trouve  une  valeur  positive  de  z,  ce  sera  une  preuve  que  cette  hypo- 

P*  P • 

thèse  est  légitime,  et  qu’en  effet  , — sont  des  fractions  convergentes 

consécutives.  Si  au  contraire  le  calcul  donne  pour  z une  valeur  néga- 
tive, on  en  conclura  que  la  seconde  hypothèse  est  la  véritable. 

Or  je  dis  que  la  valeur  de  z est  non-seulement  positive,  mais  qu'elle 

est  en  général  ~~jj—  J je  dis  de  plus  que  l'entier  compris  dans  cette 

quautité  est  j*.  Si  ce  dernier  point  est  vrai,  il  faudra  donc  qu’on  ait 
ly  = fiP  -+-  P" , Ç/  =uQ-j-Q’ } et  c’est  en  effet  ce  qui  se  vérifie  immé- 
diatement par  les  valeurs  de  P , Q,  P”,  Q‘,  etc.,  puisqu’on  a toujours 
p‘=up-\-p‘ , et  <f  = Au  reste,  la  seconde  partie  peut  se  prou- 
ver généralement  ainsi.  •’ 

On  a d’abord  F=pD — /,  ce  qui  donne  ■ ' ■ = p -f-  ; d'ail- 
leurs la  valeur  de  (f  trouvée  n*  6a , donne  — — Ç,  . - : et 

1 ’ q U u q w 


q U ’ U q 

comme  ^ est  déjà  une  valeur  fort  approchée  de  ~~j — — » on  a à très-peu 
. <t°  — l , f i A — je  i /A — / ,,  ..  i fA- 

3 j — — r . fi  au  I nn  mit  mm  Z 

</ 


Prts  ^ •"  u ■ ""/  ''  = }LJ~d — * d’où  r°n  voit  <lue  u 


égale  à très-peu  près  à — , est  toujours  plus  petite  que  l’unité  ; ainsi 


\ //#+/'_ 
U : 


on  a,  suivant  la  notation  accoutumée, 

Venons  à la  première  paslie  de  notre  assertion.  Si  est  le  quo- 

tient-complct  qui  répond  à la  fraction  convergente  — , et  que  celle-ci 
soit  précédée  de  — , il  faudra  donc  que  la  seconde  racine  x‘  de  l’équa- 
tion fx'+gx+h= o,  ait  pour  valeur 


, _ P(-'A+n+P°r> 
x ~ Çtv’A+n  +<pu‘ 

Mettant  au  lieu  de  T sa  valeur  uD — /,  et  observant  qu’on  a pP-{~P°=P'> 
p.Q  y-Q°  = Qf , cette  équation  deviendra 

ry  \/  A — 1)  -f-  IyD 
~ Q(.l/A-f)  + (/D- 

Si  on  y sultstitue  ensuite  les  valeurs  de  P,  Q,  P',  Q',  et  que  dans  le 
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résultat  on  mette  au  lieu  de  p * et  ç°  leurs  valeurs  trouvées  n*  Ga , 

on  aura 

j/  — *(PVA+  l£P+h<l)  +»  (rgPt/^  + *?V' A + Ap) 

•KhV'A—  igq—fp)  — + (igqÿA  +jp  ÿÀ—Aq)* 

quantité  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

V + (PV'A  + jpp  +Ag)  _ . 

(*  ++V'A)  (çyA  — lgq—fp)  > 

de  sorte  qu'en  supprimant  le  facteur  commun  aux  deux  termes , on  aura 

x'  = EÉlfiisidt*? 
qVJ—ïgq—Jp 

Mais  à cause  de  A =if*— -/A,  ou  a A + ^'^5  ■ P ~ , et  ainsi 

py/A+{gp+h<j=  yj+ïùtfp- p. 

doncenliula  valeur 

de  af  se  réduit  à 

rr —VA—ïk. 

* 7 > 

ce  qui  est  la  seconde  racine  de  l’équation  fx‘  -{-  gvr -j-  /t  :=  o. 


(74)  Ce  résultat  justifie  pleinement  les  diverses  propositions  que 
nous  avons  avancées  , et  il  en  résulte , pour  principale  conséquence  , 

que  est  le  quotient-complet  qui  dans  le  développement  de  la 

seconde  racine  x'  répond  à la  fraction  convergente  Par  la  meme 

raison , le  quotient-complet  qui  répond  il  la  fraction  suivante  , est 

^ 4 + 1 , celui  qui  vient  immédiatement  après  est  etc.  ; d’où 

. l’on  voit  que  les  dénominateurs  D,  D‘,  D°°t  etc.  suivent  un  ordre  con- 
traire à celui  qu’ils  ont  dans  le  développement  de  la  première  racine. 

Au  reste  l’existence  du  quotient-complet  — suffit  pour  prouver 


celle  des  quotiens-complets  suivans  , qu’on  en  déduit  par  l’opération  or- 
dinaire du  développement  en  fraction  continue.  En  effet,  on  a déjà  vu 

que  l’entier  compris  dans  — ^+/-  est  p-,  de  là,  et  des  relations  déjà 
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connues  par  le  développement  de  la  première  racine , on  tire  la  suite 

V A+r  — . f 4. 

p ■ V*-* 

\/ A— 1~  D°  * T,  J> 

P°  _t ZW , vM-/“ 

\/a — y*  zf-  ^ "f  ü- 

etc. 

Mais  la  suite  des  quoticns  /a  , /a*,  ft”,  etc.  retombera  nécessairement 
sur  le  quotient  /a;  ainsi  la  période  qui  règne  dans  le  développement 
de  la  seconde  racine , est  composée  des  mêmes  termes  que  la  période 
de  la  première  racine , avec  cette  seule  différence  /pie  les  termes  y sont 
rangés  dans  un  ordre  inverse. 

S'il  arrivait  que  la  période  qui  règne  dans  le  développement  d'une 
racine  fut  de  la  forme  u,  u.',  u'. . ,ft,  u.',  u.,  k , c’est-à-dire  fût  com- 
posée d’une  partie  symmétrique,  précédée  ou  suivie  d'un  terme  isolé  k , 
alors  le  renversement  donnerait  toujours  la  même  période , laquelle  par 
conséquent  serait  commune  aux  deux  racines  de  l’équation.  C’est  ce  qui 
s’observe  dans  un  grand  nombre  de  cas , et  alors  les  mêmes  qnotiens- 
complets  se  trouvent  aussi  daus  le  développement  des  deux  racines , et 
y suivent  le  même  ordre. 
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§ X I.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

Lya  + My*H-i\V=±H. 


(75)  Ïl  faut  distinguer  deux,  cas,  selon  que/  et  s sont  ou  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux.  Pour  ramener  le  second  cas  au  premier,  soit  8 la 
plus  grande  commune  mesure  de/  et  de  3,  et  soit  y =8/,  3 = fis', 
alors  le  premier  meiAbre  étant  divisible  par  8’,  il  faudra  que  U soit 
aussi  divisible  par  8*.  Soit  donc  H =:  8*//',  on  aura 

L/'  + M/d + Nd' =±ff, 

e'quation  dans  laquelle / et  z sont  maintenant  premiers  fentre  eux.  Donc 
autant  il  y aura  de  quarrés  8*  qui  peuvent  diviser  H , autant  on  aura  à 
résoudre  d’équations  semblables  à la  précédente,  dans  lesquelles  les  in- 
déterminées seront  des  nombres  premiers  entra  eux. 

On  peut  supposer  que  cette  sorte  de  décomposition  a été  faite  par  une 
opération  préliminaire  ; nous  pouvons  donc  regarder  l’équation  proposée 
Ly'  -f-  Myz-\-  AV  = rh  H comme  l une  de  celles  ou  il  faut  que  les  in- 
déterminées / et  3 soient  des  nombres  premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  nous  distinguerons  encore  le  cas  où  3 et  //  sont  premiers 
entre  eux,  et  celui  où  ils  ont  un  commun  diviseur  8.  Dans  ce  dernier 

cas,  soit  3=83*,  Ji—hIV,  il  faudra  que  soit  un  entier;  mais  comme 

/n’a  aucun  diviseur  commun  ave*  3,  ni  par  conséquent  avec  8,  celle 
condition  exige  que  L soit  divisible  par  8.  Soit  donc  Z.=8Z',  et  l’équa- 
tion à résoudre  deviendra 

U j-  + Myz  + 8AV‘=±//’, 

dans  laquelle  maintenant  on  peut  considérer  3'  et  If  comme  premiers 
entre  eux. 

Donc  autant  il  y aura  de  diviseurs  communs  entre  L et  II  (l’unité 
comprise),  autant  il  y aura  d’équations  à résoudre  dans  lesquelles  d et 
If  seront  premiers  entre  eux.  Mais  il  est  facile  d’éviter  cette  multipli- 
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cité  de  cas  à résoudre , par  une  transformation  qui  consiste  à mettre 
y+  mz  à la  place  de/,  et  à déterminer  m de  manière  que 
n’ait  aucun  diviseur  commun  avec  H.  Alors  la  nouvelle  indéterminée 
y ne  pourra  plus  avoir  de  diviseur  commun  avec  U.  Ainsi  toute  la 
difficulté  se  réduit  à résoudre  lcquation 

Ly  -h  Mjz + iVs* = =fc  //, 

dans  laquelle  a et  / sont  premiers  entre  eux  , ainsi  que  s et  AT.  Or  cette 
équation  présente  différens  cas  à examiner,  selon  que  le  nombre 
4 LN — M'  est  positif,  zéro  ou  négatif;  c’est-à-dire,  selon  que  les  deux 
facteurs  du  premier  membre  sont  imaginaires , égaux  ou  réels. 

(76)  Soit  d’abord  t\LN — M'  = à un  nombre  positif  B ; si  on  multi- 
plie l’équation  proposée  par  t\L,  et  qu’ou  fasse  2//  Mz  s=  x , on 

aura 

x*  -f-  B 3*  = ■+-  4 LH. 

(Nous  mettons  ■+■  seulement  dans  le  second  membre,  parce  qu’on  voit 
bien  que  le  signe  — rie  pourrait  avoir  lieu).  Or  ayant  à résoudre  l’équa- 
tion x‘~f-Bz‘=  C , la  méthode  la  plus  simple  est  de  calculer  successi- 
vement les  différentes  valeurs  de  la  quantité  C — £z' , en  faisant 
• * c • • 

2 = 0,  1,  2,  3...  jusqu’à  2 = y g.  Si  parmi  ces  valeurs  il  se  trouva 
un  quarré,  et  qu’en  même  temps  la  racine  x de  ce  quarré  rends 
a7~  * un  entier,  on  aura  une  solution  de  l'équation  proposée.' 

Mais  si  ces  deux  conditions  ne  peuvent  être  remplies  à-la-fois , on  en 
conclura  que  l'équation  proposée  n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 

Il  est  évident  que  dans  ce  premier  cas  il  ne  pourra  jamais  y avoir 
qu’un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres  entiers.  Ce  cas  d'ailleurs 
est  si  simple , qu’il  n’exige  aucune  des  préparations  indiquées  dans  l’ar- 
ticle précédent,  et  qu’on  peut  procéder  à la  résolution,  comme  U vient 
d’être  dit,  sans  s’embarrasser  si/,  z et  II  ont  ou  n’ont  pas  de  com- 
mun diviseur. 

(77)  Prenons  pour  exemple  l’équation  3aa*=  22Î  : si 

on  multiplie  les  deux  membres  par  60,  et  qu’on  fasse  5oy-t-43s=x,la 
transformée  sera 

x*-f-7is*=  i338o. 

Je  calcule  donc  les  valeurs  de  la  quantité  i338o— 71a*,  en  faisant  suc* 

t» 
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ccssivement  z=o,  i,  3,  5,  etc.,  jusqu'à  ce  que  la  quantité  dont  3 
s’agit  cesse  d’être  positive  ; les  résultats  qu’on  obtient  facilement , au 
moyen  de  leurs  différences  uniformément  croissantes,  sont: 

Valeurs  de  x*. . . i338o,  i33og,  i3oq6,  12741,  12244,  >>6o5,  10824, 


Différences 71,  2i3,  555,  497,  63g,  781,  923, 

Valeurs  de  x*. . . 9901,  8836,  762g,  6280,  4789,  3i56,  i38i. 

Différences io65,  1207,  i349,  i4qi>  i633,  >775. 


Or  parmi  ces  résultats,  il  n'y  a que  8836  qui  soit  un  quarré  parfait,  ce- 
lui de  94  i ainsi  les  seules  valeurs  de  a et  x à employer  sont  z = 8 et 

x = ±94;  mais  de  là  résulte  y = — et  cette  valeur  ne  se  ré- 
duit pas  à un  nombre  entier  ; l'équation  proposée  n’est  donc  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers;  on  peut  seulement  y satisfaire  par  des  valeurs 
rationnelles  telles  que  s = 8,  j—  — et  une  infinité  d'autres. 

(78)  Si  on  a \LN — M'=o,  ou  si  les  facteurs  du  premier  membre 
de  l’équation  proposée  sont  égaux,  il  faudra,  pour  que  cette  équation 
soit  résoluble,  quelle  soit  de  1a  forme  (/ny -(- aï)'  = /:*,  et  alors  elle  se 
réduit  à l’équation  du  premier  degré  my-j-na  = ± A,  laquelle  sera  tou- 
jours possible,  si  m et  n sont  premiers  entre  eux. 

Il  ne  reste  donc  plus  à examiner  que  le  cas  où  4 LN — M'  est  égal  à 
un  nombre  négatif  — B,  Et  d’abord  si  le  nombre  B est  un  quarré  par- 
fait, les  facteurs  de  la  quantité  Ljr'-\-Mjz-+-Nzl  seront  rationnels,  et 
l'équation  à résoudre  sera  de  la  forme 

(ray nz ) (Jjr  +gz)  = ±//. 

Or  il  est  visible,  que  la  résolution  de  cette  équation  se  réduit  à celle  des 
deux  équations  déterminées 

my -f-  nz  = 9 
'/ï+gz=dz”, 

B étant  un  facteur  quelconque  de  //.  Ou  prendra  donc  successivement 
pour  9 tous  les  diviseurs  de  H , en  y comprenant  l'unité,  et  on  ré- 
soudra relativement  à chacun  d’eux , les  équations  déterminées  qui  pré- 
cèdent. On  pourra  obtenir,  par  cemoyen,  plusieurs  solutions,  si  toutefois 
les  valeurs  de_y  et  s qui  en  résultent  sont  des  entiers;  mais  dans  aucun 
cas , le  nombre  de  ces  solutions  ne  pourra  excéder  celui  des  diviseurs 
du  nombre  H.  ....... 
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(79)  Supposons  enfin  qu’on  ait  il/* — ^LN  = 4//,  A notant  point  un 
quarré  parfait.  Alors  l'équation  proposée 

Ly' + Myz+Nz'  = =fc// 

présentera  deux  cas  à examiner  , selon  que  //  est  < y/  A ou 

> VA' 

Soit  d’abord  II  < yf A ; dans  ce  cas  il  suffit  de  développer  en  frac- 
tion continue  une  racine  de  l’équation 
* * • 

Zx*  Mx  -f-  N ==  o ; 

et  si  parmi  les  qnotiens -complets  1 qui  résultent  de  celte  opéra- 
tion , on  en  trouve  un  dont  le  dénominateur  D—  H , on  en  conclura 
que  l’une  au  moins  des  deux  équations 


Ly'  + Myz  + Nz'  = +H 
Ly%  d/7-3 -f-  N a'  = — H 


est  résoluble , ou  même  toutes  les  deux , lorsque  les  conditions  néces- 
saires sont'  remplies.  Nous  avons  donné  ces  conditions  dans  le  para- 
graphe IX , ainsi  que  les  formules  qui  contiennent  les  valeurs  complètes 
de  y et  3,  et  nous  avons  remarqué  que  ces  formules  renferment  le  ré- 
sultat du  développement  des  deux  racines  de  l’équation  Lx‘- j-Mx-f-JVszo, 
de  sorte  qu’il  suffit  d'en  développer  une. 

Le  nombre  H peut  se  trouver  plusieurs  fois  parmi  les  valeurs  de  D 
dans  le  cours  d’une  même  période,  et  il  en  résulte  alors  autant  de  so- 
lutions différentes  de  l’équation  proposée.  Mais  s’il  ne  se  trouve  nulle 
part  parmi  ces  valeurs,  on  eB  conclura  avec  certitude,  que  l’équation 
proposée  n’est  résoluble  ni  avec  le  second  membre  -J-//,  ni  avec  le  se- 
cond membre  — //. 

Ce  premier  cas  de  //<  A se  résout  donc  immédiatement,  et  avec 
beaucoup  de  facilité  par  le  seul  développement  d’une  racine  de  l’équa- 
tion Lx'  -f-  Mx  -f-  JV  = o en  fraction  continue.  Il  faut  même  observer 
que  cette  solution  suppose  seulement  y et  3 premiers  entre  eux 


^car  étant  assimilée  à une  fraction  convergente  , doit  toujours  être 
une  fraction  irréductible,  puisqu’on  a — p°ij=ztz  1^  , et  ainsi  elle 


n’exige  pas  que  z et  H soient  premiers  entre  eux.  On  peut  donc,  par  ce 
moyen , se  dispenser  de  frire  la  décomposition  relative  aux  facteurs  com- 
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rotins  de  L et  de  II,  dont  on  a fait  mention  n”  75,  et  on  aura,  par  nne 
seule  opération , la  résolution  de  toutes  les  équations  de  celte  sorte.  Mais 
il  faut,  comme  nous  l’avons  supposé,  que  II  soit  <C,\/  A-,  de  plus,  si  II 
contient  un  facteur  quarré  fi’,  il  faudra , comme  nous  l’avons  déjà  in- 
diqué, faire  jr=Vy,  z=6z'.  Il  = b*H',  et  résoudre,  par  là  même  voie, 
chaque  équation  }-  iVs'*=±l/'  pour  chaque  facteur  quatre 

6’  qui  peut  diviser  H. 

(80)  Soit  en  second  lien  U > V A , alors  on  supposera  que  l’équa- 
tion est  préparée,  comme  on  l’a  dit  n”  75,  de  manière  que^  et  3 soient 
premiers  entre  eux , ainsi  que  s et  II.  On  pourra  faire  alors 

yz=nz-\-Hu, 

et  ajouter  même  la  condition  que  n ne  surpasse  pas  j H;  car  l’équation 
précédente  subsisterait  en  mettant  n — a H à la  place  de  n,  et  ti-j-az  à 
la  place  de  u;  or  il.  est  clair  qu’on  peut  prendre  et,  de  manière  que 
n — œ/f  soit  compris  entre  -\-{H  et  — j//.  Substituant  donc  la  valeur 
de^  dans  l’équation  proposée,  et  divisant  le  résultat  par  H , on  aura 

^'n . ~f~  j/”—  " ^ 3*  + ( a nL-\- M) su  -f-  LHu‘ ssdb  1 ; 

et  puisque  z et  H sont  premiers  entre  eux,  cette  équation  ne  peut  avoir 
lieu , à moins  que  I-r>-  * ne  soit  un  entier.  On  donnera  donc  à n 

toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  depuis  — {H  jusqu’à  -(-j // ; et 
s’il  n’en  est  aucune  qui  rende  la  quantité  Ln'  + Mn-j-N  divisible  par 
Il , on  prononcera  avec  certitude  que  l iquation  proposée  n’est  pas  ré- 
soluble. Si  au  contraire  on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs  de  n qui 
remplissent  cette  condition,  il  faudra  prendre  successivement  ces  diffé- 
rentes valeurs,  et  faire  un  calcul  séparé  pour  chacune,  comme  si  l’équa- 
tion proposée  était  transformée  en  autant  d’équations  différentes. 

Soit,  pour  abréger,  Ln’ -f-Mn+N —fU , M—g  t LU  — h, 

l’équation  à résoudre  pour  chaque  valeur  de  n sera 

fz‘ +gzu+hu’—dsi , 

où  il  est  à remarquer  qu’on  a toujours  g* — = M’ — 4 LN  — \A: 

Nous  avons  donné  dans  le  paragraphe  IX  une  méthode  pour  résoudre 
cette  équation  lorsqu’elle  est  possible,  et  les  mêmes  remarques  que  nous 
avons  faites  lorsque  D est  < | /A,  sont  également  applicables  dans  le 
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cas  présent  où  Z>=  1 : ainsi  nous  n’avons  rien  à ajouter  sur  cet  objet, 
d'autant  qu'on  voit  bien  qu’ayant  trouvé  les  valeurs  générales  de  s et  u, 
on  en  tire  immédiatement  celles  des  indéterminées  de  l'équation  pro- 
posée , exprimées  pareillement  en  nombres  entiers. 

Exemple  I. 


(81)  Soit  proposé  de  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation,  .iv. 
Sx*  — s3y*a=  io5. 

Cette  équation  se  rapporte  au  cas  précédent;  elle  n’est  point  suscep- 
tible de  se  décomposer  en  plusieurs  autres,  parce  que  io5  n’a  point  de 
diviseur  quarré,  ni  de  commun  diviseur  avec  le  coefficient  a.  On  fera 
donc  x = n/ — io5s,  et  on  déterminera  «<-Lïi  de  manière  qu« 

an  soit  un  entier.  Plusieurs  moyens  seront  donnés  ci-après  pour 


faciliter  de  semblables  recherches  ; observons , quant  à présent , que 
comme  io5  est  le  produit  des  nombres  premiers  3 , 5,  7 , il  faut 

chercher  séparément  trois  valeurs  de  n telles  que  3r* ■ a3  , -■  -?  , 


-n  7 a-  soient  des  entiers.  Ces  valeurs  sont  respectivement  n = 3etdbi, 

» = 5£dba,  ns=’jydz\ , les  nombres  a,  G,  y-  étant  à volonté.  Or  ces 
formules  sont  faciles  à concilier  entre  elles,  et  comme  il  suffit  de  con- 
sidérer les  valeurs  de  n positives  et  moindres  que  , U dernière  for* 
mule  donnera 


n — 6,  8,  j 3,  i5,  ao,  sa,  37,  ag,  34,  36,  41 1 4”i  48,  5o. 

De  là  il  faut  écarter  tous  les  nombres  qui  ne  satisfont  pas  à la  se- 
conde formule,  ou  qui  divisés  par  5 ne  laissent  pas  ±2  de  reste;  ainsi 
les  a4  valeurs  précédentes  se  réduisent  à celles-ci  n = 8,  1 3,  33,  37, 
43,  48.  Enfin  pour  satisfaire  à la  première  formule  , il  faut  encore 
supprimer  tous  les  nombres  divisibles  par  3 , ce  qui  ne  laissera  subsis- 
ter que  ces  quatre  valeurs  n = 8,  i3,  aa,  43. 

Soit  donc  i*.  n = 8,  et  x = 8j  — to5s,  la  transformée  sera 

y'  — 5ay3-f-ai03’  = i.  . . 

Toutes  les  fois  qu’on  parvient  ainsi  à une  équation  de  la  forme 

7*  — a#*  -f-ga*  SB  + 1, 
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on  est  assuré  que  la  solution  tst  toujours  possible,  parce  qu'en  faisant 
y—fz=u,  l’équation  devient  u‘  — Az'=  i,  qui  est  toujours  résoluble. 
Dans  le  cas  présent,  on  trouvera  par  les  formules  du  n*  69, 

y=x<bdc.  16Ÿ 

' s = dt 

(a4355  -f-  5588  v/4  G)"  = ® + * v/46; 
d’où  résulte  pour  première  solution  de  la  propose'e 
jr  = 8$  zfc  a3* 

7 = <t>±  îfH'. 

Soit  a*.  n=  i5  et  x=  \5y—  io53,  la  transformée  sera 
S 7* — 5a_rs  -f-  3103*  = 1. 

> 

Pour  résoudre  celle-ci,  il  faut  développer  en  fraction  continue  une  ra- 
cine de  l’équation  3 je* — 5ajc-f-  310  = 0.  Voici  l’opération  avec  le  calcul 
des  fractions  convergentes , prolongé  seulement  jusqu’à  ce  qu’on  trouve 
D=t: 

x==i^tî!_I0  + 

W+é-  I + 

10  1 

13  + 

etc. 

Cela  posé,  les  nombres  à substituer  dans  les  formules  du  n*  69  sont 
p ssii,  q — \,  u = 5,  b — — a6,  c=aio,  ^ = 46;  d’ailleurs  on  a 
déjà  trouve  dans  le  premier  cas,  que  les  moindres  nombres  qui  satis- 
font b l’équation  <p* — 464',===t:  1 sonl  9 = 34335,  4.=  5588,  lesquels 

donnent  91 464.’= -H  ; et  comme  on  a en  même  temps  pq' — p*y=-f- 1, 

l’équation  proposée  3/*  — 527s  + 3i03’=-f~i  sera  résoluble  (elle  ne 
le  serait  pas  si  le  second  membre  était  — 1);  faisant  donc  toujours 

(34335  -f-  3588 1/46)’  v/46  , 

on  aura  par  les  substitutions  7==  ii®sb  76+,  3=®±7'P;  d’où  ré- 
sulte pour  seconde  solution 

x — 38®  ± a53'f' 

7 = t i®db  7 6'P. 


1 : o 

10  : 1 

11  : 1 

etc. 
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Remarques  qu’on  aurait  pu  trouver  immédiatement  les  valeurs  de  y 
et  de  s par  l’opération  seule  du  développement  en  fraction  continue  j 

car  si  à la  place  du  quotient-complet  + b'  <jU;  rt:pon(j  ^ ja  fraction 

«J) 

convergente  on  met  sa  valeur  approchée  - 4-6  ; et  si  ensuite,  au 
moyen  de  ce  quotient,  considéré  comme  entier,  on  calcule  la  frac- 
tion convergente  qui  suivrait  ~ , on  trouve  que  cette  fraction  est 


*«  (6  +;)  +1° 


laquelle  se  réduit  à 


î i<s  + 76+ 
® + 7*~ 


C’est  la  valeur  générale 


de  ^ , dans  laquelle  il  ne  reste  plus  qu’à  donner  à + le  double  signe  ±. 

Il  serait  facile  de  démontrer  que  ce  procédé  , qui  dispense  de  recourir 
aux  formules  générales,  s'accorde  entièrement  avec  elles,  et  peut  par 
conséquent  leur  être  substitué,  même  pour  une  valeur  quelconque  de  D. 
Soit  3*.  n — aa,  et  x = 2yr — io5a , la  transformée  sera 


9 JJT  — 88ys-f-aias*=  1. 

On  développera  donc  une  racine  de  l'équation  gx' — 88x  -+  a ! o = o , 
jusqu'à  ce  qu’on  trouve  uu  quotient-complet  dont  le  dénominateur 
soit  1 , et  on  calculera  à mesure  les  fractions  convergentes  comme 
il  suit  : 


1/46+44  _ 

5-+ 

t 

O 

9 

1/46+  i_ 
5 “ 

1 4- 

5 

1 

V/46+  4 

6 

« 4* 

6 

1 

V/4f>+ 

7 

14- 

11 

3 

V4S+  5 _ 
3 

34- 

*7 

3 

V4S+  4 _ 

xo 

>4- 

6a 

11 

\/4G  •»-  6 _ 
1 mmm 

ia  4- 

79 

*4 

Cette  dernière  fraction  convergente  satisfait  à l’équation  proposée, 
parce  qu’elle  est  de  rang  impair , et  qu’ainsi  on  a pq°  — p'q  s=  +- 1 . 
Maintenant,  suivant  la  remarque  qui  a été  faite  dans  le  cas  précé- 
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dent , on  supposera  que  le  quotient  qui  répond  à la  dernière  frac- 
tion convergente  ^ est  6 + * , et  on  en  conclura  la  fraction  suivante 

y 79(®+t)  + ®a  7g«+536*  j.  , , , , , | 

Z ~ ’“  = Süt+SR ! dou  result€ra  généralement...... 

,*V.6+*/  + u 

/ = 79®  de  536+,  3=i4®±95ÿ,  et  ainsi  la  troisième  solution  sera 
x = 268$  de  1817+ 
y ~ 79$  ± 556'!'. 

Soit  4° • n=45  et  x=4-5j — io5 z,  la  transforme'e  sera 
35 yy — 1 7 lyz  + a 1 oa*  = 1. 

R faut  donc  développer  une  racine  de  l’équation  35x* — 172x4-210=0, 
jusqu  a ce  qu’on  trouve  un  quotient-complet  — 1 , dans  lequel  D 
soit  égal  à l’unité.  Voici  l'opération; 


_ 4/4^88 

— a + 

1 

0 

1/46— 16 

—6 

— 1 + 

3 

1 

t/46+10 

Q 

= 1 + 

3 

1 

t/46-  . 

5 

= 1 + 

5 

a 

V4G+  6 

9 

= 6 + 

8 

3 

V&+  6. 

5 

= 2 + 

53 

20 

V46+  4 . 
— 5 — ’ 

= 1 + 

* *4 

43 

t/46+  a . 
7 

= 1 + 

167 

63 

I/4G+  5. 
3 

= 5 + 

281 

106 

V/46+  4 . 

10 

= 1 + 

1010 

38 1 

1/464-  6 _ 
1 

= <a  + 

1291 

487 

Cette  onzième  fraction  convergente  satisfait  à l’équation  proposée 
35^*— .172/3+  aioa*=  + 1,  puisqu’elle  est  de  rang  impair;  ensuite 
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on  aura  la  solution  complète,  en  mettant  G+-  * à la  place  du  quotient 
correspondant,  ce  qui  donnera 

y ,99,(6  + ï)+,0,°_i'»ft>«-+R75G+. 

487(g  + ?)+38.  4«7*  + 33a3+J 


d‘où  résultera  la  quatrième  solution 


x = 4^78®  29693+ 

^- = i2gi<t>:±:  8756'P. 

.• 

11  est  bon  de  remarquer  qu’on  serait  parvenu  plus 

promptement  et 

plus  simplement  à cette  quatrième  solution,  eu  développant  l’autre  ra- 

due  de  la  même  équation.  Voici  l’operation  : 

V46--86  , 

xss*t35-~  3 + 

: 0 

£46+i-6_  3+  a 

: 1 

1/46+  a_  1+  7 

: 3 

l^tJ-  3+  9 

? 4 

. V"46+  4 — I+  54 

: i5 

V/46+6_j3+  43 

; 19. 

43(6+|)+ 34 

D.  ,s(s+.)+  « 

on  a pour  la  qua- 

trième  solution 

x = i4G<t'±989+ 
y = 430  ± 292+. 

Formules  qui  reviennent  au  même , et  qui  sont  plus  simples  que  celles 
qu’on  a trouvées  par  le  moyen  de  l’autre  racine.  Cette  identité  au  reste 
se  démontre , en  supposant  que  les  <&  et  + de  cette  formule  répondent 
à une  valeur  do  n moindre  d’une  unité  que  les  <t>  et  + de  l’autre  for- 
mule ; de  sorte  qu’en  distinguant  ceux-ci  par  <b'  et  'F',  on  pourrait  foire 
$>  + q'y,46  = (<&'+'PV4<5)  (a4335  =p  3585/46). 
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Rassemblant  ces  différons  résultats,  on  aura  toutes  les  solutions  de 
l'équation  proposée  a r"  — io5  contenues  dans  les  formules  sui- 
vantes, où  l’on  suppose  (a43ô5  + 3588 pl'4®),==  ^ ^ 

x — 8$  rfc  , jz=4>dz  16'P 

x — 384>±  3534’ , J — 1 1 <&  ± 
x = aG8<t>±  1817Ÿ,  y — 79<t>rt53G'f" 
x = 1 4G<t>  =t  989'f  , y = 43®  ± ag*'*'. 

I,a  même  équation,  ou  une  équation  équivalente  (/>' — /fiq'  = a 10  ) 
est  résolue  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1767,  et  le  résultat 
donné  page  a63  présente  huit  solutions. 

Ces  huit  solutions  se  réduisent  aux  quatre  précédentes;  et  en  géné- 
ral, le  calcul  peut  toujours  s’abréger  de  moitié,  en  observant , comme 
nous  l’avons  fait,  qu’il  est  inutile  de  développer  en  fraction  continue 
les  deux  racines  de  la  même  équation , et  que  le  développement  d’une 
seule  suffit  pour  avoir  le  résultat  des  deux. 

(8a)  Prenons  encore  pour  exemple  l’équation 
*>77*  — **1JZ  + • 9»  s*  = 5, 

laquelle  étant  comparée  à la  formule  générale  (n*  67)  donne  f — 67  r 
g = — 237,  h = 191 , D — 5,  A — ^ — -fh  — , et ‘ D<_\/ A.  Donc 

on  peut  résoudre  cette  équation  par  le  développement  d’une  racine  de 
l’équation  67X* — 337x4-  191  =0  en  fraction  continue.  Voici  l’opé- 
ration prolongée  jusqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  la  période  qui  se  répète 
à l'infini  ; 
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- 1 *3  \ 4*  i 

^7 

-4si+’  vm* 


i + 
i + 


>5  : i/34* , , 

— — 4 + 

ii_±i£2*i—  , a. 

*3  — 1 *r 

lL±i±HL  = l7  + 

« + 

a + 

i + 


8 + I v^34* 
*3  1 

4 i + i t/34. 

5 

5 ; + ; 1/54. 


- I V^4*  _ . , 

1 — 3 + 


4 i + : 1/34. 


« + 


i : o 

1 : i 

2 : i * 

9 • 5 

1 1 : 6 

196  : 107 

307  : n3  * 

610  : 333 

817  : 44â  * 

etc. 


Le  quotient-complet  -■*  étant  un  de  ceux  qui  ont  été  déjà 

trouvés,  l'opération  est  terminée,  et  on  voit  qu'immédiate  nient  après  les 
premiers  termes  1,1,  4,  on  a la  période  i,  17,  1,  a,  1,  3,  laquelle 
se  répète  à 1 infini. 

Si  on  cherche  maintenant  le  nombre  5 parmi  les  dénominateurs  des 
quotie ns-complets,  on  verra  que  la  troisième  fraction  convergente,  la 
septième  et  la  neuvième,  peuvent  satisfaire  à l’équation  proposée.  La 
septième  et  la  neuvième  comprises  dans  une  même  période , satisfont 
en  effet,  parce  qu’elles  sont  fie  rang  impair,  et  que  dans  la  valeur  de  x 
le  radical  a été  pris  en  plus.  Quant  à la  troisième , elle  satisfait  aussi  ; 
mais  nous  en  ferons  abstraction,  parce  qu’il  suffit  de  considérer  les  so- 
lutions données  par  les  termes  d’une  même  période,  et  que  toutes  les 
autres  doivent  y être  contenues.  Voyez  à ce  sjjjet  le  paragraphe  suivant. 

On  aura  donc,  par  la  septième  fraction  convergente,  p=  207, 
q = 1 1 3 , et  calculant  à l’ordinaire  la  valeur  de  la  période  comptée 
depuis  ce  terme  : 


Période.....',  a, 
Fract.  converg.  1, 


1,  a,  1,  17,  1 

a 3 8 «i  ij|5  aoS 

J*  T»  5»  4 » 71  » 75"» 
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€'  = 71,  ? = 1^-=«38i,  4=^—  i5,  donc 

(^  + T v'541)"  = * + Î*  ✓34«: 

Or  on  a en  même  temps  <p* — A\'  = -f-i , ce  qui  prouve  que  l’équa- 
tion proposée  est  résoluble  avec  le  second  membre  -(-5;  mais  elle  ne 
le  serait  pas  avec  le  second  membre  — 5.  Cela  posé,  en  substituant  les 
valeurs  trouvées  dans  la  formule  du  n°  G7 , on  aura  pour  première  so- 
lution de  l’équation  proposée 

y = 207®  =b  58a3 . î 'ïr 
z = 1 1 34»  d=  2087  -P. 

Procédant  de  la  même  manière  à l’égard  de  la  neuvième  fraction  con- 
vergente J -J-J  , on  en  déduira  cette  seconde  solution  : 

^ = 817  15087. {'I' 

2 = 44G«t>  ± 8i5G . i t. 

Ces  dernières  formules  sont  celles  qui  contiennent  la  solution  | que 
nous  avons  remarquée  dans  la  partie  irrégulière  de  la  fraction  continue. 
En  effet  si  on  suppose  n=i,  <t>  = -*-j- , ±'è’  = — • «5,  on  trouvera 
y = 2,  3=1.  De  là  on  peut  présumer  que  )a  seconde  solution  géné- 
rale est  susceptible  de  se  réduire  à une  forme  plus  simple,  et  c’est  de 
quoi  on  s'assurera  aisément,  en  prenant  au  lieu  de  <D  et  Sk  les  quan- 
tités analogues  qui  répondent  à une  valeur  de  n.  différente  d'une  uuité- 
11  en  résultera 

y • = a'Pd=73.î,f'  , 

2=  4>±4i.Ji\ 

(83)  On  voit,  par  ce  qui  a été  démontré  dans  ce  paragraphe,  que 
lorsqueMcs  équations  qui  en  font  l'objet  sont  possibles,  leur  résolution 
est  donnée  par  un  ou  pluwenrs  systèmes  de  formules  telles  que 

y = a<i>  -f-  b’' V 
z=a<b-j-b’'f, 

les  nombres  a,  b',  a',  b"  étant  coustans,  et  les  quantités  <J>,  •p  étant 
tirées  de  l’équation 

0p-)-4'V/'O* ■ 


foo 

et 

on  trouve  ^ = 
on  aura 


* 
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dans  laquelle  n est  un  nombre  indéterminé , et  où  l'on  a toujours 
et  par  conséquent  aussi  — y/'E*  ==  (±1}"  = -f- 1 

ou  — i. 

Dans  les  formules  générales,  on  peut  prendre  4'  négatif  ou  positif  à 
volonté , et  ainsi  affecter  4"  du  double  signe  ±ij  ce  qui  revient  à 
laisser  le  signe  de  'P  déterminé,  mais  à prendre  pour  n des  valeurs 
quelconques  tant  positives  que  négatives.  En  effet  on  a (ç>  -f-'J'V'’ A)~" 
c=  ($‘  — (P  — -w ■>*)'=  (-*-  l)'(®  — 4'  VA)  , et  ainsi  le  chan- 

gement du  signe  de  n revient  au  même  que  celui  du  signe  4'  ; car  d'ail- 
leurs le  signe  de  (=bi)"  qui  affecte  le  tout  est  indifféreut,  puisque  par 
la  nature  de  l’équation  proposée  on  peut  changer  à-la-fois  le  signe  de 
y et  celui  de  z. 

Il  résulte  de  là  que  les  diverses  valeurs  de  jr  et  s comprises  dans  un 
système  de  formules,  tel  que  le  précédent,  forment  deu\  suites  qui  s’é- 
tendent à l'infini,  tant  dans  le  sens  positif  que  dans  le  sens  négatif,  et 
dont  chaque  terme  répond  à une  valeur  déterminée  de  n positive  ou 


négative,  en  cette  sorte 

- 

t 

n 

....  etc.  — 3 , - 

— 1 . 

» > 

a , 3 , 

etc. 

J 

etc.  ’p. 

>» 

’p. 

P, 

p(  '), 

etc. 

z 

etc.  *</ , 

*'/» 

V, 

7, 

<!(')> 

7(2),  7(3), 

etc. 

Au  reste  , la  manière  la  plus  simple  de  calculer  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  termes,  est  de  faire  usage  de  la  loi  trouvée  n“  Ga  , laquelle 
donnera  p(a)  = 2$p(\)z^p  (le  signe  étant  le  contraire  de  celui  de 
.$*  — A-^‘).  Cette  formule  ou  p,  p(t),  p(a)  désignent  en  général  trois 
termes  consécutifs , peut  servir  à prolonger  l’une  des  séries,  soit  à droite, 
soit  à gauche , et  la  même  loi  a lieu  dans  l'autre  série. 
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§ XII*  Démonstration  d’une  proposition  supposée  dans  les 
paragraphes  précédais. 


(84)  No  u » avons  suppose  jusqu’ici  que  s’il  est  possible  de  satisfaire 
à l’équatipnj^-|-gy3-i-A3*:=::fc/r,  où  l’on  suppose/  et  3 premiers 

entre  eux,  et  H<  \ /(£*  — 4 /A),  la  fraction  Ï est  toujours  comprise 

parmi  les  fractions  convergente*  vers  une  racine  de  1 équation.  .• 
/x‘+gX'bhs=o.  Cette  proposition  a beaucoup  d'analogie  avec  celle 
du  n”  jo}  mais  il  n’est  pas  moins  nécessaire  de  démontrer  quelle  est 
vraie  généralement  , sauf  une  légère  exception  dont  nous  ferons 
mention. 

Soit/  un  nombre  positif,  g et  A des  nombres  positifs  ou  négatifs  à 
volonté;  soit  £ une  fraction  donnée  dont  les  termes  sont  premiers 
entre  eux,  et  satisfont  à l’équation 

fp% •+- gpq  -f-  V 1 = st  11 , 

je  suppose  qu’on  développe  j-j  en  fraction  continue,  et  que  les  quotiens 

qui  résultent  de  cette  opération  soient  a , C,. . . . X,  fi.  Au  moyen  de 
ces  quotiens,  on  calculera  à l’ordinaire  les  fractions  convergentes  vers 

et  en  désignant  par  p-  celle  qui  précède  immédiatement  5,  nous  avons 
*/  9 9* 

déjà  vu  ( u°  9)  qu’on  peut  frire  à volonté  ptf“  — p‘q  = -f- 1 ou 

Pf— P°9=—  1. 

Cela  posé,  considérons  les  mêmes  fractions  consécutives  — . ? comme 

9 9 

appartenant  au  développement  de  x en  fraction  continue;  soit  3 le 
quotient-complet  qui  répond  à la  dernière,  il  faudra  donc  qu’on  ail 

■*  — ’ 011  J — • Maintenant  la  supposition  frite  que  Jp  £ 

sont  deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  x , sera  légitime  , 
si  la  valeur  de  s qu’on  vient  de  trouver  est  positive  et  plus  grande  que 
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l'imité  ; car  telle  est  la  condition  à laquelle  doivent  être  soumis  tous  les 
quoticns-eomplets  qui  résultent  du  développement  d'une  quantité  quel- 
conque en  fraction  continue.  11  s'agit  donc  d'examiner  si  cette  condi- 
tion est  remplie.  9 

De  l’cquation  précédente  on  tire  z -f-  — = — — — ^ , or  en  faisant 

’ <-') 

- 1 „ -f-  «/ V 

toujours  A = \g'—fh  , on  a T = - ' ■ ^ - — ; substituant  cette  valeur 
li  la  place  de  x,  et  faisant  passer  le  radical  au  numérateur,  on  aura 

,+  C.Î £=j* 

9 a //î‘  + «P9  + a9* 

Dans  cette  équation,  on  peut  prendre  à volonté  le  signe  de  \/ A,  parce 
qu’on  est  maître  de  prendre  pou'r  x l'une  ou  Fautre  racine  de  l'équa- 
tion fx%  -f-gx-f-  /i=  o,  et  la  valeur  de  3 est  différente  dans  les  deux 
cas;  en  même  temps,  puisqu'on  a fp'  -f-  gpq  -f-  h/j’  s=  ± //,  cette 
équation  donnera 


par  conséquent  on  aura 


a4 • 


izVA±v{^i~) 


.Il 


De  ces  diverses  indéterminations  de  signes  il  n y a que  celle  de  dt  y' A 
qui  soit  arbitraire,  car  celle  de  H dépend  de  lcquatioo  proposée, 

et  celle  de  (A  ± ^')  est  également  fixée  par  la  valeur  de  ~-+-g. 
Mais  comme  il  importe  de  considérer  la  valeur  la  plus  grande  de 
z,  on  prendra  le  signe  de  ( /A  pareil  à celui  de  y'  Ç A dz  ) ,^jet 

alors  le  second  membre  de  notre  équation  sera  nécessairement  de  la 
forme 

V'A+ÿ(A±fJL) 

=*=  (Pf  —P'i) u — • 


Enfin  on  pourra  toujours  supposer  celte  quantité  positive,  puisqu'on 
peut  faire  à volonté  pq°  — p°q  = -f- 1 ou  — i ; doue  ou  aura  dans  tou* 


"\t>4 
les  cas 
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(85)  Soit  i‘.//)'-\~gp(i+h//,  = + /I,  et  on  aura 


, V-'+v'G'+f) 

‘ + 9 ~ H . 

Le  second  membre  est  plus  grand  que  ~yf— > et  par  conséquent  >a, 
puisqu'on  a //  < y'  A ; d’ailleurs  q°  est  < q ; donc  la  valeur  de  3 est 


positive  et  plus  grande  que  l'unité.  Donc  la  fraction  donnée  ^ , qui 


satisfait  à l’équation  fp'  -f-  gpy  -f-  hq'  =-\-  f J , est  toujours  l'une  des 
fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l’équation  fx‘  4-g.r-j-  h — ot 
et  cette  conclusion  ne  souffre  aucune  exception  tant  que  le  second, 
membre  //est  positif. 


(86)  Soit  a ° . fp' gpq hq%  z=l  — II  t on  aura 
s + q — H 

Or  on  voit  que  dès  que  y*  devient  suffisamment  grand  par  rapport  à 
, (et  il  ne  peut  jamais  être  moiudre)  la  valeur  de  s~^~~  esta  très- 

peu  près  égale  à , de  sorte  quon  aura  3 = —jj—  — ~ , quantité 
positive  et  plus  grande  que  l’unité. 

/* TJ 

Au  reste,  sans  négliger  le  terme  , il  est  iâcile  d’assigner  la  limite 

de  7 , telle  que  s soit  encore  positive  et  plus  grande  que  l'unité.  Pour 
cela  mettons  3 sous  la  forme 


à cause  de  \/A  > //,  < 1 ou  tout  au  plus  = 1 , il  est  clair  que 

3 sera  positif  et  plus  grand  que  l'imité,  si  la  quantité  j/  (A  — est 
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plus  grande  que  */  A — Soit  donc  \/  Ça  — Y de  là 

on  tire,  en  quarrant  et  réduisant. 


n>  £+* 
' ^ a t /A 


Donc  tant  qu'on  aura  q au-dessus  de  cette  limite,  il  est  certain  que 
la  valeur  de  s sera  toujours  plus  grande  que  l'unité  ; mais  si  on  a 

i*  i WJ 

q < j y on  ne  peut  plus  affirmer  en  général  que  s soit  plus  grande 
que  l’unité. 


(87)  Quel  que  soit  q , l’exception  n'aura  jamais  lieu,  lorsque  f étant, 
comme  nous  le  supposons , un  nombre  positif,  h est  un  nombre  néga- 
tif, car  alors  l’équation  proposée  aura  la  forme 

fp‘  + gP<J  — /‘Y——  il  y 
laquelle  est  la  même  que 

hY  —m  —fp' —+R' 

Cette  équation  étant  ainsi  ramenée  au  premier  cas , il  s'ensuit  que  î est 
une  fraction  convergente  vers  une  racine  de  l'équation  A'x* — gx—f=zo  ; 
donc  (en  mettant  i à la  place  de  x)  £ sera  une  fraction  convergente 
Vers  une  racine  de  l’équationyx*  -f-  gx  — H = o. 


(88)  Si  on  a à résoudre  l'équation  dans  la- 

quelle f et  h sont  positifs , on  pourra  toujours  (n*  58)  transformer  cette 
équation  en  une  autre  bj’z'— es'*  = — //  dans  laquelle  a et  e 

seront  positifs,  et  où  l’on  aura  bb-\-/^ac=gg — ^fh  = /tA.  Cette  équa- 
tion sera  donc  dans  le  cas  du  n°  précédent,  et  si  d’ailleurs  on  a //<  j/ A, 
toutes  ses  solutions  seront  données  par  les  fractions  convergentes  vers 
une  racine  de  l’équation  ax‘-j-bx — c = o. 

On  voit  par  là , que  l’exception  dont  nous  avons  fait  mention  , et  qui 
d’ailleurs  n’a  lieu  que  très-rarement  et  pour  de  très-petites  valeurs  de 
p et  q , peut  être  entièrement  évitée  par  les  transformations  déjà  indi- 
quées. U est  donc  vrai  de  dire  généralement,  que  lorsque  U est 
< T Y(gg  ~~~  m > toules  les  solutions  de  l’équation 

If 


«4 
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sont  données  par  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  I’équ*-- 

tion  fi c*  -f  - g jc  + /«  = o. 

(89)  Il  ne  sera  pas  inutile,  au  reste,  d'apporter  un  exemple  sujet  à 
l’exception  mentionne'e  , et  qui  nous  fournira  de  nouvelles  remarques. 
Soit  pour  cet  effet  l’équation 

j.  1801/* — 3991/3+  aax  ia*  = — 3, 

dans  laquelle  on  a A-=z\g' — H=  3,  et  par  conséquent  //<  y/yf; 
on  satisfait  à cette  équation  en  faisant /=5i  et  3 = 28;  cependant  la 
fraction  Jj  n’est  point  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers 
une  racine  de  l’équation 

i8otx*  — 399>x+ 221 1 = 0.  1 
En  effet,  le  développement  de  la  plus  grande  racine  donne 


X = -22.. .trr = I -f- 
1001  1 

1 

: 0 

— afetAES— Q + 

— ai  ^ ' 

1 

: - 1 

5 î + 1 V&J  g-,  8 _1_ 

' - I 1 

10 

: 9 

*1  + i l/37  _ 

’ 3 — » T- 

81 

: 73 

etc. 

etc. 

et  celui  de  la  plus  petite  racine  donne 

1 

: 0 

IM1±M^Z-q  + 

I 

: 1 

— 5i+iV37 ^ 1 

10 

: 9 

: jjL+ljgz  - a + 

31 

: >9 

a i + i K37  =5  ! 

53 

: 47 

etc. 

etc. 

On  ne  trouve  donc  ni  d’un  côté  ni  de  l’autre  la  fraction  convergente 
c’est  au  reste  ce  qui  s’accorde  avec  la  formule  de  l’art  86,  car  ici  28, 

qui  est  la  valeur  de  <7 , est  plus  petit  que  qui  est 
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Ponr  éviter  cet  inconvénient,  et  pour  faire  ensorte  qne  la  solution 
Soit  donnée  par  les  fractions  convergentes,  il  suffit  de  réduire  la  quan* 
lité  18017’*  — 3991/3+  aai  is*,  si  ce  n’est  à l'expression  la  plus  simple, 
au  moins  à une  forme  où  les  termes  extrêmes  soient  de  signes  contraires. 
C’est  ce  qu’on  obtient  immédiatement  en  faisant 

y = 1 oÿ  — Sis* 

z—  97'—  46s'; 

car  alors  l’équation  proposée  se  réduit  à celte  forme  très-simple 
y/ +/i' — 93'a' = — 3. 

Développant  donc  une  racine  de  l’équation  x*  + 1 — 9 — 0 611  fraction 
continue,  on  aura 


x_zi±ü^z=a  + 

■ 

: 0 

* ai+U^_l  + 

a 

: 1 

5 

: 1 

a i 4-  i V*7  _ ç . j 

5 

: a 

* » 14-11/57—,  + 

3 

a8 

: 1 1 

etc. 

etc. 

K l’iuspection  des  qtioliens-complels,  on  voit  que  1a  fraclioit  conver- 
gente - peut  être  prise  pour  ^7 , car  en  faisant  y — 1,  a'=i,  on  a... 

.p-jV— 9s's't=  — 3;  de  là  résulte  y=t—  3 1 et  z~ — 38;  c’est  la 
solution  qu’il  s'agissait  de  trouver  par  les  fractions  convergentes. 

Au  reste,  la  solution  générale  de  l’équation  en  f et  s'  déduite  du 
développement  qu’on  vient  de  faire , est  comprise  dans  les  formules 
suivantes  : 

i*.  Si  l’on  fait  (6+  t/57 )*,  = F+  Gi/yj,  on  aura 

y=iF±  16G 

z’—  Fdk  5 G; 

i 

/ = — SiFqcgSG 
s ss  38F  zp  Q6G. 


d’où  résulte 
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a*.  Si  l’on  lait  (6-f-  ±'  — F-\-  G'\/3j,  on  aura 


/=3Fd=i5C' 

a'=  F’rfc  7G', 

et  il  en  re'sultera 

y — — a i .P  307  G' 

3 — — i gPqr  187  G'. 


(90)  Si  on  réfléchit  maintenant  sur  le  procédé  que  nous  venons  de 
suivre  dans  cet  exemple,  [on  verra  qu’après  avoir  simplifié  la  forme  de 
l’équation  à résoudre,  les  solutions  les  plus  simples  ont  dû  se  présenter 
les  premières  parmi  les  fractions  convergentes;  et  de  ces  premières  solu- 
tions on  a conclu  par  les  formules  ordinaires  la  solution  générale,  qui  n’est 
autre  chose  que  l’expression  des  diverses  fractions  convergentes  qui  sa- 
tisfont à la  question,  ces  fractions  étant  prises  successivement  à la  même 
place  dans  toutes  les  périodes.  Or  l’expression  générale  ainsi  trouvée  , 
par  quelque  moyen  qu’on  y soit  parvenu , est  une  ; elle  serait  la  même 
au  fond,  quand  pour  la  trouver  on  serait  parti  des  valeurs  particulières 
de  p et  q dans  une  autre  période  que  la  première.  Pour  nous  faire  mieux 
entendre,  prenons  l’équation  y’—  3a’s=i,  à laquelle  on  satisfait  par 
les  valeurs  successives 


1 — 


a 1 
1»  4> 


a6  S7 

73*  33  ’ 


36a 

ac9 


etc. 


L’erpression  générale  de  ces  valeurs,  en  partant  de  la  première  solu- 
tion y»  serait  y = F,  3=  G,  F et  G étant  déterminées  par  l’équation 

(a  t/3)' =.F-f-  G t/3.  Mais  on  peut  partir  également  de  la  valeur  par- 
ticulière f|,  et  l'expression  générale  se  tirerait  de  l'équation 

y -i-zt/5  — (26  -f-  i5t/3)  (Fds  G t/3),  laquelle  douue 

y = 3 6zv±  45G 
z = 1 5F zh  26 G. 


Or  cette  expression  contient  non-seulement  les  nombres  supérieurs  à 
a6  et  i5,  mais  tous  les  inférieurs  qui  peuvent  satisfaire;  et  en  effet,  si 
on  prend  F=  2,  G=  1 , et  qu’on  emploie  le  signe  inférieur,  on  aura 
y — 52  — 45  = 7,  et  s=3o — 26  = 4 , c’est  la  solution  qui  précède  ff; 
de  même  en  faisant  n=2,  ou  F=z 7,  G = 4,  et  prenant  encore  le 
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signe  inférieur,  on  aura 

18a  — 180  = 2,  s=  io5 ~ to/(  = 1. 

Donc  toutes  les  solutions,  en  grands  ou  en  petits  nombres,  sont  e'gale- 
ment  comprises  dans  l’expression  générale,  quelles  que  soient  les  valeurs 
particulières  qui  ont  Servi  à composer  ces  formules. 

Cela  posé,  il  n’est  nécessaire,  dans  aucun  cas,  de  transformer  l’équa- 
tion proposée  H , et  on  peut  se  borner  k suivre  la 

méthode  ordinaire  indiquée  dans  le  paragraphe  précédent  : après  avoir 
développé  en  fraction  continue,  conformément  à celte  méthode,  une 
seule  racine  de  l’équation  fx'  +•  g x 4-  h = o , et  avoir  continué  le  déve- 
loppement, jusqu'à  ce  que  la  première  période  de  quotiens  soit  com- 
plète, la  considération  de  cette  première  période  suffit  pour  avoir  l’ex- 
pression générale  des  diverses  fractions  convergentes  qui  dans  les  pén 
riodes  successives  peuvent  satisfaire  à l’équation  proposée.  Et  on  peut 
être  assuré  que  les  formules  ainsi  trouvées  contiennent  absolument  toutes 
les  solutions,  même  celles  qui,  à cause  de  l’irrégularité  de  la  fraction 
continue  dans  ses  premiers  termes , ne  se  trouvent  point  comprises  parmi 
les  premières  fractions  convergentes. 


(91)  Ainsi, pour  résoudre  l’équation  j8oij* — âgqys-f-aai  xz'— — 5, 
on  développera  simplement  une  racine  de  l’équation  i8oix*  — âggi.c 
-f-  23i  1=0.  Voici  l'opération  continuée  jusqu'à  ce  que  le  retour  du 
même  quotient-complet  manifeste  l'étendue  de  la  période  : 

>9.<)5:+il/37 , 

* 180.  * ■+■ 

— >941+1 1/37  _Q  . 

. — ai  y 1 

5 I + i 1/3?  _ o , 

. ~8  + 

1 .*  0 

1 : 1 

10  : 9 

» 1 + 1 V/37_.  . 

3 ~ 

81  : 75 

i + M/37  _ . , 

3 ' -t" 

91  : 82 

a 1 + 1 V/37  _ 5 | 

172  : i55 

a I + 1 t/37 

3 — 1 *t- 

g5i  : 857 

etc. 

etc. 

On  voit  que  la  période  qui  se  répète  sans  cesse  est  1 , 1 , 5;  et  en 
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appliquant  les  formules  du  paragraphe  IX,  on  trouvera  que  la  solution 

déduite  de  la  fraction  est,  en  supposant  (6+  V^l)'k  —Fr\-Gÿ 37, 

= 8 1 F 4^50 

t = 73f'’  =p/,iyG  , 

et  la  solution  déduite  de  la  fraction  sera,  en  supposant...... 

(6  + t/57r+,  = ^+OV37s 

j = giF=p577G' 

3 — 82/’  zp  5ao  G'. 

Si  dans  cette  dernière  on  fait  F •=£ 6 et  C=  1 , ou  aura,  en  prenant 
le  signe  supérieur, /= — Si,  3= — 28. 

Or  il  est  facile  de  s’assurer  que  ces  formules  s’accordent  avec  celles 
qu’on  a trouvées  n*  89.  11  suffit  pour  cela  de  mettre , au  lieu  de  F et  G’, 
leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  F-j-G'  y/37  = (6±  y'5y)(F-l-Gy/3j)r 
savoir  F=6Fdt5yG,  G'ssôGdzF. 
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§ XIII.  Réduction  ultérieure  des  formules  Lya-t-Myz-t-Nz* 
lorsque  M*  — 4LN  est  égal  à un  nombre  positif. 


(ga)  Supposons  d'abord  que  le  coefficient  M est  pair,  et  soit  la  for- 
mule proposée  py'  H-  zqjrz  -f-  rs*;  nous  avons  vu  (u°  54)  que  si  q'  — pr 
est  égal  à un  nombre  positif  A,  cette  formule  peut  toujours  se  réduire 
à la  forme  «/’  + aija— es*  dans  laquelle  a et  c sont  tous  deux  positifs, 
non  moindres  que  a b,  et  où  Ion  a b‘-{-ac  — A.  ÎSous  nous  proposons 
maintenant  de  réduire  au  plus  petit  nombre  possible  les  diverses  for- 
mules aj'  -f-  2 4/a—  cz‘  qui  pour  un  nombre  donné  A satisfont  aux  con- 
ditions précédentes.  Faisons  voir  d’abord  comment  on  trouve  ces  for- 
mules. 

Soit  par  exemple  A — qQ=b'  + ac,  on  donnera  à Mes  valeurs  suc- 
cessives o,  1 , 2,  5,  sans  aller  plus  loin  , parce  que  b doit  ètre<i/^. 
Chaque  valeur  de  b en  fera  connaître  une  de  ac  = 79 — b *,  mais  celle-ci 
ne  peut  être  utile  qu’autant  quelle  pourra  se  décomposer  en  deux  fac- 
teurs qui  ne  soient  pas  moindres  que  ai.  Voici  le  détail  du  calcul  où  l'on 
a supposé  constamment  : 


b = o 


ac  =.  79 

a > 0 

a—  1 , 

e = 79 

6=  1 

0=2, 

c=Î9 

00 

t"- 

II 

S 

5 

26 

n>3 

6 

iS 

bz=.’J 

ac  = 75 

a>  4 

« = 5, 

c = i5 

K*> 

II 

ac  = 70 

A 

II 

cs=  10 

a > 6. 

v 
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De  là  on  voit  frue  toute  quantité  indéterminée  py'  + aW3  "4“  ra* , 


dans  laquelle  </'  — pr—  79 , doit 
suivantes  : 

7*  ~ !<¥■' 

2/*  4-  2/3  — 3ga* 
yr'  -f-  3/3  — 263* 

67*  4-  273  — 1 3a* 

5r*  + 4/*—  ,5i‘ 

77*4-673  — 103* 


réduire  à l'une  des  douze  formes 

797*  — 3* 

397*  4-  a/®  — 3S‘ 

267-*  -f-  273  — 3a* 

1 57*  -f-  27a  — 6a* 
i57*  + 4/3— 5a* 

107*4-673— -7a*. 


De  ces  douze  formes  il  y en  a six  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  sir 
autres  prises  avec  des  signes  contraires,  car  d'ailleurs  la  forme....' 
oy'-f-aéja  — es*  ne  diffère  pas  de  07*  — 2 byz—’cz’,  puisqu’on  peut 
prendre  indifféremment  z positif  ou  négatif. 


(g5)  Il  pourra  arriver  pour  certaines  valeurs  de  À , qu’une  formule 
07*  4-  aiys  — ca*  soit  identique  avec  son  inverse  <7*  4*  zbyz  — oa*,  et 

c'est  ce  qui  a toujours  lieu,  si  on  peut  satisfaire  à l'équation ' 

m'~An'z= — 1.  En  effet,  si  l’on  a /»’  — An'  = — 1,  et  qu’on  fasse 
«7*4-  2/73 — ca*==  Zz=cz,,-{-Oiby,zl — 07'*,  ces  deux  valeurs  de  Z,  l’une 
donnée,  l’autre  hypothétique,  étant  multipliées  par  o,  on  aura,  après 
avoir  fait  pour  abréger,  ay  4-  4a=x,  07' -f-ia'ss.r', 

aZ  = or*  — Az' 

— aZ  = x‘%  — Az' , 

d’où,  à cause  de  — 1 = m'  — An',  on  tire 

A'—  Az’’  = (m*  — An')  (x‘  — Az'). 

Pour  satisfaire  à cette  équation,  on  peut  la  décomposer  en  ces  deux 
autres  : 

x ' 4-  a'i /A  — {m  — n\/ A)  (x  4-3 [/A) 
x'  — z' y' A z=z  (m  ny/ A)  (x  — zy'A)  ; 

desquelles  résultent 

/ x'  = mx  — nAz 

z'  = ma  — nx  — (m  — bn)  z — any. 

Donc  en  premier  lieu  s'  est  un  entier;  ensuite  si  à la  place  de  x et  x'. 
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on  met  leurs  valeurs  aj  + bz,  ad  -(-  bz,  on  aura,  après  les  réduc- 
tions , / — (m  bn)  r — cm.  Donc  / est  aussi  un  entier , et  ainsi  la 
formule  ap'-^-zbyz — cz‘  est  la  même  que  son  inverse  cs'*-4-aéyV — a/\ 

Lorsque  A ne  surpasse  pas  i3g,  l'inspection  de  la  Table  X fera 
voir  si  l'équation  m%  — An'  = — i est  possible;  elle  le  sera  toujours 
(n*  4>)  lorsque  A est  un  nombre  premier  4^-f- 1 , et  en  général  il  fout 
que  tous  les  diviseurs  premiers  de  A ou  de  soient  de  la  forme 
i;  mais  cette  condition  n’est  pas  suffisante,  puisqu’elle  est  remplie 
à l’égard  de  34,  146,  ao5,  etc.,  sans  néanmoins  que  l'équation  dont 
il  s'agit  soit  possible. 

(94)  Cela  posé,  voici  la  méthode  pour  découvrir  parmi  tontes  le* 
formules  qui  résultent  d’un  meme  nombre  A , celles  qui  sont  identiques 
hune  formule  donnée  ay'  -f-  ibjz  — cz‘. 

Si  la  formule  Z = aj% zbjrz — es s*  est  identique  à une  autre  for- 
mule d/'~\~  -xb'f  d — c'z'%,  il  faudra  que  celle-ci  résulte  de  la  premiers 
par  quelque  transformation.  Or  la  transformation  la  plus  générale  con- 
siste à foire  (n*  53) 

zz=qjr'  + q%d  , 

les  nombres  p , 9,  p",  9*,  n’étant  pas  entièrement  arbitraires  (t),  mais 
devant  satisfaire  à ta  condition  pq° — p'q  — dh  1.  Supposons  donc  que 
, la  substitution  de  ces  valeurs  donne  Z = cl/'  -j-  a b’/d  — c’d',  nous 
aurons 

d =r  ap'  dbpq  — cq' 

b'  = app‘  -f-  b ( pq • -\-p'q)  — cqq' 

— c‘  — ap"-  -f-  3 bp'q'  — cq". 

Maintenant  si  l'on  veut  que  d et  — d soient  réellement  de  difiërens 
signes , afin  que  la  transformée  soit  semblable  à la  formule  proposée  , 
il  faudra  qu’une  racine  de  l’équation  ax'  -f-  zbx  — c — o tombe  entre 

les  deux  fractions  ^ ^ ; d'ailleurs  comme  on  a b’b'-\-d c—bb-\-ac=A , 

et  qu’ainsi  l’un  des  nombres  d et  c'  est  nécessairement  <./ A , il  faut 
que  i'nne  au  moins  des  deux  fractions  précédentes  soit  comprise  parmi 


(1)  Lei  lettres  p et  9 n’ont  aucun  rapport  avec  les  coefficient  de  la  forme  primitive 
que  cous  avions  repréientée  par  pyx  + a qyz  + «*. 


i5 


Digitizeti  by  Google 


3,4  THÉORIE  DES  NOMBRES, 

les  fraction*  convergentes  vers  ta  racine  x (§  XII.).  Soit  P celte  frac- 
tion, et  soit  prise  pour  — . la  fraction  convergente  qui  précède  ^ , alors 

les  quatre  nombres  p,  q , p',  q'  seront  déterminés  par  deux  fractions 
successive*  résultantes  du  développement  de  la  racine  x en  fraction 
continue.  Mais  j’observe  qu'il  n’est  pas  même  nécessaire  de  calculer  ce* 
fractions  pour  avoir  les  transformées  successives  df'  -+■  ib'y'ï  — cV*. 

En  effet,  soit ~ le  quotient-complet  qui  répond  à la  fraction  con- 
vergente -j,  on  aura,  comme  il  a été  trouvé  ci-dessus  (11*59) 


ap'  -f-  ibpq  — cq'  = D ( pq°  — p'q) 

app'  + b{pq°  +p°q)  — cqq ' = — I ( pq * —p'q)  v 

ap"  -f-  a bp'q'  — cq"  s — D°  ( pq ’ — p'q). 

Donc  la  transformée  Z sera  simplement 

Z — (pq'  — p’q)  (/y*  — a iy»'—D,z')i 

ainsi , de  chaque  quotient-complet  on  déduit  inime’diatemcnt  et  sans 
calcul,  la  transformée  correspondante.  II  est  inutile  d’ajouter  que  la 
facteur  pq" — p'q  aura  pour  valeur  — 1 , dans  la  première  transformée, 
-f- 1 dans  la  seconde,  et  ainsi  alternativement. 


(95)  Cherchons,  par  exemple,  les  transformées  dont  est  susceptible 
la  formule  Z J * — 79-*;  il  faudra  faire  la  même  operation  que  pour 
changer  en  fraction  continue  une  racine.de  l’équation  x* — 79=0;  voici 
cette  opération  et  les  transformées  qui  en  résultent  ; 


x=/79  = 8-f- 

Transformées. 

— ‘^7+  tfys  + st 

^±z=,+ 

VJ  — '4lz~  »5« 

KZ3±Z  — , _i_  ’ 

— i5jt + >4rs+  “* 

Kza±!=l6+ 

JJ  — 1673  — 1 Sas 

4^*=  ■ + 

etc. 

Il  est  inutile  de  continuer  l'opération  plus  loin,  parce  que  1«  retour 


X 


PREMIÈRE  PARTIE.  u5 

âes  mêmes  quotiens  ramènera  les  mêmes  transformées.  On  voit  donc 
que  de  la  formule  proposée  y*  — 793*  «1  ue  résulte  que  quatre  transfor- 
mées , lesquelles  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

y*— »4/*—  ,5s* 

y'  -f-  i(p'3  — i5s*. 

Si  ensuite  on  ramène  celles-ci  à la  forme  ordiuaire  où  a b soit  <û  et  e, 
elles  deviendront 

y*  — aya  — 5g»* 

J'  — 79=‘t 

et  comme  l’une  des  deux  n’est  autre  que  la  formule  proposée , il  n'y  a 
véritablement  que  a/*  — y* — 393*  qui  en  soit  une  transformée. 

Pour  réluire  les  autres  formules  trouvées  (n*  ç>a  ) dans  le  cas  de 
4 =.  79,  considérons  une  d’entre  elles  3y*-f-  ys— -aôa*,  et  développons 
en  fraction  continue  une  racine  de  l’équation  ir*  -)-  ax  — a6  = o;  nous 
trouverons  les  transformées  suivantes  1 


^2  = 3 + 

Transformées. 

V53±Z=1  + 
10 

— io<y*4-«4 7*4-  S* 

Ÿ23±k— , + 

7/*—  6ys  — toa*. 

✓79+4 ^ 

— 97*  + ®r*+  ?** 

i^|±5=a  + 

6y*~  iqya  — 9»* 

^±7-3  + 

— 5/'+»4t«4-  6*‘ 

Ü9±*  — 54. 
3 ' 

5y*  — tfys  — 5s* 

i^Za+Zcmetc. 

etc. 

10 


Ces  six  transformées  réduites  à 1a  forme  ordinaire,  seront 
5 y*  -f-  a ys  — a6s* 

7 T — 6J*~  10** 

yy*  — 6ya  — 10^ 

6y*  -+-  aya  — 1 3s* 

«•*5y*  4-  /jja-f-  t5«* 

3y*-J-ya— - afw*. 
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De  là  il  résulte  que  le»  douze  formes  trouvées  ci-dessus  pour  la  quan- 
tité indéterminée  2^/3  -f-re*,  lorsque  q * — pr=jq , se  réduisent 

aux  quatre  suivantes  : 

y ” 79»*  797*  — *'• 

3|  * -f-  2jz  — 263*  a6y  — a/*  — 3a*. 

Donc  toute  équation  de  la  forme  /;>'*+  iqj-z-i-rz'  = dc  H , dans  la- 
quelle //'  — pr—q 9,  pourra  toujours  être  ramenée  à Time  des  deux* 
équations 

y — 79*’  — =*=  H 
3 y -f-  yrz  — aGa‘  ==b  H. 

t 

(96)  C’est  d'après  ces  principes  que  nous  avons  construit  la  Table  I, 
où  l'on  trouve  pour  chaque  nombre  non  quarré  A depuis  2 jusqu'à  1 36 , 
les  diverses  formes  principales  auxquelles  peuvent  toujours  se  réduire 
les  formules  indéterminées  Ljx  4-  nMjz  -f-  Nz‘ , dans  lesquelles ...  v 
il' — LN  — A.  Les  signes  rfc  qui  affectent  la  plupart  des  formules,  in- 
diquent deux  formes  également  possibles,  mais  qui  s’çxcluent  mutuelle- 
ment. Lorsque  les  formules  ne  sont  pas  précédées  d’un  signe  ambigu , 
elles  ont  lieu  telles  qu’elles  sont  indiquées,  mais  elles  auraient  également 
lien  avec  des  signes  contraires. 

On  trouve , par  exemple,  à côté  de  93  la  formule  réduite  rfcf/*— 933*)  j 
cela  signifie  que  toute  formule  proposée  pr‘  -f-  2 qyz  -f-  rz%  dans  laquelle 
q' — pr=g 3,  se  réduira  toujours  à la  forme  y*-— 933'*,  ou  à la  forme 
933'*— y*,  mais  jamais  aux  deux  à-la-fois. 

Au  contraire,  vis-à-vis  de  97  on  trouve  la  formule/* — 973*  sans 
ambiguité;  cela  signifie  que  toute  formule  p/%+  iqjz -f-rs*,  dans  la- 
quelle q%  — pr  = 97,  se  réduira  toujours  à la  forme  y* — 97s'*.  Mais 
elle  se  réduirait  aussi,  si  on  voulait,  à la  forme  97s'* — y*,  parce  que 
dans  ce  cas  l'équation  m*  — 97»’= — 1 est  possible. 

(97)  Considérons  maintenant  la  formule  indéterminée  LjPA-MjzA-Nz', 

dans  laquelle  M est  impair,  et  où  la  quantité  M * — 4 LN  est  égale  à un 
nombre  positif  B.  Cette  formule  peut  toujours  être  réduite  à la  forme 
•y +h*  —es*,  où  l’on  aura  à-la-fois  a et  c positifs,  et  c,  et 

é*4-4<ic  = B.  Au  moyen  du  seul  nombre  B , supposé  connu,  il  est  fa- 
cile de  trouver  toutes  les  formules  aj“  -f-  bj  z — ca*  qui  satisfont  aux  con- 
ditions précédentes;  mais  ensuite  il  s’agit  de  réduire  ces  formules  au 
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moindre  nombre  possible,  en  supprimant  celles  qui  sont  inutiles  ou  com* 
prises  dans  les  autres. 

Pour  cela , considérons  l'une  de  ces  formules  ay‘  -J-  byz  — cz\  ou 
plutôt  son  double  zay‘  -(-  zbyz — aca*;  et  alors  le  coefficient  du  terme 
moyen  étant  pair,  on  pourra  procéder,  par  la  méthode  précédente,  à 
la  recherche  de  ses  transformées  successives.  Il  faudra  à cet  effet  déve- 
lopper en  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  aaar’-f-aiar — ac=o, 

cette  racine  étant  x — Les  transformées  seront  également  do 

la  forme,  zdy'  -f-  zb’yz  — acV,  laquelle  résultera  toujours  de  l’ex- 
pression 

(Pl‘  — P'9)  (DJ  ' — *TJZ  — D"*‘)  » 

et  le  multiplicateur  a commun  aux  unes  et  aux  autres,  n’empêchera  pas 
de  reconnaître  avec  une  égale  facilité  les  formes  identiques. 

Il  n'y  a donc  véritablement  aucune  différence  essentielle  dans  la  ma- 
nière de  traiter  le  cas  de  M pair  et  celui  de  M impair.  Mais  les  résultats 
de  ce  dernier  cas  doivent  être  consignés  dans  une  Table  particulière  qui 
offrira  pour  chaque  nombre  B de  la  forme  4n  ~h  1 , les  formes  essen- 
tiellement différentes  auxquelles  se  rapportent  toutes  les  formules  indé- 
terminées Ljx  -f-  Myi  -f-  Nz‘,  dans  lesquelles  M est  impair  et....' 
M'—4LN  = B. 


(98)  Pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  cette  Table,  soit  B— 181. 
Nous  chercherons  d'abord  les  diverses  valeurs  de  a,  b , c qui  satisfont 
à l'équation  b'  + 4ac—  ,®1  > ct  comme  en  vertu  des  autres  conditions 
le  nombre  impair  b doit  être  , on  fera  successivement  b=  1 , 

3,  5;  ce  qui  donnera,  en  supposant  a < c, 

( i = 1 a — 1 , c s=  45 

- 1*.  < ac  — 45  3 t5 

(a>t  5 9 

( i=5 

2*.  < ac  = 45  : non  décomposable. 

( a > 3 
. t b=z  5 

3*.  < ac  = 3g  : non  décomposable  en  facteurs  > 5. 

( a > 5. 


Donc  toutes  les  formules  indéterminées  Ly * -j-  Myz N»',  dans  lesquelles 
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Hf* /f.LN  — 181 , peuvent  se  réduire  à l’une  de  ces  six  forme*  :' 

± { 7“  +ï* — 45*') 

=t  (5r*-t-/3  — »5i*) 

± <5y*H-J*  — 9*0- 

D’ailleurs  puisque  181  est  un  nombre  premier  4n+ 1 > liquation... 

i8in’= — i est  possible  (n“  45)  ; ainsi  les  six  (ormes  précédente* 

ee  réduisent  à trois , eu  ôtent  le  signe  ambigu.  H ne  reste  doue  plus  qu’à 
examiner  si  ces  trois  formes  peuvent  se  réduire  à un  moindre  nombre. 

Pour  cela,  je  eberebe  les  transformées  de  la  formule  a/’-j-a/a— 90a*, 
ce  qui  se  fera  en  développant  une  raciue  de  l’équation  fictive... 
3X-  _j_  -jx — 90  = 0 parle  calcul  suivant: 


— i+ydti 


= 6-4- 


b' 

jj  + t/ift»  , 


4 + 
:■-+* 


<>  + tA8<  1. 

JO 

u -f  P'i®‘ 

— e — 


:4+ 

i3 4- 1/181 ^ | 

etc. 


Transformées. 

— -f-  -f-  aa* 

ao/*-d- saja— - fis* 

— aep*  -f-  j8/a  -f-  1 oa* 
6y*  aa yz  — îos* 

— a/*  -|-  a(/z  -f-  6a* 

6f*-4-a%T5  — ajf 
etc. 


11  faut  ensuite  prendre  les  moitiés  de  ces  transformées,  et  les  réduire 
à la  forme  ordinaire,  en  diminuant  le  coefficient:  or  j’observe  que  cela 
peut  se  faire  de  deux  manières,  tant  que  le  coefficient  moyen  est  plus 
grand  que  chacun  des  extrêmes.  Par  exemple,  dans  la  première  trans- 
formée — 3y*-j-i3/z-f-8*,  on  peut  substituer/ — aa  àla  place  de/,  ce 
qui  donne  — 5y*+/a  -+•  i5z*,  ou  bien  on  peut  mettre  » — 6y  à la  place 
de  a,  ce  qui  donnera  a*  -f-/a — 45/*.  Traitant  ainsi  les  deux  premières 
transformées,  et  observant  que  par  la  nature  du  nombre  181 , il  est  per- 
mis de  changer  tous  les  signes  de  chaque  résultat,  ou  trouve  qu’elles 
comprennent  à elles  seules  les  -trois  formes 

— 45®* 

5y*  — /a  — 1 5a* 

S/*-P/z—  9a». 
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Donc  il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  autres  transformées , et  on  a acquis 
la  certitude  que  la  seule  forme /-f-/z — 45a*  renferme  toutes  les  autres. 
Donc  toute  équation  indéterminée  Ly‘  -f-  Myz  -f-  iVz*  = ± // , dans  la- 
quelle M‘ — t^LN  — 1.81 , pourra  toujours  se  réduire  à la  forme... 

ï'+jz  — 45a‘  = ^- 


(99)  La  Table  II  offre  les  réductions  de  ce  genre  pour  tous  le* 
nombres  B de  forme  4n+>  t depuis  5 jusqu’à  3o5.  Cette  Table,  indé- 
pendamment de  ses  autres  usages,  pourra  faciliter  beaucoup  la  résolu- 
tion des  équations  de  la  forme  précédente , dans  lesquelles  B ne  surpasse 
pas  3o5. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  montrer,  par  un  exemple,  comment 
ces  réductions  s'effectuent  dans  les  cas  particuliers. 

Soit  proposée  l'équation  333/ — 7 1 gjz  -f-  388a ‘z=H;  pour  avoir  par 
une  opération  uniforme  la  transformée  du  premier  membre,  je  développe 
en  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  353x*  — 719x4-  388=  o , 
et  je  calcule  en  même  temps  les  fractions  convergentes  qui  en  résultent. 
Voici  le  détail  de  l’opération  qu’il  suffit  de  continuer  jusqu  a ce  que  les 
quotiens-complets  cessent  d’être  irréguliers;  maison  l’a  prolongée  pen- 
dant une  période  entière,  parce  que  cette  période  n’est  composée  que 
de  trois  termes  : 


_7'9  + V''45_  . , 

— ait *1" 

10  4* 

4 + 

5 4r 

1 4* 


* — 6t>6 

— 534-^145  _ 
-4  — 

■3  4-  Vi45 


h -f-  v/145  f 
9+JA45 


if> 


■ 7 +/,45=  34- 
1L±_V^—  54. 


1 : o 

1 : 1 

11  : 10 

45  : 4. 
etc. 


De  là,  et  des  articles  94  el  97  > oa  conclut  que  si  l'on  fait 
y = 45/+  iiz' 

3=41/4-  toa, 
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on  aura  pour  transformée  du  premier  membre  : 

— (*//—  i i/a'  — 3zV  ). 

Cette  transformée  — a ff  -j- 1 i/Y  ■+■  5zV  n’est  pas  encore  réduite 
à la  forme  convenable , et  pour  faire  ensorte  que  le  coefficient  moyen 
ne  soit  pas  plus  grand  que  les  extrêmes  , il  fout  prendre  f = té  -f.  W , 
ce  qui  donnera  — ai/* — uz  -f-  i8z'*;  donc  il  faut  faire 

y — 45“’+ 1463' 
z = 4'“’  + i33*', 

et  la  transformée  de  l’équation  proposée,  réduite  à la  forme  la  plu* 
simple,  sera 

2uu'~\-  u'z  — 182’  ——II. 
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§ XIV.  Développement  en  fraction  continue  des  racines  des 
équations  d’un  degré  quelconque. 


(100)  Soit  proposé  de  développer  en  fraction  continue  une  racine 
réelle  de  l’équation 

a.r"+  bx*~ ' + c.r*“ 1 * -f- -f-  k = o, 

dont  les  coeflicicns  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  D’abord 
on  peut  supposer  que  cette  équation  n'est  divisible  par  aucun  facteur 
rationnel , car  autrement  on  pourrait  supprimer  le  facteur  etranger  à 
la  racine  qu'on  veut  développer,  et  l'opération  en  deviendrait  beaucoup 
plus  simple  : par  la  même  raison , l'équation  proposée  ne  pourra  avoir 
des  racines  égales;  car  si  elle  en  avait,  elle  serait  divisible  par  nu  fac- 
teur rationnel  qu'on  trouverait  aisément  par  les  méthodes  connues. 

Cela  posé,  la  racine  dont  il  s'agit,  étant  choisie  entre  toutes  les 
autres , sera  conuue  à moins  d'une  uuité  près.  Soit  a.  le  plus  petit  des 
deux  entiers  prochains  entre  lesquels  elle  est  contenue,  on  fera,  si  x 

est  positif,  = ou  s’il  est  négatif,  x = — a. — —r,  et  on  sera 

sur  que  la  valeur  de  x'  est  positive  et  plus  grande  que  l'unité.  Substi- 
tuant cette  valeur  dans  l’équation  proposée,  on  aura  la  transformée  . 

dx’"  -f-  b‘x'‘~‘  -J-  cx'’~ * -f-  lé  = o , 

qui  servira  à déterminer  x'.  Or  an  sait  déjà  que  la  valeur  de  x'  dont 
on  a besoin,  est  positive  et  plus  grande  que  l’unité  ; il  peut  même  y 
avoir  plusieurs  valeurs  de  x'  qui  remplissent  ces  deux  conditions,  parce 
qu’il  peut  y avoir  plusieurs  racines  de  l'équation  proposée  qui , sans 
être  égales,  soient  comprises  entre  a.  et  et  — f—  i.  On  essaiera  donc  pour 
x"  les  nombres  successifs  i , a,  5,  etc.  jusqu'à  ce  que,  par  les  carac- 
tères connus,  on  trouve  les  nombres  entiers  les  plus  proches  entre  les- 
quels tombe  la  valeur  de  x'.  Soit  £ le  plus  petit  des  deux,  on  fera 

.r'  = S-}--A:,  et  en  substituant  cette  valeur,  on  aura,  pour  déterminer 

16 
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x',  une  nouvelle  transformée 

Va?"  -f-  Va?—'  + + k’=  o , 


qu'on  traitera  comme  la  precedente.  En  continuant  ainsi  aussi  loin  qu'on 
voudra , il  est  clair  que  la  valeur  de  x sera  exprimée  par  cette  frac- 
tion continue 


* = *+£+* 

y 4-  etc. 


■Etau  moyen  de  cesquotiens  connus,  on  calculera  S l'ordinaire  les  frac- 
tions convergentes  vers  x. 


(ioi)  Soient 


£ 


2 , deux  de  ces  fractions  consecutives  et  z le  quo- 


tient-complet qui  répond  à la  dernière,  on  aura,  par  la  propriété  con- 
nue, doue  on  peut  trouver  directement  une  transformée 


quelconque , en  substituant  cette  valeur  au  lieu  de  x dans  l'équation 
proposée.  Soit  cette  transformée 


Az" 4-  Dz—'  4-  Cz — * — 

et  on  aura  par  conséquent 

A = np"  4-  bp'~'q  4-  cp—*q * . . . .-f-  bq" 

K = ap"  -f-  bp’—'q' 4-  cp’—'q" ...  4*  bq"  , 

de  sorte  que  suivant  nos  notations  ordinaires  , on  aurait  en  général 
K = A' , ou  K'  = A.  Mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  déduire 
successivement  chaque  transformée  de  la  transformée  précédente  , 
comme  ou  l'a  déjà  expliqué.  Pour  rendre  à cet  égard  le  calcul  aussi 

simple  qu'il  est  possible,  observons  qu'en  faisant  zz=zp-\-  l'équation 
précédente  en  z devenant 

A'z"  4-  BV— 1 4-  CY— • 4-  K'  = o, 

on  aurait 


A'  = A p.'  -f-  Bfi—‘  4-  Cfi*-' 4-  K 

B = nAfi—'  4 - (»  — «)  Bp.—' -f- (n  — a)  Cp."~‘ -f.  ete. 


C = 


- AfC-'  4- 


n — i .n— a 


Bp—*  -+•  etc. 


a 


a 
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Donc  si  la  fonction  Az'-\-Bz'~ ' + Cz'~*  . . . -\-K  est  désignée  par 
<p  : 3 ou  <p  , et  qu'on  forme  successivement  par  la  différentiation  les 

quantités  9,  ÿ,  > etc.,  qu’cnsuite  on  substitue  au  lieu 

de  s sa  valeur  approchée  , ces  quantités  deviendront  respectivement 
les  valeurs  des  coefficiens  A',  B,  O,  etc.  de  la  transformée  suivante. 

Telle  est  la  méthode  que  Lagrange  a le  premier  proposée  pour  le 
développement  des  racines  des  équations  en  fraction  continue;  mais 
cette  méthode  serait  d’une  longueur  rebutante  dans  la  pratique  , si  le 
même  auteur  n'eût  indiqué  un  moyen  fort  simple  de  continuer  sans 
tâtonnement  la  suite  des  entiers  a,  G , y,  J',  etc.  lorsque  quelques-uns 
des  premiers  termes  sont  déjà  connus.  Voici  en  quoi  consiste  ce  per- 
fectionnement. 


(10a)  La  formule  x—  donne  3=  — — £,  ou 

' / <j‘+v  ’ p—q*  ’ 

s I i° — W’—p'i 
"r  <7  <?(P— <7-0' 

x désignant  toujours  la  racine  qu’on  veut  développer,  soient  x, , x,, 
x,,  etc.  les  autres  racines  delà  proposée,  et  soient  3,,  3,,  e,,  etc. 
les  valeurs  correspondantes  de  a;  alors,  outre  l’équation  précédente, 
on  aura  les  n — i équations  qui  suivent  ; 


z | ? — K’-r? 

* q <?(/>— <?*.) 

3 -i-£=  Pf-rgi 
m^q  qir—qx.) 


pq'—p’q 


etc. 


Ajoutons  toutes  ces  équations  , et  observons  qne  l'équation  en  s étant 
A z*  -f-  -f-  etc.  ;=  o , on  a z+zt  + s#  + + etc.  = — , la 

somme  sera 

où  l'on  a fait  pour  abréger: 
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ment  de  celle»  qui  sont  très-peu  différentes  de  la  racine  qu'on  développe, 
suffit  pour  déterminer  la  limite  après  laquelle  on  peut  continuer  l’opé- 
ration sans  aucun  tâtonnement,  par  le  moyen  de  la  formule  précédente. 

Parmi  ces  racines  peu  différentes  de  la  racine  donnée,  il  faut  com- 
prendre même  les  racines  imaginaires  ; car  analytiquement  parlant , une 

racine  a -{-Gy' — i,  dans  laquelle  ^ est  très-petit,  est  censée  peu  dif- 
férente de  a.  Si  donc  on  a une  racine  imaginaire  x,=<e-f-Gt/ — i , et 
par  conséquent  une  autre  x,  = & — Cy' — 1 , il  résultera  de  ces  deux 
racines  substituées  dans  la  valeur  de  T les  deux  termes 


x — a — Cy — i 


x — « +C  p' — 1 ' 


lesquels  se  réduisent  à la  quantité  réelle]  Cette  quantité 

ne  peut  excéder  son  maximum  ^ , cependant  elle  peut  être  encore  assez 


grande  lorsque  G est  très-petit,  ainsi  que  x — «. 

Si  la  différence  de  la  racine  x avec  chacune  des  autres  racines  (dif- 
férence qui  se  convertit  eu  somme  lorsque  les  deux  racines  sont  de  signes 
Contraires)  est  plus  grande  que  l'unité,  alors  il  est  clair  que  T sera 
moindre  que  n — i,  et  la  limite  de  q sera  q ">  \!  (ri  — i)m  , valeur, 
comme  on  voit,  assez  petite;  de  sorte  qu'on  pourra  employer  la  for- 
mule presque  dès  le  commencement  de  l'opéraliou  , et  alors  il  n'y  aura 
presqu’aucun  tâtonnement. 

Si  au  contraire  la  racine  x difïêrc  très-peu  d’une  ou  de  plusieurs  ra- 
cines réelles  ou  imaginaires  de  l'équaliou  proposée,  alors  la  première 
méthode  doit  être  employée  dans  un  certain  nombre  de  termes;  maison 
ne  tardera  pas  à atteindre  la  limite  q > y Tm,  après  quoi  l’opération 
se  continuera  sans  le  moindre  tâtonnement.  Au  reste,  on  peut  observer 
que  s’il  y a réellement  deux  ou  plusieurs  racines  peu  différentes  entre 
elles,  l’équation 


nax 1 -f-  («  — i ) bx"~ * -f-  (n  — a)  ex*-3  -f-  etc.  = O 


qui  est  vraie  lorsqu'il  y a des  racines  égales,  aura  lieu  d'une  manière 
approchée  lorsqu'il  y a des  racines  peu  inégales,  ce  qui  pourra  aider  à 
trouver  les  premières  figures  de  ces  racines. 

(io4)  Lorsque  l’opération  du  développement  est  avancée  jusqu'à  un 
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certain  point,  et  que  les  dénominateurs  q des  fractions  convergentes 

commencent  à être  un  peu  grands,  la  formule  z=(« — i)  | ^ 

donne  non-seulement  le  quotient  fi  correspondant  à la  fraction  £ ; mais 

en  développant  cette  valeur  de  z en  fraction  continue,  les  quotiens 
qu’on  obtient  de  ce  développement  peuvent  être  employés  à la  suite 
des  quotiens  déjà  trouvés,  et  sont  exacts  jusqu'à  une  limite  que  noua 
•lions  déterminer. 

La  valeur  exacte  de  s étant 


le  terme  négligé  occasionne  dans  x une  erreur  qui  sera  donnée  par 
l’cquation  rigoureuse  p — qx  — qïZ-^f  ’ en  mettant  z ± ^ “ la  place 
de  x,  et  x-f-  «fx  à la  place  de  x.  De  cette  manière,  on  trouve 


Jx  = , *■  . 

q'(qi  + fy 

Soient  donc  fi,  fi',  fi',. ...  u les  quotiens  qui  résultent  du  développe- 

meut  de  la  quantité  (n — i)S et  supposons  qu'eu  continuant  par 

le  moyen  de  ces  quotiens  le  calcul  des  fractions  convergentes  vers  x , 
on  parvienne  à la  fraction  ^ , cette  dernière  sera  encore  (n*  9)  une 
fraction  convergente,  si  l’on  a — — -x  < Jq!î  donc  tant  qu’on  aura 


^ ?t). , «u  » peu  près  Q < p^,,  la  fraction  ~ sera  encore 

l’une  des  fractions  convergentes  vers  x.  D’où  il  suit  qu’à  partir  de  la 
fraction  convergente  £,  la  valeur  de  z correspondante,  développée  en 

fraction  continue,  fournit  les  quotiens  nécessaires  pour  prolonger  les 
fractions  convergentes  vers  x,  jusqu’à  ce  quelles  aient  environ  deux 
fois  autant  de  chiffres  que  celle  d’où  Ton  est  parti. 


Exkmplb  I. 

(io5)  Soit  proposée  l’équation  x5 — x* — ax-f-  1 =0,  dont  on  sait  que 
les  racines  sont  xsssacos^ir,  x=» — acosj-i r,  x=acos|'i r,  -x  étant 
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la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  I.  On  anra  donc  à peu  près 
x—  i,  802;  x= — 1 , 247;  x=o,  445.  Pour  développer  d’abord  la 
première  racine,  on  observera  que  les  différences  de  cette  racine  avec 
les  deux  autres  étant  x— -xi  = 3,o49,  i — xa  = i , 357  1 on  a la  limite 

T = , 1 -j 5F"  = 1 à peu  près  ; ainsi  la  formule  qui  donne  la  va- 

leur  de  s sera  exacte  à moins  de  7;  lorsqu’on  aura  y>j/io  ou  y>5, 
et  à moins  de  lorsqu’on  aura  q > 10.  11  n’y  aura  donc  dans  ce  cas  ' 
aucun  tâtonnement.  Voici  au  reste  les  détails  de  l'opération. 

La  valeur  de  x qu’ou  veut  développer  étant,  comprise  entre  1 et  2, 

je  fais  1=1  + ^,  et  j’ai  la  transformée 

■—  •—  a*  ■"!“  25  — | * t as  o. 

Dans  celle-ci  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  positive  de  a est  encore 
comprise  entre  1 et  2 , ainsi  on  fera  z = 1 ■+-  4 , ou  simplement  on 
mettra  la  place  de  s;  car  il  est  inutile  de  distinguer  par  des 

accens  les  inconnues  des  transformées  successives , et  on  sait  bien  qu'elles 
doivent  être  différentes.  La  transformée  sera  donc 


a1  — 3a*  — 4s  — 1=0. 

Dans  cette  dernière , la  valeur  de  s est  comprise  entre  4 et  5 , de  sorte 
qu’il  faut  mettre  4 -f-  “ â la  place  de  3.  Mais  pour  faire  celte  substitu- 
tion suivant  la  méthode  qui  a été  indiquée  (n*'  101),  je  forme  successi- 
vement les  quantités 

— 3s*  — 43  — « 

3s* — 65  — 4 


dd$ 

2 , 3 dz' 


3a  — 5 


I. 


Je  substitue  ensuite  dans  ces  quantités  la  valeur  3=4»  ct  j’a‘  lês  quatre 
nombres  — 1,  20,  9,  1,  d’où  résulte  la  transformée  suivante: 


— a5  + 20a*  -f-  ga  -(-  1=0. 

Maintenant  l’opération  est  plus  avancée  qu’il  ne  faut  pour  être  continuée 
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sans  tâtonnement  ; et  d’abord  au  moyen  des  quotiens  trouvés  i , i , 4 » 

je  forme  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : . 

Quotiens.......  i,  i,  4 

Fract.  converg.  p, 

et  la  quantité  z déterminée  par  la  dernière  transformée  sera  le  quo- 
tient-complet qui  répond  à la  fraction  |.  Mais  en  vertu  de  la  for- 
mule z==~~ ~j>  °n  a z = 5*1-  20,  donc  ao  est  l’entier  compris  dans  z. 

Au  moyen  de  ce  nouveau  quotient  ao , on  avancera  d'un  terme  le  cal- 
cul des  fractions  convergentes,  savoir  : 


4 > 

a 

7 » 


ao 

3 


i&q 

101* 


Et  pour  avoir  la. .transformée  suivante,  on  formera  les  quatre  quantités 
ç = — -f-  aos*  -f-  9;  4-  1 

^ = — 5s*  -f-  40s  -f-  9 

ddl  _ 

53?  = 5*  + ao 

«T»  __ 

»3 <&— 


on  y substituera  la  valeur  3=20,  ce  qui  donnera  les  quatre  nombres 
181,  —391,  — 40,  — 1 1 partant,  la  nouvelle  transformée  sera 


1813’  — 3913*  — 4°«  — 1=0. 


La  valeur  approchée  de  s dans  celte  transformée  sera , suivant  la  for- 
mule, * = ~ t|t  ==  *■+*»  ée  sorte  que  a est  le  quotient  suivant. 

En  procédant  ainsi,  on  trouvera  les  résultats  exposés  dans  le  tableau 
suivant  : 
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Développement  de  la  racine  comprise  entre  1 et  3. 


Équation  proposée,  et  ses  transformées 

Entier 

Fractions 

successives. 

de  la  racine. 

convergentes. 

, xl — jc' — ax-f-!=o 

I 

1:0 

31 3*-J-33-f-  1 = O 

I 

1 : 1 

s3  — 3a* — 4® — 1 =0. 

4 

2 : k 

— 33-f-203*-(-93-f-  1 = 0 

20 

9 ; 5 ' 

181 33 3913* 403 1 = O 

2 

182  : tôt 

— 197s3  -f-5G83*-l-6953-f- 181  — 0 

3 

372  : 207 

aoSgs3 — 12163* — 1 205a — 197  = 0 

l 

i3oi  : 722 

■—  5593’  -{-25403* -4-4961 3-fr  2059  = 0 

G 

,g74  : 9*9 

252131 249313* 752  23 559  = 0 

10  _ 

11345  : 6296 

— 47879- î-f-25oi583,-j-5o699j-f-35  21  = 0 

u5i24  : 63889 

etc. 

etc. 

La  dernière  transforme'e  a pour  racine  approchée 

1339a  , o5o 1 58 
a — 5388^ 4787.9 f 


quantité  qui  étant  réduite  en  une  seule  fraction,  et  développée  en  frac- 
tion continue,  donne  les  quoticns  5,  a,  2,  t,  2,  2,  1,  18,  1,  1,  3,  etc. 
On  pourra  donc,  au  moyen  de  ces  quoticns  mis  à la  suite  des  quoticns 
déjà  trouvés,  continuer  le  calcul  des  fractions  convergentes,  jusqu’à  ce 
que  leurs  termes  aient  1 1 ou  12  chiffres.  Par  des  opérations  semblables, 
on  développera  les  deux,  autres  racines , comme  on  le  voit  dans  les  deux 
tableaux  suivons  : 


i3o 
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Développement  de  U racine  comprise  entre  O et  \. 


Equation  proposée 
et  ses  transformées. 

! Entier 

de  la  racine. 

Fractions 

convergentes. 

X*  — X*  — 2X  -f-  1 =0 

O 

1 : 0 

Ss 33* 3 -f-  1 = 0 

a 

0:1 

— s3 -f- 3s*  4*  43  *+*  1 =0 

4 

1 : 2 

*’  — 203*  — 9S  — I = O 

30 

4 : 9 

a 

81  : 183 

Suivent  les  mêmes  trans- 

5 

166  : 573 

formées,  et  par  conséquent  les 

1 

679  î i3ot 

mêmes  quotiens  que  dan6  le 

6 

745  : r 674 

développement  de  la  première 

10 

5049  î vi  545 

racine. 

5 

5ia55  t u5ia4 

a 

etc. 

2G1224  1 586965 
etq. 

Développement  de  la  racine  comprise  entre  — i et  — a. 


X3 JT* 2X  -f- 1 = 0 

— 1 

— 1 ; 0 

z3  — 3s* — 4“ — * =0 

4 

—1  : 1 

S3  -f-  203*  +934-  I SS  0 

20 

—5  î 4 

2 

—101  : St 

Suivent  encore  les  mêmes 

3 

• — ao7  : 166 

transformées  et  les  mêmes 

I 

— 73»  : Bjg 

quotiens  qu’on  a trouvés  dans 

6 

— 9a9  : 745 

le  développement  de  la  pre- 

10 

— 6396  : 5049 

mière  racine. 

5 

— 6388g  : 5i335 

etc. 

etc. 

Dans  cet  exemple,  il  est  très-remarquable  qu'on  trouve  un  rapport 
entre  les  trois  racines,  au  moyen  duquel  le  développement  de  la  pre- 
mière racine  suffit  pour  donner  celui  des  deux  autres.  Ce  rapport  est  tel, 
que  si  on  appelle  6 une  même  racine  de  l'équation  s’ — 3s* —43—1=0, 
celle  par  exemple  qui  est  entre  4 <-‘1  5,  les  trois  racines  de  la  proposée 


seront  : 
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x =,  +-i-,=  a-f+L 

• +J  1+C 

I f 

x‘  a+g  aC+i 


l5l 


— *—(40* 

ou  sî  on  Appelle  et  la  première  valeur  dex,  les  deux  autres  seront  : 

^ i ( « — i 

I”^"  et — & * 

— I 

# * — I* 

Ces  propriété'®  se  vérifieraient  aisément  par  les  formules  des  sinus , 
puisqu’on  a x = a cos^'#’,  x,=  aco93-ir,  x, = a cos  1 7T  = — acosfx. 
Nous  remarquerons  au  reste  que  l’équation  dont  il  s’agit  tire  son  origine 
de  l’équation  r’~  x ==o , où  l’on  a fait  r*-|-rx-f- 1 =o  ; elle  servirait  aussi 
à inscrire  le  polygone  régulier  de  7 et  celui  de  14  côtés , car  on  a le  côté  do 

l’heptagone  régulier  = a sin  tiras  1/(4 — ■*“)=  p^(x  + a)  (* — I)  » et 

celui  du  polygone  de  14  côtés  =a  cos|-7f=x,. 

Toutes  les  équations  relatives  à la  division  du  cercle  sont  telles, 
qu’une  de  leurs  racines  suffît  pour  déterminer  rationnellement  toutes  les 
autres  ; mais  il  en  existe  une  infinité  d’antres  qui  offrent  la  même  faci- 
lité, et  entre  toutes  ces  équations,  on  doit  distinguer  surtout  celles  dont 
une  racine  développée  en  fraction  continue  suffît  pour  donner  le  déve- 
loppement de  toutes  les  autres  racines. 

Exemple  II. 


(106)  L’équation  x4 — x3  — 3x*-J-ax-f- 1 =0  aurait  pour  racines 
x = acos  J , x=s— acos  x=3Cos^,  x= — a cos ^ : mais  en 

excluant  la  racine  acos^  qui  se  réduit  à l’unité,  on  a l’équation t 

x1  — 5x — 1=0  dont  les  racines  sont  x = a cos  "r,  x=— acos  — : 

9 ,9 

x = — -acos^p  Voici  le  développement  de  la  pins  petite  —a  cos  -1. 
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t3a 


x’ — 3x — 1 — 0 

O 

— 1 : 

: 0 

— 53-|-35* I =0 

2 

O 

1 

3;1 — 5a — 1=0 

1 

1 

2 * 

— 33-fr6»*-frÇ)S+  3 = 0 

7 

— 1 

3 

173’  — 543’ — i5z — 1 =0 

5 

— 8 

23 

— 733’  4- 1 aos*  4-9934- 1 7 = 0 

2 

— 25 

73 

1 1 1 s1 — 2972’ — 3183 — 75  = 0 

5 

— 58 

167 

— 703s1 4-8973’  -f-7023-l- 1 1 1 = 0 

1 

— *99 

573 

10073’ -f-  3873V— 121 2z — 705  = 0 

1 

— 357 

740 

— 5 2 1 334-2  58 134- 340834- 1 007  = 0 

6 

— 436 

1 5 1 5 

19073’ — 218643* — 67903 — 5ai  = 0 
etc. 

I I 

etc. 

— 2903 
etc. 

8618 

La  dernière  transforme'e  aura  pour  racine  approchée 
i3i3  ai864 63a5<i74 

4309 *9°7  8a  178(3*  , 

ét  le  développement  de  cette  fraction  donnera  à la  suite  de  11  les 
quotiens  1,  5,  2,  1,  g,  1,  a,  5,  etc.,  au  moyen  desquels  l’approxima- 
tion des  fractions  convergentes  peut  être  poussée  jusqu  a ce  que  les  dé- 
nominateurs n’exccdent  pas  (8618)'. 

Développement  de  la  racine  x = 2 cos  - . 


0 

il 

ï 

1 

Ts 

1 

! 

0 - 

— 3s5  4*  3s  4* 1 

r 

% I 

I 

s3  — 63*  — 93  — 3 — 0 

7 

2 

I 

— 17334-54=’+  i53  4*  1 — ° 

5 

i5 

8 

2 

47 

35 

Les  autres  transformées  sont 

3 

109 

58 

les  mêmes  que  dans  le  déve- 

1 

374 

>99 

. loppemeut  de  b première  ra- 

1 

483 

357  > 

cine. 

6 ", 

857 

456 

I I 

56  a5 

a993 

etc. 

etc.  . Ta 
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Développement  de  la  racine.  x=  — acos  — 


! î*  • - 

,r’ — 5x — i=o* 

—1 

~-l 

0 ■:>  - 

:t 

-J — 5a — 1 —0 

1 

— 1 î 

1 ■•••« 

77 

— 5a5  4“  ^3  4“  * — 0 

1 

— a : 

1 

; z*— &*—  9;—  3 = o 

7 

—3  : 

2 

3 

— aS . : 

.4  5 ■ 

. i 

Les  autres  transformées 

2 

~-7a  : 

47 

comme  dans  la  racine  précé- 

3 

— i6y  : 

IOC) 

dente. 

1 

—573  : 

374 

: 

1 

—740  : 

/t83 

\>  6 

— i3i5-  : 

857 

1 

' • ' i 

1 — SCift  : 

56a5 

zr  1 

etc. 

etc- 

r * 

««•  • 

Ces  rapports  entre  les  racines  pourront  se  vérifier  aisément  par  les 
formules  connues  des  sinus. 


(167)  Nous  avons  déjà  remarqué' (ti*  99)  j que  si  l'équation  propo- 
sée est 

ax'-\-  bx’~‘  4-cx*r*'. . . 4-^=:o)  ' . : i’  ~ t'-- 


et  qu’une  de  scs  transformées,  correspondante  à la  fraction  conver- 
gente ^ , soit 


on  aura 


Az'  -f  Bz'~‘  4-  Cz'~‘ 4-  .A  = o , 

' - J t "'-î  . ) 


A = ap'-+-  bp'-'q  4-  epr-'q' 4-  kip. 

' • ’ I ."J  1 ; 1:  . 

De  là  il  suit  que  si  ou  a à résoudre  l'équation  indéterminée 
al'  4“  l>l“~‘it  4-  ct'~,u‘. ....  4-  bu'  = A , 


et  que  le  nombre  A 9e  trouve  coefficient  du  premier  terme  de  l'une 
des  transformées  successives  données  par  le  développement  de.  x en 

fraction  continue,  1a  fraction  correspondante  ^ sera  une  valeur  de  - 

et  donnera  une  solution  de  l'équation  proposée.  On  aura  donc  ainsi 
autant  de  ces  solutions  particulières  qu'on  trouvera  de  fois  le  nombre  A 
parmi  les  cocfficiens  dont  il  s’agit;  mais  il  faudra  en  outre  que  lu  signa 
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de  ce  coefficient , tel  qu’il  est  donné  par  la  série  des  opérations  , s'ac- 
corde avec  celui  de  A dans  le  second  membre  de  l’équation  proposée. 

Pour  passer  de  l’équation  proposée  à sa  transformée  en  z,  on  peut 
faire  directement  ; réciproquement  pour  revenir  de  la  trans- 

formée à la  proposée  , il  faut  faire  z=  — ce  qui  donnera 

± a (—  <?)•+ B(—<ry-'q+ c(—  r)~y +Kn 

de  sorte  que  si  Oh  avait  à résoudre  l’équation  indéterminée 
a zlz.  A j'  -f-  B/’~’u  -f-  Cy*  *u*  -f-  , . . . . -f-Au*, 


• • Y Q*  ^ 

on  y satisferait  en  prenant Et  le  rapport  que  nous  établissons 


ici  entre  l’équation  proposée  et  chacune  de  ses  transformées,  a égale- 
ment lien  eritse  déni  transformées  quelconques,  pourvu  que  les  fractions 
convergentes  soient  calculées  d’après  les  quotiens  intermédiaires. 


Ainsi  dans  l’exemple  premier , on  peut  comparer  directement  la 

seconde  transformée  x'  — 3x*  — 4X  — i = o à la  neuvième 

— 47879s’ -t-a5oi58z*  -f-  506993-1-  a5at  = o;  mais  pour  cela,  il  faut 
calculer  les  fractions  convergentes  vers  une  raciue  de  l'équation... 
x3  — 3x* — 4-r — i=o,  ce  qui  se  fera  au  moyen  des  quotiens  trouvés 
4,  20,  a,  3,  1,  6,  10;  voici  ce  calcul  ; 


Fract.  converg. 


4,  ao, 

a . 

3 . 

1 

> 

6 , 

t 4 

81 

16G 

■22 

Z45 

5*  1 » 

ao  * 

4‘  * 

143 

I 

«84  » 

_3iaS5s 

+ 5b44 

ou  z: 



■1*47- 

r + 5o4( 

1 a654* 

+ l347  ’ 

lû 

65_ifr 

^37^31 

10 


On  voit  en  même  lemps  que  si  on  avait  h résoudre  l'équation 
47879/’  -f-  a5o  1 58<*« — 50699 tu’  + a5a  1 u’  = 1 , 


on  y satisferait  en  faisant  l — 1 247 , ti  = ta654. 

Une  telle  réduction  entre  de  si  grands  nombres  parait  remarquable; 
cependant  pour  peu  qu’on  y réfléchisse,  on  verra  que  toutes  les  trans- 
formées comprises  dans  le  développement  de  la  même  racine  jouissent 
de  la  mènte  propriété , c’est-à-dire  que  si  l’une  quelconque  de  ces  trans- 
formées est  Représentée  par  At1  -4- Et'  -f-Uc  -^-D=n  6,  les  nombres  At 
B,  G,  D pouvant  s'élever  à une  grandeur  quelconque,  on  satisfera  tou- 
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AO  4-  Bt'u  -f-  Cufi  4-  Du?  — i , 


en  prenant  t = — < f,  u = q , p-  étant  la  fraction  convergente  à laquelle 
répond  le  quotient-complet  s. 

Si  l'on  considère  de  plus  que  la  proposée  jc3  >---#*■■-  ax-f- j = o 
et  ses  trois  premières  transformées  ont  b leur  premier  terme  l’unité 
pour  coefficient , et  que  chacune  de  cas  quatre  équations  peut  être  re- 
gardée comme  l’équation  principale  qui,  par  le  développement  de  sa 
racine,  fournit  toutes  les  autres  transformées,  on  en  conclura  qu’il  y 
a toujours  au  moins  quatre  manières  de  réduire  à l’unité  la  quantité 
AO  -f-  Bt'u  -f-  Ctu?  -j-  Du'.  Par  exemple,  si  l’on  se  propose  encore 
l’équation 

47879^ -f-a5ot58<*«— 5o699t«*4-25ai«3=?  i, 

on  y satisfera  de  ces  quatre  manières  : 

f = 6396  n = 6388g 

l — 5o4g  u = 5ta35 

t = 1 347  « = 1 a654 

61  uz*  619.  . 


(108)  Mais  on  peut  encore  trouvée  d'autres  solutions  par  le  déve- 
loppement des  deux  autres  racines  de  k même  équation.  En  eilèt,  puis- 
qu'il partant  de  l’équation  1 

47  879a* a5o  1 58a*  — 506993 -(- a5a  1 .=  o , 

et  faisant  8 ~g58^  x i îsf'’  ' ’ on  a transformée 


,a4 1 

r5  — ar’  — 


aa:  4*  1 : 


on  peut  supposer  qu’on  est  parvenu  à ce  résultat,  en  développant  en 
traction  continue  une  racine  de  l’équation  en  a,  comprise  entre  o et  t. 
Voici  l'opération  qui  serait  l’inverse  de  celle  de  l’exemple  I ; 
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0 = 478793*43  5o  1 58a' — 50G9924  2 5a  1 

O 

1 : 0 

, 0=  a5ai/’ — 5oGgg/*435oi  58/447879 

IO 

0 : 1 

0=  Sôg/* — 7ri22/‘-+-j495i/-+-a5a  1 

6 

1 : .0 

0 =2059/ — 4ç/i  1/ ’-j-a  54<p-j-  55g 

1 

6 : 61 

0=  197/ — iao5/*-+-iai(ÿ'-+-ao59 

3 

7 : 7* 

0 — 18  y5 — 6r>5/f-+-568/-f- 197 

- a 

27  = a74 

0—  7 J— 4qr*-f-5g  1/4 1 8 1 

20 

61  : 619  ( 

1 oœ  / — 9/420)41 

4 

1247  : 12654 

0 =3  / — 4/45*4  • 

1 

5o4g  : 5ia55  i 

* o=.  /-î+'-I+i 

1 * 

6396  : 68889 

o=  —Z3 — aZ*-f-Z-|-i  11345  : 11^124 


Arrivé  à celle  transformée,  on  aurait  5 = ; ainsi  en  met- 
’ îiaia^z+KSSSg 

tant  — 5 à la  place  de  Z , on  voit  que  la  substitution  de  la  valeur 

s = . donne  en  effet  la  transformée  x ’ — x*  — 2x4  t =*  o. 

63809a: — 113194  ' 

Mais  le  développement  précédent,  qui  est  exact  jusque  dans  l'avant- 

dernière  transformée , cesse  de  l'être  dans  la  dernière , et  par  cette  raison, 

nous  avons  séparé  par  un  trait  les  derniers  résultats  qui  ont  besoin  d'être 

rectifiés. 

L'avant-dcmière  transformée  o =/  — 2/  — y -f-  1 a deux  racines 
positives,  l’une  comprise  entre  o et  1 , l’antre  entre  a et  3.  Si  on  fait 
d’abord  usage  de  la  dernière,  il  faudra  prendre  a pour  racine  appro- 
chée , au  lieu  de  1 * qui  a été  mis  dans  le  tableau  précédent , alors  lo 
calcul  se  coulinucra  ainsi  : • 


; ! . . » .1 

r , « • 

5049  t 5 1255 

* 0 =/  — 2/  — / 4 1 

2 

6296  : 63889 

0 = — / 4 5/*  -+-  4/-f- 1 

4 

17641  : 179013 

O =/  -r-  30/  — 9./-“  « 

. a4  : 

„•  76860.  : 77994+ 

0.=  — 18 1/4-39 1/440/4 1 

x*  iu  .v 

1 55484 ■ : 15777833 

Suivent  les  mêmes  transfor- 

|  j etc-  . t - 

etc. 

mées  et  les  mêmes  quolieiis 
que  dans  l'exemple  I. 

Et  comme  on  trouve  ici  deux  nouvelles  transformées  dont  le  premier 
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terme  a pour  coefficient  1 , il  s'ensuit  que  l'équation  indéterminée 

478791*  -f-  a5oi58<*«  — 50699/11* -f-  a5aiu*  = ± 1 

est  snsceptible  de  deux  nouvelles  solutions  , savoir  : { 

t = «764*»  « = 179015,  a**  membre  — 1 

< = 76860,  u ss  77994*  > a<1  membre  +1. 

Si  ensuite  on  fait  usage  de  la  racine  comprise  entre  o et  1 , il  faudra 
de  plus  rectifier  le  quotient  mis  devant  la  transformée  précédente... 
o =7*  — 4 7* H-  87*  -f-  > , et  on  aura  les  résultats  suivans,  qui  présentent 
' le  développement  d'une  seconde  valeur  de  s : 


0=7*— 4 7*+57+  1 


ia47  t ia654 

5049  : 5ia55 


o = — f — 7*  4-  27  + 1 

0=7»— 57*— 47— 1 
o = —7’  + 307*  +97  + t 
0=  18171 — 3917* — 407—1 


Le  reste  comme  ci-dessus. 


I 


I 

4 

ao 

a 

5 
1 

etc. 


ii545  : n5ia4 
16394  : 166359 

76931  : 780560 

i5548 14  : *5777559 
etc. 


On  aura  donc  encore  trois  nouvelles  valeurs  qui  satisfont  à l'équation 
indéterminée,  savoir: 


<=n  3jJ5  , 
< = 16394, 
t = 76931 , 


u — n5ia4, 
u = 166359 , 
u = 780560 , 


aa  membre  — 1 
a1*  membre  -+- 1 
a1*  membre  — i. 


(109)  Pour  éclaircir  davantage  cette  théorie,  considérons  en  général 
une  équation  proposée  -A  = o,  et  supposons  qu’en  développant  une 
de  ses  racines  en  fraction  continue,  on  parvienne  à une  transformée 
quelconque  Z = o;  soit  a,  £. . . ft,  etc.  la  série  des  quo tiens  trouvés, 

et  jj  la  fraction  «onvergente  qui  répond  tant  au  quotient  entier  fi  qu’au 

quotient-complet  z donné  par  l’équation  Z =0.  Voici  l’opération  ügu- . 
rie  du  développement  : 


18 
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II 

0 

a 

i : o 

• 

e 

a : i • 

y 

S 1 

. 

ê»* 

r : r 

Z — o 

A* 

p • ? 

Z'—  o 

P-' 

p’  <f 

* 

t 

Cela  posé,  Ja  transformée  Z — o résulte  directement  delà  proposée» 
en  y substituant,  au  lieu  de  x,  la  valeur  x — réciproquement 

la  proposée  X — o résulterait  d'une  quelconque  de  ses  transformées 
Z,=  o,  en  substituaut  dans  celle-ci,  au  lieu  de  s,  la  valeur.,. 

z = m^me  rapport  peut  être  établi  entre  deux  transformé 


quelconques,  pourvu  que  les  fractions  convergentes  soient  calculée 
moyen  des  quotiens  intermédiaires , en  partant  de  celui  qui  répond  à la 
première  transformée , et  qui  en  est  une  racine  approchée. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  formule  x = renferme  implicite- 

ment toutes  les  racines  de  l’équation  proposée  , car  on  peut  imaginer 
qu'on  substitue  successivement  à la  place  de  z les  différentes  racines  de 
l'équation  Z = o,  et  il  en  résultera  autant  de  différentes  valeurs  de  x. 

Réciproquement  la  valeur  de  s = renferme  toutes  les  ra- 

cines de  la  transformée  Z=o.  L’une  de  ces  racines,  qui  est  positive 
et  plus  grande  que  l'unité,  est  donnée  par  la  continuation  du  dévelop- 
pement, ensorte  que  l’on  a 


z = ft  + -r  , i 

* +7 


etc.  à l'infini.  » 


Celle-ci  est  censée  répondre  à la  racine  x qu'on  a développée  en  frac- 
tion continue.  Les  autres  racines  de  la  transformée  (au  moins  lorsque 
le  développement  est  devenu  régulier,  et  que  la  transformée  n’a  pas 
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à-la-fois  deux  racines  positives  et  plus  grandes  que  l'unité)  sont  toutes 
négatives  et  plus  petites  que  l’unité;  en  effet,  si  on  désigne  par  x, 
celle  des  autres  racines  de  la  proposée  à laquelle  répond  une  autre  ra- 
cine de  la  transformée,  désignée  semblablement  par  s,,  on  aura 

• 

s __  r-'-.—p”  _ p°  ■ (/»r— 

' P—  9*i  P p(.p—v *■) 


Or  on  a pq‘  — /?*y  = ± i,  et  comme/»  va  en  augmentant,  ainsi  que 
p — qx ,,  puisque  ^ n’est  pas  une  fraction  convergente  vers  x, , il  est 


clair  que  la  valeur  de  z,  approchera  d'autant  plus  de  — y que  p sera  plus 


grand.  Ce  résultat  a lieu  également  pour  toute  racine  de  la  transformée 
autre  que  z;  d’où  l’on  voit  que  toutes  ces  racines  tendent  continuelle- 
ment à être  égales  entre  elles,  et  à avoir  pour  valeur  commune 
quantité  négative  et  plus  petite  que  l’unité. 


(no)  D'un  autre  côté, 
à la  fraction  continue 


on  sait  (na  ji)  que  la  quantité^-  est 


îgale 


p°  + 


t-w  + 


i 


4; 


composée  desquotiens  qui  précèdent  p dans  l’ordre  rétrograde,  jus- 
qu’au premier  <t  inclusivement.  Donc  tandis  qu’une  racine  s de  la 
transformée  Z = o , donne  dans  son  développement  les  quotiens  p , 
p',  p",  etc. , toutes  les  autres  racines  de  la  même  transformée  donnent 
dans  leur  développement  les  qnotiens  précédens  p ",  p‘°,  p“°,  etc.  dans 
l’ordre  inverse.  Ces  racines  sont  donc  en  effet  d'autant  plus  près  de 
l’égalité , qu’il  y a un  plus  grand  intervalle  entre  la  proposée  et  la  trans- 
.formée  dout  il  s'agit.  Mais  quelque  approchée  que  soit  cette  égalité, 
élle  ne  devient  jamais  rigoureuse,  et  on  peut  toujours  développer  sé- 
parément les  différentes  valeurs  de  a,  correspondantes  aux  valeurs 
analogues  de  x,. 

Car  si  on  reforme  la  fraction  ~ , au  moyen  des  quotiens  qui  la  com- 
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posent,  en  cette  sorte 


O 1 

T»  P 


G,  a 

<T  />*. 
V ’ P ’ 


si  ensuite  on  met  et— x,  à la  place  de  a,  il  est  clair  que  la  fraction  con- 
tinue deviendra  r ~ , et  qu'ainsi  on  aura  — z,  —p'  : donc  la 

p — </*.  n p — q*t 

valeur  exacte  de  —a,  développée  en  fraction  continue  sera: 


H ne  s’agit  plus  que  de  substituer  à la  place  de  x,  sa  valeur  expri- 
mée aussi  en  fraction  continue.  Pour  cela , il  y a difiërens  cas  à 
examiner. 

1*.  Si  x,  est  négatif,  et  que  sa  valeur  développée  commence  ainsi 
— x,  — a,  +r  j i » alors  il  est  clair  que  la  jonction  des  deux 

‘ "*’>i  + «te. 

fractions  continues  se  fera  sans  difficulté,  et  donnera 


>‘+Pî+. 


c+ 


“ + *>  + 


C.+etc. 


> 


a*.  Si  la  valeur  de  x,  est  positive  et  moindre  que  a , on  fera 

x,  = a,  -f-  - , ce  qui  donnera  a—  x,  = a — a,  — i -f-  -J-  i . Dans 
^ 

le  cas  où  a— a,  = i,  il  faut  remonter  au  quotient  qui  précède  a, 

et  on  aura  G ~| 1 — = € •+•  i -4-  — ^ — . 

* — x,  ~'+y 

5°.  Si  la  valeur  de  x,  est  positive  et  plus  grande  que  a,  il  faudra 
encore  remonter  au  quotient  G , et  on  aura 
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Soit  d’abord  *,  = et , cette  valeur  sc  réduit  à 6 — y,  et  on  se  con- 
duira à l'égard  de  € — y,  comme  on  l’a  fait  pour  et — x. 

Soit  ensuite  et — et,  = — m,  on  aura 


C 


1 + 


De  là  on  voit  que  dans  tous  les  cas  la  substitution  de  la  valeur  de  x, 
peut  se  faire  dans  la  fraction  continue  égale  à s, , sans  occasionner 
d'autre  changement  que  sur  quelques-uns  des  derniers  tonnes  de  la 
suite  fi‘,  a”  et , ou  sur  quelques-uns  des  premiers  de  la  suite 

et,,  6,,  y,,  etc.  venant  du  développement  de  x,.  D'ailleurs  la  suite 
infinie  et, , Ç, , y, , etc.  ( sauf  peut-être  quelques  premiers  termes  ) 
sera  également  comprise  dans  le  développement  de  la  racine  a,.  Donc 
une  racine  quelconque  de  la  transformée  offre  toujours  dans  son  déve- 
loppement en  fraction  continue  les  mêmes  quotiens  que  la  racine  cor- 
respondante de  la  proposée,  sauf  les  premiers  termes  qui  sont  différens, 
tant  à cause  de  la  partie  /*■“,  *t”,  etc.  qui  est  propre  à la  transformée, 
qu’à  cause  de  la  jonction  des  deux  fractions  continues  qui  peut  opérer 
un  changement  dans  les  premiers  termes. 


(ut)  Pour  rendre  ces  résultats  encore  plus  sensibles,  reprenons 
l'exemple  I,  où  l'équation  proposée  est  X3  — x* — ax-f-  î — o,  et  con- 
sidérons une  de  ses  transformées,  telle  que 

— 1 97s3  -f-  568s*  -1-6953  -f- 181  =0; 


la  racine  positive  et  plus  grande  que  l’unité  sera  donnée  par  les  quo- 
tiens qui  naissent  de  la  continuation  du  développement,  et  qui  sont 
3,  1,  6,  10,  5,  a,  a,  1,  a,  a,  1,  18,  1,  1,  3,  etc.  ; de  sorte  qu’on 
aura  pour  cette  première  racine, 


*=5+r+ * 

^6  + 


,0  + 5 + etc. 


Pour  avoir  les  deux  autres  racines  de  la  même  équation , il  faut,  con- 
formément à ce  que  nous  avons  dit,  prendre 


1 


I 
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et  substituer  au  lieu  de  x,  successivement  les  deux  autres  racines  de 
1 équation  proposée.  La  racine  négative  étant  celle  dont  la  substitu- 
tion est  la  plus  facile,  nous  prendrons  d'abord  sa  valeur  développée, 
qui  est  • - 

• ’ • — « *+-^+-L  . , 


ao  ■+• 


d'où  résultera 


9 + 3+ etc. 


— — ;+-L 


a°+2+i  . 

•+=+  +-=-*. 

1 S ■+■  etc. 

Prenons  ensuite  la  troisième  racine  positive 

*«  = 0 + i + 2 4-1 

4"rao  + etc. 

si  on  feit,  pour  abréger,  = on  aura  la  troisième  racine  de 

y 

la  transformée 


— *,= 


, + ■-;+!. 
y 


Pour  faire  disparaître  l'irrégularité  dans  cette  valeur,  il  faut  changer 
ainsi  les  derniers  termes  de  la  fraction  continue  : , • 


T+'-â+I 

y 


y 4-  i i 

i ' 3y-f-a  a 


> + ■ 


_ 1 

’â-f 


ï+: 


Donc  on  aura,  sans  aucun  terme  négatif, 


l+U-  ■ 

4 + «°  + -a  + I 

1 ‘ 3 -p  etc. 
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les  quotiens  gui  vans  étant  comme  dans  la  première  racine  j,  6,  10, 
5,  3,  3,  j,  3,  3,  1,  18,  1,  1,  3,  etc. 

Au  reste , si  on  applique  cette  théorie  aux  équations  du  second  degré, 
et  qu’on  considère  l’équation  transformée  qui  donne  la  râleur  du  quo- 
tient-complet dans  une  période  éloignée,  on  trouvera  que  la  seconde 
racine  de  cette  transformée  est  exprimée  par  les  quotiens  précédens  pris 
dans  l’ordre  inverse  ; d’où  il  suit  que  la  période  qui  a lieu  dans  le  dé- 
veloppement de  cette  seconde  racine,  est  la  meme  que  celle  de  la  pre- 
mière , mais  prise  dans  l’ordre  inverse.  Résultat  entièrement  ‘conforme 
avec  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  pour  les  équations  du  second  degré 

(S  X,). 


(na)  Quoiqu’on  ait  supposé  dans  ce  qui  précède , que  les  cocfüciens  de 
l’équation  proposée  sont  des  nombres  entiers , cette  condition  n’est  pas 
cependant  absolument  nécessaire , et  on  peut , au  besoin , convertir  en 
fraction  continue  la  racine  de  toute  équation  proposée,  soit  algébrique, 
soit  même  transcendante.  Pour  cela,  il  faut  chercher,  par  une  méthode 
quelconque , la  valeur  approchée  de  la  racine  dont  il  s'agit , puis  con- 
vertir cette  valeur  en  fraction  continue , en  ayant  soin  d’arrêter  le  dé- 
veloppement et  le  calcul  des  fractions  convergentes  au  point  où  l'on 

présume  que  l’exactitude  doit  cesser.  Si  la  fraction  r-  à laquelle  on  s'ar- 
rête , est  une  fraction  convergente,  il  faut  se  rappeler  que  la  différence 
de  cette  fraction  avec  x doit  être  moindre  que  ; et  ainsi  le  degré 

d’approximation  de  la  valeur  de  x étant  supposé  connu,  on  connaîtra 
la  limite  de  y.  An  reste,  une  approximation  ultérieure  servirait  à re- 
dresser l’erreur,  s’il  y en  avait. 

• Supposons  donc  qu’en  vertu  de  la  première  approximation  , on  a 
trouvé  les  quotiens  et  les  fractions  convergentes  vers  x comme  il 
soit  : 


Quotiens et,  C, 

Fract.  converg. ...  *, 


P 

p>  p 

r ’ ? 


Pour  continuer  le  développement,  on  prendra  l’équation  proposée 
F (x)  = o , et  on  substituera  dans  le  premier  membre,  au  lieu  de  x , 

la  valeur  a.  On  «appose  que  a»  est  une  correction  assez  petit* 
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pour  qu’on  puisse  négliger  les  puissances  de  e*  supérieures  à la  pre<» 

mière,  et  alors  en  faisant  y-—  F“>  le  résultat  de  la  substitution  sera 


F : ^^  = 0,  d'où  l’on  tire 


Soit  maintenant  s le  quotient-complet  qui  répond  à £ , on  aura  . . . 
x _ PLilL  = E _i_  a,  Ce  qui  donnera,  en  substituant  la  valeur  de  », 

Si  l’équation  est  algébrique  , cl  qu’on  ait 

F (x)  = ax'  -f-  Ax"-1  -f-  cx'~'  -f- -4-* 

F ' : (x)  = nax'~'  -+-  ( n — 1)  Ax"-*  -+-  (n  — a)  ex"-’  -f-  etc. 


il  en  résultera 

<£  , pq° — p'q  nap—'-f-fn — l)bp’'~'q  -f-  (n — u)rp'—q*  etc. 

* q q ap"  + bp’-'q  + cp‘—ç‘  + . ... .+ V ’ 

ce  qui  revient  à la  formule  du  n*  10a. 

En  général , il  est  à remarquer  que  la  valeur  de  x donnera  par  sot» 
développement  divers  quotiens  fj. , ft,  fi,  etc.  qui  feront  suite  avec 
les  quotiens  déjà  trouvés,  et  permettront  de  continuer  le  calcul  des 
fractions  convergentes  jusqu'à  ce  que  l’erreur  de  la  première  approxi- 
mation soit  réduite  à son  quarre.  Et  s’il  arrivait  que  la  valeur  de  z ne 
fut  pas  positive  et  plus  grande  que  l’unité,  ce  serait  une  preuve  qu’un 
ou  plusieurs  des  quotiens  précédens  fi",  fi",  etc.  sont  fautifs,  et  doivent 
être  corrigés  au  moyen  de  la  valeur  de  s.  Alors  on  réduirait  en  une 

seule  fraction  et  si  la  somme  était  positive  et  plus  grande  que 

l’unité,  il  n’y  aurait  que  le  dernier  quotient /a*  à changer.  Dans  le  cas 
contraire,  il  faudrait  substituer  la  valeur  de  z dans  + , > , ou 


même  dans  , » , ainsi  en  rétrogradant,  jusqu’à  ce  qu’on 


àx.  —j  . J». 
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parvînt  à un  résultat  positif  et  plus  grand  que  l'unité.  Cette  râleur 
étant  développée  en  fraction  continue,  donnerait  à-la-fois  les  quotions 
qu’on  doit  substituer  aux  quotiens  défectueux  et  quelques-uns  de  ceux 
qui  les  suivent , selon  le  degré  de  la  première  approximation. 

Il  est  clair  que  par  des  operations  semblables,  réitérées  autant  qu'il  est 
nécessaire,  on  peut  parvenir  à développer  en  fraction  continue,  et  jus- 
qu'à un  nombre  de  quotiens  quelconque , toute  racine  d'uue  équation 
proposée , de  quelque  nature  quelle  soit. 


(n  3)  Quanta  la  méthode  pour  obtenir  la  première  approximation, 
on  peut  proposer  comme  l’une  des  plus  simples  et  des  plus  convenables 
pour  cet  objet,  la  méthode  de  Daniel  Bernoulli,  fondée  sur  la  théorie 
des  suites  récurrentes,  et  dont  Euler  a donné  une  exposition  détaillée 
dans  son  Inirod.  in  Analjs.  Inf.  Cap.XVlI.  Cependant  comme  cette  mé- 
thode est  sujette  à quelques  difficultés  dans  les  applications,  il  ne  sera 
pas  inutile  de  la  présenter  ici  avec  une  modification  qui  peut  faire  dis- 
paraître une  grande  partie  de  ces  difficultés. 

Soit  -f-ix'*-*  3 -f-  etc. =o,  une  équation  proposée 

dont  les  racines  sont  a,  6,  y,  , etc.  ; si  on  prend  pour  z une  va- 
riable quelconque  , on  aura  l’équation  identique 


i •+-  az  -f-  bs'  -f-  es5  etc.  = (i  —as)  Çi  — Çs)  (i  — ys)  etc.  j 

d'où  résulte,  par  la  différentiation,  cette  autre  équation  pareillement 
identique  : ■ ' 


— a — a bz — 3ci* — etc.  _ • , C 

i-f-as-f-ii’  + cï3-)-  «te.  i — « ' i—Cz 


+-etc. 


Soit  A J9s-f-  Cz*-f-  Ds* . . .-f-  Afs*- ' -f-  fW-f-  etc.  la  série  qui  vient 
du  développement  du  premier  membre,  on  aura,  d’après  la  loi  connue 
des  suites  récurrentes  , 

A = — a 

B = — aA  — si 

C=z  — aB  — b A — 3c 

Z)  ^ — aC  — b B — cA  — — 4 d 

E = — aD  — bC—  cB  — dA  — Se 


. etc.  ... 

11  faut  par  conséquent  que  la  suite  ainsi  trouvée  A-\-Bs~{-Cz‘  -f-  etc.' 

*9 
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soit  kleutiqoe  avec  celle  qui  résulte  du  second  membre........ 

— î— - -f*  — ? — 4-  etc.  Or  on  b — - — = a a*s  + a5s* -f- etc. , et  les 

autres  fractions  partielles  donnent  des  résultats  semblables  ; donc  en 
réunissant  tous  ces  résultats,  on  aura 

A — s 4*  f *4*  y “f~  d' 4-  * 4*  etc. 

B = a*  -4-  C*  + >•  -f-  /*  4-  «*  -f-  etc. 

C = a*  4-  6’  4-  y*  4 J 3 4.  »5  4-  etc. 


et  eu  general  jV  = «*  4’  6" 4-  y"  + «T*  -4-  s* -{-etc.  v 

Ces  formules  sont  celles  qui  servent  à trouver  la  somme  des  puissances 
des  racines  d’une  équation  donnée;  mais  il  est  évident  qu’elles  sont  ap- 
plicables anssi  à la  résolution  approchée  des  équations;  car  si  a.  est  la 
plus  grande  des  racines,  et  que  l e». posant  n soit  suffisamment  grand, 
on  aura  à fort  peu  près  iV  = a"  : on  aurait , par  la  même  raison , 

Ar 

Af=a*-',  donc  la  racine  cherchée  «x-jj, 

Donc  pour  avoir  par  approximation  la  pins  grande  racine  de  l’équa- 
tion proposée , il  faut  calculer  les  coefliciens  successifs  A , B , C r 
D....M , N. ...  par  la  loi  générale  des  suites  récurrentes;  puis  on 
divisera  le  dernier  coefficient  trouvé  par  l'avant-dernier,  elle  résultat 
sera  la  valeur  de  la  racine  demandée:  valeur  d’autant  plus  approchée, 
que  l'opération  aura  été  poussée  plus  loin , et  qu'il  y aura  plus  d'inéga- 
lité entre  les  racines. 

11  est  aisé,  par  une  transformation,  de  faire  ensorte  qu'une  racine 
quelconque  devienne  la  plus  grande  des  racines,  ainsi  cette  méthode  peut 
servir  à trouver  indistinctement  toutes  les  racines.  Dans  un  grand  nombre 
de  cas  l'approximation  sera  plus  rapide  par  cette  voie  que  par  aucune 
autre  connue;  quelquefois  elle  sera  lente,  quelquefois  aussi  les  résul- 
tats seront  absolument  fautifs  ; mais  il  est  facile  de  prévoir  et  d’cviter 
ces  inconvéniens , si  l'on  a une  première  notion  de  Sa  grandeur  re- 
lative et  de  la  nature  des  racines. 

(u4)  Appliquons  ces  méthodes  à l’équation  x 5 — Sx* 4-  i =o;  pour 
avoir  la  valeur  approchée  de  la  plus  grande  racine , il  faudra  déveiop» 
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• 3— 3x" 

per  en  se'ric  la  fraction  t ce  T1*  donnera  S-f-çp-f-a^-f-Gep1 

4-i98;'-)-570i4-)-i64  iae4*47  1 3Go5;'-(-39i  743*+ etc.  En  s'arrêtant 

ainsi  au  dixième  terme , 011  aura  la  racine  cherchée  x — 

i55o5 

Maintenant  si  on  développe  cette  valeur  en  fraction  continue,  on 
aura  les  quotiens  a,  i,  7,  3,  a,  3,  1,  a,  6;  et  pour  juger  jusqu’à  quel 
point  ils  peuvent  être  exacts,  on  développera  semblablement  la  frac- 
tion qu’on  aurait  eue  en  s’arrêtant  au  neuvième  terme;  il  résulte 

de  celle-ci  les  quotiens  a,  1,  7,  3,  a,  5;  d'où  il  parait  qu’on  peut  re* 
garder  comme  exacts  les  quotiens  a,  i,  7,  3,  a,  3.  Au  moyen  de 
ceux-ci  on  calculera  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : 


Quotiens a,  1,  7 , 

Fract.  conver^ T>  T> 


5 , a,  5. 

a3  7B  167  573 

T * a5  ’ Itf  ’ 199' 


Pour  continuer  le  calcul  de  ces  fractions  d’après  la  méthode  du  n*  ua, 
frisons  ^ ==  '-^1 , C = 522  > et  soit  toujours  z le  quotient  complet  qui 

répond  à cette  dernière  fraction  , nous  aurons,  en  observant  que 

pf—fp=x  4-j: 


3 


-S-'-f-i 
v 1 

r : . 


a6oo5i 

'33^37' 


dette  valeur  étant  positive  et  plus  grande  que  l'unité , il  s'ensuit  que  tous 
les  quotiens  déjà  employés  sont  exacts;  et  pour  avoir  ceux  qui  viennent 
à la  suite , il  faut  développer  la  valeur  de  z en  fraction  continue  , ce 
qui  donnera  les  nouveaux  quotiens  1,1,6,11,1,7,1,  3,  etc. , de 
sorte  que  l'opération  du  développement  se  continuera  ainsi  ; 


Quotiens 

Fractions  converg 


11  , 

8618 
* 0393  * 


I. 

96111  104799 

33379  » 36379 


etOf 


On  s’arrête  à cette  dernière  , parce  que  5637a  a autant  de  chiffres  que 
le  quarfé  de  199,  et  que  la  fraction  suivante  pourrait  n'êlre  plus  du 
nombre  des  fractions  convergentes. 


(u5)  Les  méthodes  qu’on  vient  d’exposer  ne  concernent  que  les 
racines  réelles  des  équations.  A l’égard  des  racines  imaginaires,  il  peut 
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être  utile  aussi  d’en  avoir  une  expression  approchée  indéfiniment et 
l’analyse  indéterminée  offre  des  cas  ou  l’on  a besoin  de  convertir  en 
fraction  continue  la  partie  réelle  de  ces  racines.  Nous  saisirons  cette 
occasion  de  présenter  quelques  vues  nouvelles  sur  l'approximation  de* 
racines  imaginaires,  objet  jusqu'à  présent  assez  négligé  des  Analystes. 

On  sait  que  tonte  racine  imaginaire  d’une  équation  peut  être  repré- 
sentée par  a -f-  f \/ — i , a et  C étant  des  quantités  réelles  ; on  sait 
aussi  que  la  quantité  et  peut  être  déterminée  directement  par  une  équa- 
tion du  degré  n^”  ~ , n étapt  le  degré  de  l'équation  proposée.  Ayant 

trouvé  a. , il  n'est  pas  difficile  d'avoir  C ; car  comme  l’équation  proposée 
doit  être  divisible  para-* — aax -f- a* C’,  si  on  exécute  la  division  et 
que  le  reste  soit  A.c-{-  B , il  faudra  qu’on  ait  A = o et  B = o,  équations 
au  moyen  desquelles  on  pourra  avoir  une  valeur  rationnelle  de  £‘  en 
fonction  de  a.  Tout  se  réduit  donc  à trouver  la  valeur  de  a par  l’équation 
dont  elle  dépend,  et  qui  résulte  de  la  combinaison  des  équations  A=o 
et  B = o ; mais  dès  que  n surpasse  4 , le  degré  de  cette  équation  devient 
trop  élevé  pour  qu'elle  soit  de  quelqu'utilité  dans  la  pratique , et  il  faut 
absolument  recourir  à d'autres  moyens  pour  avoir  les  valeurs  approchées 
de  « et  Ç.  Or  quels  que  soient  « et  C,  on  peut  toujours  supposer 
a =r  r cos  p , C = r sin  p,  ce  qui  donnera  x = r (cos  p -f-  \/—  i sin  p) , 
et  en  général  x"  = r“  ( cos  nip  -f-  \/ — , sinm®).  Ces  formules  dont 
l'emploi  a été  indiqué  par  Euler,  sont  propres  à simplifier  beaucoup 
dans  certains  cas  la  recherche  des  racines  imaginaires. 

. , * - ' • ' • ' j » • » 

( 1 1 6)  Soit  d’abord  l’équation  ox“  ■+■  hx  ■+•  c = o , à laquelle  peut  se 
réduire  toute  équation  à trois  termes  (caron  ne  suppose  pas  que  ni  soit  un 
nombre  entier).  Si  on  met  au  lieu  de  x la  valeur  r(cos  p -f-  ÿ—  î sinf), 
l’équation  proposée  se  décompose  en  ces  deux  autres 

o = or*cosi7lp  -f-  breosp  -f-  C 
p = or"  sin  ntp  -j-  brs in  p 

Multipliant  la  première  par  sin  mp , la  seconde  par  — cos  mp , et  ajou- 
tant les  produits,  on  aura  o = c sin  mp  -fc-  br  sin(m  — i)  p , d'oùlçn 
tire  _ ... 

c «in  ntp 
ï ’ «in  (ni  — i)p‘ 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  des  équations  précédentes,  oa 
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aura  pour  déterminer  p,  l'équation 

«in"  (m>)  c / — b\m 

fin  $ »iu"  — ‘ ( m — 1 ) f a \ c / 

Or,  après  quelques  essais,  on  reconnaîtra  bientôt  entre  quels  degrés 
voisins  tombe  l'angle  p ; ensuite,  par  les  fausses  positions,  on  achever» 
de  déterminer  p avec  toute  l’exactitude  que  les  tables  comportent,  c’est- 
à-dire  , ordinairement  avec  six  ou  sept  chiffres,  p étant  connu  , r le 
deviendra  ; ainsi  on  connaîtra  la  racine  imaginaire  r(co&p  1 sin p) 

assez  exactement  pour  la  plupart  des  applications. 

(117)  Prenons  pour  exemple  l’équation  xK  — x+  1 =0;  en  faisant 

x = r (cos  p -f-  y/ — 1 sin  p) , on  aura  r = , et  l'équation  pour  dé- 

terminer p , sera 

8in<~  =ri. 
un  ; «in3 . 3ÿ  “ “ 

Si  l’on  fait  p = 5o* , le  premier  membre  se  réduira  à f , ainsi  l’erreur 
= -f-  j ; si  l'on  fait  p = 5i*,  le  premier  membre  sera  0,931 , ce  qui 
donne  l’erreur  =— - 0.079.  De  là  on  trouve  9 = 5o°  36'  à-peu-près. 

Soit  donc  p = 3o°  36' , le  premier  membre  aura  pour  logarithme 
9,999933 , et  l’erreur  sera  par  conséquent  de  — 67  unités  décimales  du 
sixième  ordre.  Faisant  p=  3o°  35',  l'erreur  logarithmique  devient  -f-i  3y4; 
de  là  on  tire  la  vraie  valeur  de  p approchée  autant  que  le  permettent 
des  tables  à six  décimales , 

p = 3o'  35' . 954. 

Ensuite  on  aura  log  r= 9. 926739,  log  a = 9,86161 5,  logÇs=  9. 63348a; 
donc  enfin  la  racine  cherchée 

j = 0.737136  -f-  0.430014  V—  *• 

(118)  Considérons  maintenant  l'équation  générale 

tue"  4-  bx^~ ' + cjr*~*  4-. . « .'. . 4-  hx  4*  ^ — O » 
si  on  substitue  la  valeur  x = r(cosp  4-  V — 1 sin  p) , et  qu’on  fasse 


pour  abréger 

■P  = «/*COSn<p  4“  br*~‘  cos  (n — 1 ) ip  4—- ......  4”  br  cos  ip  4*  k, 

Qssta/'&innf  4- A#*-*sin(u — 4-/vsmp, 


. • > 
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le  résultat  de  la  substitution  sera  P + Q V — i = o,  desorte  qu’on  aura 
pour  déterminer  r et  p les  deux  équations  P = o,  Ç>  — o.  Mais  comine 
la  résolution  effective  de  ces  équations  n'est  possible  que  dans  uu  petit 
nombre  de  cas  qui  ne  s’étendent  guère  au-delà  du  théorème  de  Côtes , il 
faut  se  borner  à les  résoudre  par  approximation. 

Supposons  donc  qu’après  quelques  tentatives  on  a trouvé  des  valeurs 
de  (p  et  r qui  rendent  P et  Q très-petites  ; pour  avoir  des  valeurs  plus 
approchées,  on  désignera  celles-ci  par  <p-{-  dq> , r + dr;  il  faudra  donc 
que  la  substitution  de  r + dr  et  p-f-dp  à la  place  de  r et  p,  dans  les 
fonctions  P et  Q , rende  ces  fonctions  égales  à zéro.  Or  en  négligeant 
les  puissances  de  dr  et  dp  supérieures  à la  première,  la  quantité  P de- 
. . j ■ n nIP  dr  . dP  . 

vient  eu  général  par  la  substitution  dont  il  s agit,  .r  4 -gr-  • y - r ■3^  “P  » 

et  on  a les  coefliciens  : 

r^-=  /w"  cos  np  (n- — .l)br*~'  cos(n — i)p  4-.  • • ■ + hrcasp, 

dt 

A 

< nar"  sin  Bp  — (/» — sin  (b — i)p-— • ...  — hr  smp. 

De-  même , la  quantité  Q devenant  Q -f-  r .y  + -j2-«Jp,ona  , 


i 


= nar*  sin  «p  -f- (n  — i ) ir*  ‘ sin(n — i)p 
ss nar"  cos  np  +(n — « cos(n  — l)p. 


-j-  hr  sin  p, 
-f-  hr  cosp. 


{' 


Donc  il  suffit  de  prendre  deux  auxiliaires  M et  N d’après  les  valeurs  : 

M = nar*  cos  n$  H-  (n  — i)  cos  Cn — •)? 4-  hr  cosp  , 

N = nai * siunp  4-  («—  i)  bi*~'  sin(n  — -i)p + Arsinp, 

et  on  aura  pour  déterminer  dr  et  dp,  les  deux  équations  : 

P+M~  — Ndp  =o. 


d’où  l’on  tire 


Q + Jf^+Mdp^o; 

dr  __Pft  + QN  j P N — QM 
T ” MM  + KN  » ? — MM  + A7V  * 


t 


On  connaîtra  ainsi  les  valeurs  corrigées  de  r et  p qoi  sont  r ( i 4- y ) 
et  p -f-  dp , où  U faut  observer  que  la  valeur  de  dp  donnée  par  la  formula 
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est  exprimée  en  parties  du  rayon  , et  que  pour  U réduire  en  minutes 
ou  secondes  , il  faut  la  multiplier  par  le  nombre  de  minutes  ou  de 
secondes  contenues  dans  le  rayon.  Enfin  on  peut  rendre  ces  formule* 
encore  plus  commodes  pour  le  calcul  trigonométrique  , en  prenant  des 
angles  A et  p , et  des  nombres  F et  G , d'après  les  valeurs 

, P i r P Q 

tane  A 3=  , F s=  n — - =3  -Jx—  , 

0 Ç ’ sm  \ co*  k ’ 

M „ M F 
tâllfî  fJL  - “jrj  * G — — . SS  a 
° A UQ  fit-  • QO***  ■ 

P?  1 pt 

— - cos(A  — /s),  d<f=z- sin(A  — ft). 

D’ailleurs  il  est  bon  de  remarquer  que  les  quantités  M et  N se  forment 
aisément  par  le  moyen  des  mêmes  termes  qui  servent  à composer  les 
valeurs  de  P et  Q , car  tandis  qu'on  a 

P — A -+■  B -J-  C -+■  D + etc.; 

les  termes  successifs  A , B , etc.  étant  or* cos np,  br*~'  cos(n — 1)  <p , etc., 
la  valeur  de  M est  exprimée  par  la  suite 

nA  -f-  (o— • 1)  B -f-{«  — i)C  -f  (o-— * 5)  D -f-  etc. 

La  valeur  de  N se  forme  de  même  à l’aide  des  termes  qui  composent  Q. 

Ayant  trouvé  par  cette  méthode  des  valeurs  plus  approchées  de  r et 
on  peut  s’en  servir  comme  d’une  première  approximation  pour  en  trouver 
de  nouvelles  qui  soient  plus  approchées  encore,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à 
ce  qu’on  obtienne  tout  le  degré  d'exactitude  dont  les  tables  sont  sus- 
ceptibles. 

(1 19)  U est  indispensable  pour  l'nsage  de  la  méthode  précédente, 
d’avoir  une  première  valeur  approchée  de  le  racine  imaginaire  que  l’on 
cherche  : or  jusqu’à  présent  on  n'a  point  de  méthode  générale  et  prati- 
cable qui  conduise  à ce  but;  c’est  pourquoi  j’espère  que  les  Analystes 
verront  avec  plaisir  celle  que  je  vais  proposer , dont  l’usage  est  fort  simple  , 
et  qui  ne  semble  sujette  à aucune  exception. 

Représentons  l’équation  à résoudre  par  F( jr)=o,  et  supposons  qu’on 
fesse  j5  = a-f-Ç  y — 1 , « et  C étant  des  quantités  réelles  quelconques  , 
mais  qu’il  convient  du  prendre  moindres  que  la  limite  des  racines  réelles 
déterminée  comme  si  l’équation  en  avait  ou  pouvait  en  avoir. 


d’où  résulte 
dr 
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Celle  valeur  hypothétique  de  x étant  substituée  dans  F(x),  supposons 
qu’il  en  résulte  F(x)  = P + Q \/—  i , P et  Q étant  réels.  Supposons 

encore  qu’ayant  fait  -j-  — F“ , on  substitue  la  même  valeur  de  x dans 

la  fonction  F et  qu’on  ait  pour  résultat  F’  (x)  — M ■+■  N i/ — t.  Si 
l’on  prend  une  indéterminée  u réelle  ou  imaginaire , mais  très-petite 
par  rapport  à l/(«*  «+■  £*) , il  est  clair  qu’en  faisant  x = * -+•  Ç y' — i+»i 
et  rejetant  les  puissances  supérieures  de  »,  on  aura 

y/—  I~y-U)  = p + Q V—  i + »(M+N  i). 


Maintenant  a étant  à volonté,  on  pourra  faire  % 

« (M  + N /-«)=- « (i>  + Q ✓-  0 , 

H étant  une  fraction  positive  plus  ou  moins  petite,  dont  la  quantité  pourra 
être  fixée  postérieurement.  On  aura  ainsi 


— n 


/PM  + QN 
\ Af  + N‘ 


Et  la  valeur  corrigée  x = a -f-  G s/ — i + a»,  donnera  d’une  manière 
approchée 

F(x)  = (*-»)  (P 


quantité  moindre , dans  la  proportion  de  i — n à i , que  le  résultat 
obtenu  en  supposant  x = a -)-  G y/—  i.  Quant  à n,  il  peut  être  pris 
à volonté,  de  manière  cependant  que  » soit  toujours  assez  petit  par 
rapport  à \Z(&'  + 6‘).  Si  P et  Q étaient  déjà  très-petits  par  rapport  à 
M et  N s on  pourrait  prendre  n = i , et  la  seconde  valeur  approchée 
a _|_  Ç y/ — i -f-  ai  s’accorderait  avec  celle  qu’on  trouve  par  la  méthode 
ordinaire  (n"  1 18) , en  supposant  que  a ■+■  C |/ — 1 est  une  première 
valeur  approchée  de  x.  Mais  lorsque  P et  Q ne  seront  pas  très-petits 
par  rapport  à M et  N,  on  ne  prendra  pour  n qu’une  quantité  moindre 
que  l’unité,  et  assez  petite  pour  que  a»  soit  contenu  plusieurs  fois  dans 
a _j_  g y/ — i , ce  qui  laisse  beaucoup  de  latitude  dans  le  choix  (i). 


(i)  Quand  on  compare  en  grandeur  deux  quantité»  imaginaire»  telles  que  « -f-C  l/ — t , 

p , y/ , , la  comparaison  doit  «'entendre  seulement  des  quantités  réelles  l/(«*+C*), 

y'Çu*  -f-  r‘ ) , qui  leur  serviraient  de  facteurs,  si  elles  étaient  réduites  à la  forme 
r(cosç>  -f  V'— > sinp). 
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La  valeur  ainsi  corrigée  de  x étant  représentée  de  nouveau  par 
*4-6  y/ — i , si  on  la  substitue  dans  les  fonctions  F et  F',  on  en  dé- 
duira semblablement  une  seconde  valeur  corrigée,  au  moyen  de  laquelle 
le  nouveau  résultat  P 4-  Q V — 1 sera  encore  diminué  dans  le  rapport 
i — n à i ; et  on  continuera  ainsi  indéfiniment  jusqu'il  ce  que  F{x) 
se  réduise  à une  quantité  très-petite , auquel  cas , on  pourra  faire  n = i , 
et  l'approximation  deviendra  très-rapide. 

Il  faut  bien  observer  que  par  la  nature  des  quantités  imaginaires , la 
diminution  progressive  de  F(n ) ne  pourra  être  sujette  à aucune  limite  ; 
en  effet , quand  même  on  aurait  Af  = o et  N — o , c’est-à-dire 
dF 

-jj:  — o , la  substitution  de  x = a 4-  6 V — 1 étant  faite  dans  les  fouc- 
ddF  iPF 

tions  etc-  » on  parviendra  nécessairement  à un  terme  qui 

ne  s’évanouira  pas.  Alors  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

F(a4-  6 »/—  , 4-a,)  = />4-Ç  , 4-«/(r-|-fV—  »), 

! 

où  l’on  pourra  faire  «‘(P-f-  V V — i ) = — 4“  Q y/—  î).  Pour 

déduire  de  là  la  valeur  de  a>,  soient  déterminés  r et  /t  de  manière  qu'on 

ait  r (cosfj.  -f-  y/ — i sin  fi)  == — n ( ‘ , on  aura  donc .... 

«•‘  = r(cosft4-  V — 1 siu/i),  d’où  résulte  » = rI^cos  — ' sin 
Ainsi  en  faisant  x = *~ f-6  y/ — i+«,  on  aura  à très-peu  près 

F(x)  = (.~«)(P4-Q/-0. 

Donc  en  diminuant  continuellement  F(x)  par  des  opérations  semblables 
répétées  convenablement , il  est  clair  qu’on  parviendra  à une  valeur  de 
F(x ) aussi  petite  qu'on  voudra,  et  alors  la  valeur  de  x sera  connue. 

U est  démontré  ainsi  d’une  manière  tout-à-la-fois  simple  et  directe , 
qu'une  valeur  de  x delà  forme  «4-64/ — 1 peut  toujours  satisfaire  à l’équa- 
tion proposée  F(x)  = o ; et  cette  valeur  se  réduit  à une  quantité  réelle 
lorsqu’on  a 6 = o. 

Mais  en  général  x doit  être  supposée  de  la  forme  a 4-  f V — r » ce 
qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  concernant  la  forme 
des  racines  imaginaires  des  équations  ; démonstration  qui  a lieu  pour 
toutes  sortes  d’équations  algébriques  ou  transcendantes. 
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§ XV.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée 
Ly°  4-  M y'-'z  -+-  Ny"-V 4-Vz"  = +H. 


( i ao)  1\  o u s supposerons  que  cette  équation  a été  préparée  de  la 
manière,  indiquée  n'  y5,  et  qu’en  conséquence  on  peut  considérer  y et 
s comme  premiers  entre  eux,  ainsi  que  z et  H.  Cela  posé,  ou  pourra 
faire-  semblablement  y=.  6-  0 étant  un  nombre  compris-  entre 

H et  -\-~Hi  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  proposée,  et 
divisant  tout  par  H , on  aura 

db . = ■ : 

4-  (nifl*-1  4-  (« — 0 Ms’-*  -f-  etc.)  a "~‘u 
4- £s—  -f-  ■~’an~3 M8—3 ■+■  etc.) //a- V 
4-  etc. 

•I  , - i .‘il l.j’*.  J - ' 

Mais  s et  U étant  premiers  entre  eux , cette  équation  ne  peut  subsister, 
a moins  que  jj ne  soit  un  noinbre  entier;  c est 

la  condition  qui  sert  à déterminer  9.  On  essaiera  donc  successivement 
pour  8 tous  les  nombres  entiers  compris  depuis  —\H  jusqu’à  4-i  H > 
et  s’il  n’en  est  aucuu  qui  rende  i8,-H^/frv~‘4-^V8*~*4-  etc.  divisible 
par  //,  on  en  conclura  avec  certitude  que  l’équation  proposée  n’est 
pas  résoluble  eu  nombres  entiers;  ruais  si, on  trouve  un  ou  plusieurs 
nombres  qui  Satisfont  à cette  condition , on  aura  à résoudre  ultérieu- 
rement, pour  chaque  valeur  de  9 , la  transformée  en  a et  u,  qui  sera 
de  la  forme 

j ■ , «a*  4-  *8>*  cs“— *n*  4“.  ■ . • -Hiaf  as  sis  î ;' 

et  il  est  évident  que  chaque  solution  de  celle-ci  en  nombres  entiers  ch 
donnera  une  de  la  proposée. 

Tout  se  réduit  par  conséquent  à résoudre  une  équation  de  même 
forme  que  l’équation  proposée,  mais  dans  laquelle  le  second  membre 
= =fc  i. 


Digitized  hy  Google 
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On  doit  'supposer  que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
(avant  même  d'y  appliquer  aucune  réduction)  n’est  divisible  par  aucun 
facteur  rationnel  ; car  s'il  pouvait  se  partager  en  deux  facteurs  de  celte 
sorte,  l’un  du  degré  m,  l’autre  du  degré  n — m,  l’équation  proposée 
s«  décomposerait  en  deux  autres  de  la  forme 

L'y“  4-  J/y— 'a  + JVy— V 4-  etc.  = tr 
L‘j~  4-  J/y— -s  4-  Ay — * *•  4-  etc.  = " , 

-c  étant  un  diviseur  de  IJ , de  sorte  qu'alors  le  problème  deviendrait 
entièrement  déterminé. 

Il  s’ensuit  évidemment  de  celte  supposition , que  le  premier  membre 
az‘  4-  As— 'u  4- es— •u*4-  etc.  de  la  transformée,  n’est  point  non  plus 
décomposable  en  facteurs  rationnels.  Donc  il  n'y  aura  aucunes  valeurs 
de  u et  a en  nombres  entiers  qui  pourront  rendre  ce  premier  membre 
égal  à zéro  ; et  ainsi  la  valeur  ± i est  absolument  la  plus  petite  de  toutes 
celles  qu’il  peut  recevoir  en  substituant  pour  y et  s des  nombres  en- 
tiers quelconques  positifs  ou  négatifs. 

(ta i)  Cela  posé,  nous  allons  chercher  en  général  quelles  doivent  être 
les  valeurs  de  t et  u pour  que  la  fonction  homogène 

af  -(-  bt“~'u  4-  4*  èu“ 

soit  la  plus  petite  possible.  Pour  cela,  imaginons  qu'en  résolvant  l’équa- 
tion déterminée 

o = ajc"  4-  bx'~‘  4-  C”C— ‘ • ...  4-^ 

on  trouve  les  facteurs  simples  réels  x — x — x— etc.  et  les 
facteurs  doubles  imaginaires  (x— 6)*  4->%  (x — C/  4"  >’*»  fte.  i alors 
Ja  fonction  proposée  al"  4-  i'i*"  ’<*  -f-  cl— *u*  4-  etc.  que  je  désigne  par 
F(t}  n),  sera  égale  au  produit 

a(l  — «u)(f — x'u)(Z— a* u). . .(7— Cu  4->*u‘)  (< — (,’u  4" > ’“* ) etc' 

Supposons  que  les  valeurs  de  t et  u.qui  répondent  au  minimum  de  cette 
fonction  soient  <a=p,  u — <j,  ensorte  que  ce  minimum  soit 

F(  p,  •ù=a{p—«4)  {p  — • • • Xp—tq  -f  y y?  c‘c. 

Il  faudra  donc  qu’en  prenant  pour  t et  u des  valeur»  en  nombres  en- 
tiers différentes  de  p et  y (au  uoias  jusqu'à  une  certaine  ituùlc*} , m ait 
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F(p,  q)  < F(t,.  u).  C’est  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu  , si  chaque  fac- 
teur de  F (t , n)  était  égal  ou  plus  petit  que  le  facteur  correspondant 
de  F(p , q).  Donc  il  y aura  au  moins  un  facteur  de  F (t , «)  qui  sera 
plus  grand  que  le  facteur  correspondant  de  F(p,  q ).  Ce  facteur  sera, 
ou  l'un  des  facteurs  simples  réels,  ou  l'un  des  facteurs  doubles  ima- 
ginaires. 

Soit  / — au  le  facteur  simple  plus  grand  que  son  correspondant 
p — a/}  comme  les  nombres  t et  u oui  été  pris  à volonté,  et  qu'on 

peut  supposer  par  conséquent  que  ^ diffère-  très-peu  de  ^ , il  en  ré- 
sulte que  ^ doit  être  une  fraction  très-approchée  de  a , et  on  peut  même 
conjecturer  de  là  que  ^ doit  être  l'une  des  fractions  convergentes  verr 
la  racine  a.  En  effet,  si  -■  , - , — , sont  trois  fractions  consécutives  con- 

■ <?•’  f <f 

vergentes  vers  a,  il  a été  démontré  n*  8 , que  quels  que  soient  les 
nombres  t et  u,  pourvu  seulement  que  « soit  moindre  que  <f , la  quan- 
tité t — au  sera  toujours  plus  grande  que  p — eu/,  ce  qui  satisferait  à 
la  condition  observée. 

a”.  Soit  (l  — Cu)’-J-y*a*  le  facteur  double  imaginaire  plus  grand 
que  son  correspondant  (p  — Gq)‘  -f-y\/*;  nous  supposerons  qu’on  a prit 
u<C.q,  alors  il  faudra  à plus  forte  raison  que  t — Su  soit  plus  grand 

que  ^—69.  Or  c’est  ce  qui  aura  lieu,  si  L est  l’uuedes  fractions  con- 
vergentes vers  la  quantité  £,  partie  réelle  de  la  racine  imaginaire. 
Gahyÿ — 1.  ' - ! . 


(1  aa)  Revenons  à la  considération  du  premier  cas,  et  supposons  qu'on 
ait  pris  tz=p°,  u = q *,  p étant  la  fraction  convergente  qui  précède 
P et  qui  est  donnée  par  le  développement  de  celle-ci  en  fraction  con- 
tinue. Il  faudra  donc  que  p • — au/”  soit  plus  grand  que  p — aq  , ou 
que  ^ soit  plus  grande  que  l’unité;  mais  d'ailleurs  cette  quantité 
peut  être  négative  ou  positive. 

— r.  On  en  déduira  aa=&~£l  ■ donc,  à 

qy+q’ 


Soit  d'abord  — 


F—*q 


cause  de  y positif  et  pins  grand  qne  l'unité,  ^ et  - seront  deux  frao- 
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lions  consecutives  convergentes  vers  a,  et  / sera  le  quotient-complet 
qui  répond  à la  seconde. 

En  second  lieu,  soit  ?"  --  = -f- r,  on  aura  ; mais  il 

Huit  subdiviser  ce  cas  en  deux  autres,  selon  que  y est  > a ou  <a. 
Si  l’on  a a,  on  fera  j t=.  1 -f-s,  s étant  > i , et  on  aura. .. 

a — P~  P.~ L . donc  - — , - seront  encore  deux  fractions  conséco- 
• 7*  + 7 — 7 1— 7 7 

tivcs  convergentes  vers  <x , et  3 sera  le  quotient-complet  qui  répoud 
à la  dernière. 

Bans  ces  premiers  cas,  qui  présentent  déjà  une  grande  latitude,  il 
est  donc  prouvé,  d'une  manière  directe  et  fort  simple,  que  ? est  une 
fraction  convergente  vers  la  racine  a. 

Il  reste  à examiner  le  dernier  cas  où  l’on  a^  <3.  Soitalors_r  = t-l-?, 
s étant  toujours  > t , on  aura 

(p  — p*>+p (p>-p*)(«  + O+p*  . 

“ (9-7")*  +7_  (7  - 7°)  (s  + 0 + 7*  ’ 


donc  , ~~p.  seront  deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  a(  i), 

et  le  qnotient-complet  qui  répoud  à la  dernière  sera  a -j- 1 , quantité 
plus  grande  que  i. 

Il  faudrait  que  le  quotient  fut  seulement  t plus  une  fraction,  pour 
que  ? fut  la  fraction  convergente  qui  suit  jj— — ; et  puisqu'on  a a-}- 1>  a, 
il  s'ensuit  que  dans  ce  dernier  cas  - ne  peut  plus  être  une  fraction 

. • . n — n® 

convergente  vers  « ; mais  au  moins  puisque  en  est  une,  et  que 

la  différence  entre  - et  ^ — --  n’est  que  — r— — t,  , on  voit  que  - est  tou- 
7 7—7  1 7(7—7)  1 7 

jours  une  valeur  fort  approchée  de  la  racine  et. 

Soit  p — p'—  "*■>  g—g’  — f , nous  pourrons  représenter  par  -, 


> 


(i)  Ou  suppose  p — p*>p*,  et  en  effet  le  développement  de?  en  fraction  con- 
tinue donne  une  suite  de  quotiens  dont  le  dernier  peut  être  supposé  à volonté  phu 
grand  que  l’unité  ou  égal  à Tunité.  Or  si  on  le  prend  plus  graud  que  i* unité , p ne 
sera  pas  moindre  que  ap0 et  ai©M  on  aura  p— 
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—, , trois  fractions  consécutives  convergentes  vers  a ; et  parce  que  <j 

tombe  entre  p et  , il  est  clair  qu’on  aura  (n*  8)  p — a.q>K — up. 

Mais  en  faisant  t = ic,  u—P,  il  faut  qu’on  ait  F(-rt,  p)  > F(p , q), 
puisque  celle-ci  est  un  minimum;  donc  il  y aura  dans  la  valeur  de 
F(x,  p)  quelqu’aulre  facteur  ■x—a'p  plus  grand  que  le  facteur  cor- 
respondant p — a'q. 

Or  de  ce  que  est  plus  grand  que  l'unité  , et  peut  être  d'ailleurs 

positif  ou  négatif,  on  conclura  comme  ci-dessus  que  £ est  une  fraction 

convergente  vers  a',  ou  qu’au  moins  on  a *'  = , s étant 

positif  et  > i ; de  là  résulte,  en  substituant  les  valeurs  de  te  et  p, 

> p’(»-t-l)  4-  p — P* pV-j-p 


9*(*+0  +9—9*  9**+9  q°(.*+h°)+q~  * 

(caron  suppose  toujours  Donc  ^ , -p  seront  deux 

fractions  consécutives  convergentes  vers  et  la  fraction  suivante  sera 
0U  » k 'Unt  lenlier  compris  dam  s.  El  puisque  q 

tombe  entre  q * et  q’k+q,  il  s'ensuit  qu’on  aura  p’—a.'q * < p — *q. 

Le  même  raisonnement  s’applique  aux  autres  racines  a.’,  a",  etc.  et 
même  aux  quantités  6,  C,  £*,  etc.;  il  en  résulte  pour  conclusion  gé- 
nérale, que  la  fraction  - , qui  répond  au  minimum  de  la  fonction  pro- 
posée, doit  être  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  l'une 
des  racines  *,  a’,  a',  ou  vers  l’une  des  quantités  €,  (T,  etc.  Car 
si  elle  n'est  pas  comprise,  il  faudra  que  les  conditions  suivantes  soient 
réunies. 

i*.  Que  la  quantité  relative  à une  racine  déterminée  a , soit 

comprise  entre  -+-  t et  -f-  2, 

a*.  Que  toutes  les  quantités  analogues  Pp » de.  ^*, 

etc.  relatives  aux  antres  racines,  soient  phts  petites  que  l’unité. 

Mais  cela  posé , il  parait  impossible  que  la  quantité  ^ qui  est 
composée  du  produit  de  tous  les  facteurs 

p* — *9°  p*  — «v  p*  — «y  (p*— £?*)•-<-  >*9"  • 

p— *</  ’ p — *9  * p—*‘q (p — £îY+y<?  * 


PREMIERE  PARTIE.  i5g 

soit  plus  grande  que  l’unité,  comme  elle  doit  l'étre,  si  F [p , </)  est  un 
minimum. 

En  effet,  puisque  la  différence  entre  ~ et  ~ n’est  que  ~t  et  que  — , 

est  une  fraction  convergente  vers  a,  il  suffit  que  parmi  les  racines  a', 
etc.  et  les  quantités  £,  £',  etc.  il  y en  ait  une  ou  d’un  signe  contraire 

de  a , ou  dont  la  différence  avec  a soit  sensiblement  plus  grande  que  — , j 

alors  si  et'  est  cette  racine , le  facteur  - ^-r-  sera  à peu  près  — et  ainsi 

P — *9  . q 

sera  moindre  que  j ; et  si  £ est  une  quantité  assez  différente  de  et , le  facteur 

(/)"— + . ...  , , /qV 

-ç-- ^ se  réduira  encore  a Ires-peu  près  a j , et  sera  par 


conséquent  plus  petit  qne  Donc  dans  la  valeur  de  , il  n’y 

aurait  qu’un  facteur  plus  grand  que  l’unité  , mais  moindre  que  a ; tandis 
que  tous  les  autres  facteurs  seraient  plus  petits  quâ  l'unité,  et  que  •parmi 
ceux-ci  il  s’en  trouverait  au  moins  un  plus  petit  que  { , ou  même  plus 

petit  que  $ ; donc  cette  quantité  serait  plus  petite  que  l’unité  , 

ce  qui  est  contraire  à la  supposition  faite  que  F(p,  q ) est  un  minimum. 
Donc  enfin  (1)  la  fraction  ? est  toujours  une  fraction  convergente  vers 
l’une  des  quantités  , et,  et',  a". . . £ , (T. . . etc. 


(ia3).  La  condition  qu’on  vient  de  démontrer,  ne  détermine  point 
encore  le  minimum  qu’on  cherche , eDe  indique  seulement  un  ordre  de 

quantités  parmi  lesquelles  il  faut  chercher  la  fraction  - propre  à donner 
ce  minimum.  Voici  en  conséquence  le  procédé  qu’il  faut  suivre. 

Développez  en  fraction  continue  successivement  chacune  des  racines 
réelles  a de  l’équation  ax*  -f-  bx'~'  -f-. . . k — o. 

Développez  de  même  chacune  des  parties  réelles  £ des  racines  imagi- 
naires de  la  même  équation. 


(i)  On  trouve  cette  proposition  dans  tes  additions  à l’Algèbre  d'Eulcr,  n°  a8,  mais 
le  savant  auteur  n'est  point  entré  dans  le  détail  de  la  démonstration.  Il  en  a donné 
une  pour  le  cas  où  le  minimum  est  i , dans  les  Mém.  de  Berlin.au.  1768  ; mais  il 
y a quelque  différence  dans  l'énoncé,  an  ce  qui  concerne  les  quantité*  C,  C,  etc. 
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Prenez  successivement  pour  ^ toutes  les  fractions  convergentes  qui  ré- 
sultent de  ces  diverses  opérations,  et  substituez  les  valeurs  de  p et  q 
dans  la  fonction  proposée.  Vous  aurez  autant  de  résultats  qui  chacun 
dans  son  genre  sont  une  sorte  de  minimum ; le  plus  petit  de  tous  ces 
résultats , ou  le  minimum  minitnorwn , sera  donc  celui  qu'il  s'agissait  de 
déterminer. 


Remarque  I. 


(ia4).  Si  la  racine  réelle  a , ou  la  partie  réelle  £ d’une  racine  imagi- 
naire est  négative,  on  fera  son  développement  en  fraction  continue, 
comme  si  elle  était  positive  ; mais  ensuite  on  affectera  chaque  fraction 


convergente  du  signe  — 1 avant  de  la  prendre  pour 

Ici  se  présente  la  question  de  savoir  lequel  des  deux  termes  p et  q 
sera  pris  négativement.  Celte  question  est  facile  & résoudre  : si  Fcxpo* 
gant  n de  l'équation  proposée  est  un  nombre  pair,  il  est  indifférent  do 
faire  porter  le  signe  — sur  l'un  ou  sur  l'autre  des  deux  termes  p et 
q , et  la  quantité  ap"  -f-  bp"~'q  -{-etc.  restera  absolument  la  même.  Si 
au  contraire  l’exposant  n est  impair , la  quantité  ap"  -f-  bp"~'q  ■+■  etc. 
conservera  la  même  valeur,  mais  changera  de  signe,  lorsqu’au  lieu 
de  prendre  p positif  et  q négatif,  on  prendra  p négatif  et  q positif} 
ou  en  général  lorsqu'on  changera  à-la-fois  le  signe  de  p et  celui  de  q. 

De  là  on  voit  que  dans  le  cas  de  n impair  , l'équation  ap'-{-bp'~'q . . 
-j-  kq"  — H,  est  toujours  résoluble  en  même  temps  que  l’équation 
ap"  "H  bp"~'q . ...  -f-  kq'  = — II, 


Remarque  II. 

■ 1 

(u5)  Si  on  développe  en  fraction  continue  chaque  racine  a,  par 
la  méthode  exposée  ci-dessus  (n”  100),  on  pourra  se  dispenser  de  cal- 
culer la  valeur  de  F(p,  q ) pour  chaque  fraction  convergente  ^ ; en 
effet  la  transformée  qui  répond  à la  fraction  ^ étant  Az’-{*Bi’~‘-{-etc.=o, 

le  premier  coefficient  A de  celte  transformée  sera  précisément  la  va- 
leur de  F(p,  <7);  donc  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  le  premier  terme 
de  chaque  transformée  pour  avoir  le  minimum  demandé. 
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La  même  chose  aurait  lieu  à l'égard  des  quantités  Ç , si  on  faisait  leur 
développement  au  moyen  de  l’équation  dont  elles  sont  des  racines  réelles. 
Mais  comme  cette  équation  est  pour  l’ordinaire  d'un  degré  trop  élevé , 
il  conviendra  mieux  de  faire  ce  développement  par  le  moyen  d'une  va- 
leur approchée  de  £,  et  on  substituera  au  lieu  de  les  fractions  con- 
vergentes qui  en  résultent  (n°  n4)-  D’ailleurs  on  va  voir  que  le  déve- 
loppement de  ces  quantités  ne  doit  être  prolonge  que  jusqu'à  une  certaine 
limite. 

R t ■ i t t v i III. 

. • # 4 . t 

(126)  Les  opérations  indiquées  sont  les  mêmes, soit  que  le  minimum 
soit  déjà  déterminé , comme  il  l’est  quand  on  se  propose  de  résoudre 
l’équation  at’  -\-bt"~'u  + et*-*/**. . . .•+-  hu‘  = dh  1 , soit  qu’on  cherche 
simplement  quelle  est  la  moindre  valeur  dont  le  premier  membre  de 
cette  équation  est  susceptible.  Dans  le  premier  cas,  ou  sent  bien  que  le 
problème  ne  sera  pas  toujours  possible.  Dans  le  second,  il  n’y  a autre 
chose  à faire  que  de  chercher  dans  plusieurs  séries  de  nombres  connus 
quel  est  le  plus  petit. 

Mais  dans  les  deux  cas , comme  l’opération  dn  développement  s’étend 
à l'inliui , et  que  passé  le  second  degré  on  ne  connaît  aucune  loi  à la- 
quelle soient  assujétis  les  quotiens  et  les  transformées  successives , il  est 
clair  qu'on  n’aura  déterminé  le  minimum  de  la  fonction  at‘-\-bt’~'u...-\-kut' 
que  dans  l'hypothèse  que  1 et  a n’excèdent  pas  les  plus  grands  termes  des 
fractions  convergeutcs  calculées.  On  ne  pourra  donc  assurer  qu'un  mi- 
nimum pareil  ou  même  plus  petit  (s’il  n'est  pas  déjà  ± 1)  ne  puisse  avoir 
lieu  au  moyen  des  fractions  convergentes  ultérieures  dont  les  termes 
sont  plus  grands.  En  effet,  on  ne  voit  rien  qui  empêche  que  même 
ïvec  dç  très-grandes  valeurs  de  p et  q , la  fonction  ap'-\-bp"~'(/  -f-  etc. 

. ne  se  réduise  à l’unité  ou  à un  nombre  fort  petit;  de  sorte  qu’à  cet  égard 
il  ne  parait  pas  qu’on  puisse  assigner  de  limite,  • 

Nous  observerons  cependant  que  cette  grandeur  indéfinie  des  nombres 
p et  q ne  peut  concerner  les  fractions  convergentes  qui  résultent  du  dé- 
veloppement de  la  partie  réelle  £ d’une  racine  imaginaire  Ç-\-y\/ — 1. 
Car  un  facteur  tel  que  ( p — Çtjy-^y'q*  ne  peut  diminuer  que  jusqu'à  un 
certain  point,  savoir,  tant  que  la  diminution  de  la  partie  ( p — (tf)%  est 
plus  considérable  que  l’augmentation  de  l’autre  partie  >*9*;  mais  bientôt 
après  ces  facteurs  doivent  augmenter  rapidement.  Ou  voit  par  celte 

ai 
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raison , qu'il  n’est  pas  nécessaire  de  chercher  les  équations  dont  G,  C,  etc. 
sont  les  racines,  et  qu'on  peut  se  contenter,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit , d'une  valeur  approchée  de  ces  quantités. 


(137)  Supposons  que  £ soit  une  fraction  convergente  assez  approchée 
de  la  racine  a,  pour  que  la  différence  jj  — * soit  beaucoup  plus  petite 

que  la  différence  entre  la  racine  a et  chacune  des  autres  racines  ou  par- 
ties de  racines  a.',  a.’... G,  G’,  etc.;  alors  si  l'on  lait  pour  abréger, 

L=  (a — a!)  (a.  — «*). . . . (a  — G +>*)  — €'  + ÿ‘/  etc. 


on  aura  à très-pou  près  F(p , 7)  = ef*-1  ( p — au/)L . Soit  » le  quotient- 

complet  qui  répond  à la  fraction  convergente  - , on  aura p — - 

t ' ••  1.  • • • ' “ ‘ 

donc  F(p,  tf)  =dr<i£  .- 


*+r 


Dans  cette  formule , aL  étant  une  quantité  constante , on  voit  que 
pour  que  F (p , q)  soit  un  nombre  donné,  il  faut  que  le  quotient  z soit 
en  général  proportionnel  à y*-*. 

» Ainsi , par  exemple , si  on  veut  que  F(p,  tf)  se  réduise  à 1 , 
-comme  cela  est  nécessaire  dans  les  équations  que  nous  nous  sommes 
proposées,  il  faut  qu'on  ait  * = a£y*~*  à peu  près.  Telle  est  la  gran- 
deur des  quotiens  auxquels  On  reconnaîtra  les  fractions  convergentes  qui 
satisfont  à la  condition  du  minimum  F(p,  tf)  1 . Cette  formule  sera 
surtout  utile , si  le  développement  d’one  racine  se  fait  non  par  1a  mé- 
thode des  transformées  successives,  mais  par  le  moyen  d'une  valeur 
approchée  de  cette  racine  (11*  1 1 a). 

A mesure  que  l’opération  du  développement  avance , la  valeur  de  q 
augmente,  et  par  conséquent  celle  de  a (caron  suppose  ici  /*>  a),  de 
sorte  qu'il  devient  de  moins  en  moins  probable  qu’on  trouvera  le  quo- 
tient s nécessaire  pour  le  minimum.  Cependant  si  la  racine  et  est  très- 
peu  différente  d’une  on  de  plusieurs  autres  racines  a',  a,  etc.  ou  des 
quantités  G , G',  etc.  , alors  la  limite  L pourra  être  extrêmement  petite , 
. et  il  ne  foudra  plus  un  quotient  aussi  considérable  a pour  répondre  au 
minimum  de  F(p,  q).  Cette  remarque  s’accorde  avec  les  propriétés  que 
nous  avons  déjà  exposées  (n“  109  et  110). 


Supposons  eu  second  lieu  que 


P 

«? 


soit  l’une  des  fractions  convergentes 
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vers  la  quantité  G ; supposons  en  même  temps  que  la  différence  entre 
et  G soit  beaucoup  plus  petite  que  y,  et  aussi  beaucoup  plus  petite 

qu'aucune  des  quantités  et,  etc.  Cela  posé,  si  l'on  fait 

pour  abréger. 


A =*  (C  — «) (G— cl") (G -a") . . .[(G—  Gy  +>'*]  etc. , 


on  aura  h très-peu  près  F(p,  q)  = aq'y'K.  Donc  si  on  veut  que... 
F(p,  y)  = rfci,  il  faudra  qu'on  ait  q’=dz-—^;  ainsi  9 ne  peut  sur- 
passer d’ou  l’on  voit  que  le  minimum  rifci  ne  pourra  avoir  lieu, 


à l’aide  des  racines  imaginaires,  que  dans  des  cas  très-limités,  lorsque 
y ou  A seront  très-petits,  c’est-k-dire  lorsqu'il  y aura  des  racines 
presqu’égales.  En  même  temps  on  a la  limite  du  dénominateur  q , au- 
delà  de  laquelle  il  èst  inutile  de  prolonger  le  développement  de  la  quan- 
tité G,  ainsi  que  l’essai  des  fractions  convergentes  qui  en  résultent. 

Nous  avons  déjà  donné  dans  le  paragraphe  précédent,  des  exemples 
de  la  résolution  des  équations  indéterminées  homogènes  dont  le  second 
membre  =fc  1 , nous  nous  contenterons  d'ajouter  un  nouvel  exemple  où 
une  solution  est  donnée  par  la  racine  réelle,  et  une  par  les  racines 
imaginaires. 


Exemple. 


(128)  Soit  proposé  de  trouver  le  minimum  de  la  fonction 

7 1*  — 1 1 of*u  -4*  565ft»*  94 1 u5 , 

! 1 • 

je  considère  l'équation  7 ar1  — no-r*  -f-565x — 941=0,  et  je  trouve, 
après  quelques  essais,  qu’elle  a une  racine  réelle  entre  5 et  4 > et  doux 
racines  imaginaires  peu  différentes  entre  elle*.  Voici  le  développement 
de  la  racine  réelle  en  fraction  continue  : 
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-ir  — 1 ioj:‘  -f-565jr — 941—0 

• 

3 

J 

° ‘TV 

— 4"s*+943‘— 47*+7=o 

I 

, 5 

1 

ys-*— 473— 47=o 

2 

4 

V 

— 85  s3  4-  37s*  4-  4 2*  4*  7 =f> 

1 

1 1 

5 

s* — i îgî* — 2183 — 85=:o 

l/jO 

i5 

4 

— 1 ioo5;’-f-  196622*4-28124-1=0 

1 

211 1 

563 

8939;’  4-  G5i)i  >z  • — 1 33503 — 1 1 oo5=o 

1 

ai  afi 

567 

~*88a9s34-266445’4-354,>7*4-8959==» 

4 

4337 

1 i5o 

.,  - 58073’ — 1772531* — 79304® — 8829=0 

46 

19074 

6087 

— 8 1 a3G8g  3*4-77  82090**4-2481 33s-f-38o7=o 

I 

877404 

235.3a 

1 0347a1 — 84587423* — .1658897  22689=0 

819 

896478 

240219 

etc.  - - • ’ 

3 

6 

• etc. 

t 

f 1 ‘ • •*< 

v'a 

etc. 

- i’ 

1 

.1 

On  voit  par  les  premiers  termes  de*  transformées , que  le  minimum 
-f- i a lien  lorsque  f— 15  et  u=  4,  de  sorte  que  ces  valeurs  satisfont 
à l’équation  - ' •'*'*' 

7/* — t »of*w-l-  565/a*  — ç>4Iü3  — *• 

• *'  " 

Dans  le  reste  de  l'opération , on  ne  trouve  plus  de  transformées  dont  le 
premier  terme  ait  pour  coefficient  1 , et  ainsi  on  est  certain  que  la  pre- 
mière racine  ne  fournit  plus  d'autre  solution  de  l'équation  précédente  , 
à moins  de  supposer  le  nombre  u beaucoup  plus  grand  que  819x240219; 
mais  par  cette  grandeur  même,  il  parait  bien  peu  probable  que  l'opéra- 
tion prolongée  fournisse  de  nouvelles  valeurs  de  t et  u.  il  reste  à dé- 
velopper en  fraction  continue  la  partie  réelle  des  racines  imaginaire*. 
Or  comme  l’équation  n’est  que  du  troisième  degré,  si  on  appelle  a la  ra- 
cine réelle  dont  nous  venons  de  trouver  des  valeurs  approchées , la  partie 
réelle  6 des  racines  imaginaires  sera  G = ° — 4 « ; substituant  la  valeur 

connue  de  a,  et  développant  le  résultat  en  fraction  continue,  on  aura 
les  quotsens  et  Ses  fractions  convergentes  vers  G comme  il  suit  : 


Quotiens ......  5 , 

1 1 55, 

* » 

a » a. 

Fract.  convcrg. 

5 6 

r*  t » 

335 

5?’ 

etc 

57  » elC- 

5 


Cl** 
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Or  en  prenant  successivement  pour  ^ ces  diverses  fractions  conver- 
gentes, on  trouve  que  les  valeurs  t— 6,  u=i,  donnent  encore  le 
minimum  -f-  i , et  fournissent  ainsi  une  seconde  solution  de  l'équation 
indéterminée  7e3  — t iot‘u  etc.  = t.  11  serait  inutile  de  prendre  pour 

d'autres  fractions  convergentes , parce  que  la  limite  trouvée  ci-dessus 
q—V  donne  à très-peu  près  7=  1. 
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§ I.  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 


(139)  Théorème.  « nJi  e est  un  nombre  premier,  et  N un  nombre 
» quelconque  non  divisible  par  c , je  dis  que  la  quantité  N‘~‘  — 1 sera 

* divisible  par  c,  de  sorte  qu'on  aura  — — — ~*  = entier  = e » (1). 

Soit  x un  nombre  entier  quelconque , si  on  considère  la  formule 
connue 

(l+x)'==l+M  + ^x‘  + î^i|^*'+ -f-CX'-'-f-X*, 

il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  de  cette  suite , à l'exception  du 
premier  et  du  dernier,  sont  divisibles  par  c.  En  effet,  soit  M le  coefli- 

. . 1 . r C.C—  l.C—  9 C—  m-f-1  -, 

cient  de  xTy  on  aura  M = » f ou  M.  i . 2 . 3 . . . 

m = c.c  — î.c — 3.  ..c  — m-j-  i cl  puisque  le  second  membre  est 
divisible  par  c,  il  faut  que  le  premier  le  soit  aussi.  Mais  l’exposant  m , 
dans  les  termes  dont  il  s'agit,  ne  surpasse  pas  c — t ; donc  c , qui  est 
supposé  un  nombre  premier,  ne  peut  diviser  le  produit  i.a.5...  m; 
doue  il  divise  nécessairement  M pour  toute  valeur  de  m depuis  t jusqu'à 
e — 1.  Donc  la  quantité  (1  -+-x)r  — i — x*  est  divisible  par  c , quel  que 
soit  l'entier  x. 

Soit  maintenant  1 -f-x  = iV,  la  quantité  précédente  deviendra... 


(1)  Ce  théorème , l'un  d es  principaux  de  la  théorie  dea  nombres  , est  dit  à Fermât  ; 
il  a été  démontré  par  Euler  dans  divers  endroits  des  Mémoires  de  Pétenbourg,  et 
notamment  dans  le  Tome  I dea  Kovi  commentarii. 


I gît  igca-fc^jLàoog  le 
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AT-  — (A  — 1 )' — 1 j et  puisqu’elle  e?St  divisible  par  e,  si  on  omet  les 
multiples  de  e,  on  aura  A'1  — 1 = (iV—  1)',  ou  N’ — N=(N — 1)' — 
( N — 1 ).  Mais  en  mettant  N — 1 à la  place  de  iV,  et  négligeant  tou- 
jours les  multiples  de  c,  on  aura  semblablement  {N — 1)'  — {N  — ■ 1 ) = 
(jV  — a)'  — (iV—  a).  Continuant  ainsi  de  restes  égaux  en  restes  égaux, 
on  parviendra  nécessairement  au  reste  (A  — N)‘  — (iV  — N) , lequel  est 
évidemment  xéro.  Donc  tous  les  restes  précédeus  le  sont;  donc  N''  — N 
est  divisible  par  c. 

Mais  N‘  — N est  le  produit  de  N par  N‘~ 1 — - 1 , donc  puisque  N 
est  supposé  non  divisible  par  c,  il  faudra  que  N‘~‘  — 1 soit  divisible 
par  c;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  Lorsque  e est  un  nombre  premier,  on  satisfera  à l’équa- 
tion ‘ z=z  e , en  prenant  pour  x un  nombre  quelconque  non- 

divisible  par  c.  Donc  si  on  considère  seulement  les  valeurs  de  x positives 
et  moindres  que  c,  ces  valeurs  seront  les  nombres  successifs  1 , a,  3, 
4-  • . c — t ; et  si  on  considère  les  valeurs  on  solutions  comprises  entre 
— je  et  + î e,  ces  valeurs  ou  solutions  seront  sfc  1 , ± 3,  =fc  3. . . r 

dfc  Ç a ')•  Dans  les  deux  cas  , les  solutions  de  l’équation  dont  il  s’agit, 
sont  au  nombre  de  c — 1 égal  à l'exposant  de  x. 


(i3o)  Théorème.  « Si  n est  un  nombre  premier,  le  produit 
a 1.3.5...  (n  — 1 ) augmenté  d'une  nnité  , sera  divisible  par  n.  » 

En  effet,  il  résulte  de  la  théorie  des  différences  qu’en  a,  quel  que 
soit  m , l’équation 


1.3.3...  m mm  — Y C'71 — t)m~h 


- (m— a)" 


m m.m — i.m — a 


nr 


(ai — 3)“-f-etc. 


Si  l’on  fait  m = /i — 1 , et  qu'on  néglige  les  multiples  de  n,  on  aura, 
suivant  le  théorème  précédent , 


m“  = 1 , (m  — i)"=i,  ( m — a)"r=i,  etc. 

Donc  le  produit  1 .a.5 . . .m,  en  faisant  les  mêmes  omissions,  se  réduit 
à 1 — «+■  ™ + etc. , le  nombre  des  termes  dç 

cette  suite  étant  m.  Mais  ces  m termes  composent  la  puissance  dévelop- 
pée (1 — 1)“  moins  son  dernier  terme,  qui  est  -}-  1 , parce  que  m est 
pair.  Donc  la  somme  des  termes  en  question  =(1 — 1)“ — 1=3—1, 
Donc  la  quantité  1 .3. 5. . . . .(«—  1)  -j-  1 est  divisible  par  n. 
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(i3i)  Ce  théorème,  dont  Wanng  fait  mention  dans  scs  Mcâitationcs 
' jilgebrrncw , et  dont  il  attribue  la  découverte  à Jean  Wilson,  a été  dé- 
montré pour  la  première  fois  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de'Berlin, 
année  1771  , et  ensuite  par  Euler  dans  ses  Opuscula  Analytica,  Tom.  1. 
Il  est  surtout  remarquable,  en  ce  qn'il  n’a  lieu  que  lorsque  n est  un 
nombre  premier.  En  effet , si  n est  composé  de  deux  facteurs  quel- 
conques inégaux  a et  b , ces  deux  facteurs  se  trouveront  nécessairement 
tous  deux  parmi  les  nombres  1,  a,  3,...(n — 1)  , et  la  quantité 
i.a.5...(« — 0 + 1 divisée  par  »,  laissera  pour  reste  +1.  La  même 
chose  aurait  lieu,  qnand  même  n serait  égal  au  produit  des  deux  fac- 
teurs égaux  a x u ; car  alors  a et  2 a se  trouveraient  dans  la  suite 
1,  2,  3 . . . « — 1.  Doue  le  produit  de  ce»  nombres  serait  divisible  par 
o*  ou  n,  et  ce  produit,  augmenté  d'une  unité  , laisserait  pour  reste  1. 

On  peut  déduire  de  là  une  règle  générale  et  infaillible,  pour  recon- 
naître si  un  nombre  donné  » est  premier  ou  s’il  ne  l'est  pas.  Pour  cela, 
il  faut  ajouter  une  unité  au  produit  i.a.3..,(n — 1);  si  la  somme  est 
jjivisihle  par  n , le  nombre  » sera  premier  ; si  elle  ne  l'est  pas , le  nombre 
n sera  composé.  Mais  quoique  cette  règle  soit  très-belle  in  abstmelo, 
elle  ne  peut  guère  être  utile  dans  la  pratique , attendu  la  grandeur  énormo 
à laquelle  s'élève  bientôt  le  produit  1 .2,3;  ; .(«— 1). 

Observons  que  les  nombres  n — t , » — 2,  n — 3,  etc.  considérés 
comme  restes  de  la  division  par  n,  sont  cquivaleus  aux  restes  — 1,  — 2, 
— 5,  etc.;  d’ailleurs  n étant  supposé  impair,  le  nombre  des  facteurs 
1,  a,  5. ..»■-*•  1 sera  pair,  Doue  le  produit  i.a.3...(» — 1),  divisé 


par»,  laissera  le  même  reste  que  ± i*.2*.5*..  » Ie  signe  am- 

bigu étant  -f-  lorsque  n est  de  la  forme  4^  H- > , et  — - lorsqu’il  est  de 
la  forme  4^H~3.  * 

Donc  i*.  si  le  nombre  premier  » est  de  la  forme  4 1 , la  quan- 
tité (l.2.3...^i)‘-f«  sera  divisible  par  ».  On  connaît  doue  ainsi 
une  somme  de  deux  quarrés  o*-f-i  dout  » doit  être  diviseur. 

2°.  Si  le  nombre  premier  » est  de  la  forme  -f-  3,  la  quantité 
^1.2.3...  " ~ — 1 sera  divisible  par»,  et  par  conséquent  n doit 

diviser  l’une  ou  l’autre  des  deux  quantités  1 .a. 3 . , . . H"  1 > 
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(lîa)  Lïmmî.  « Soit  c un  nombre  premier,  et  Pan polynôme  du  degré 
n /«dont  les  coefficienssont  entiers, savoir,.P=ax“-t- fix”— '-j-yx*- ’...-4-aq 
» je  dis  qu'il  ne  peut  y avoir  plus  de  ravaleurs  de  x,  comprises  entre 
» -f -je  et  — -je,  qui  rendent  ce  polynôme  divisible  par  c.  » 

Car  soit  k une  première  valeur  de  x qui  rende  P divisible  par  c,  on 
pourra  foire  P—(x — k)  P-p  Ac , et  on  aura  pour  P un  polynôme  en  x 
du  degré  ra — i.  Soit  k'  une  seconde  valeur  de  x qui  rende  P divisible 
par  c , il  faudra  que  cette  valeur  rende  (x — k)P  divisible  par  c.  Mais 
le  facteur  x — k , qui  devient  k‘ — k,  ne  peut  être  divisible  par  e,  puis- 
que k el  P sont  supposé^  chacun  plus  petits  que  jej  donc  P ne  pourra 
être  divisible  une  soconde  fois  par  c,  à moins  que  P ne  le  soit.  Le  po- 
lynôme P du  degrc  m n'admet  par  conséquent  qu’une  solution  de  plu» 
que  le  polynôme  P du  degré  m— • i j donc  il  ne  peut  y avoir  au  plus 
que  m valeurs  différentes  de  x,  comprises  entre  je  et  — je,  qui  rendent 
P divisible  par  c. 

Nous  regarderons  comme  sohition  ou  racine  de  l'équation  — = e , 

toute  valeur  de  x,  comprise  entre  je  et  — je,  qui  rend  le  premier 
membre  égal  à un  entier.  Le  nombre  de  ces  solutions,  qu’on  pourrait 
prendre  aussi  entre  o et  c,  ne  doit  jamais  surpasser  l’exposant  m, 
comme  il  vient  d etre  démontré  ; mais  d'après  une  solution  telle  que 
x — k,  on  peut  foire  plus  généralement  x = A-f-ez,  et  toutes  les  va- 
leurs de  x renfermées  dans  cette  formule , satisferont  i l'équation 


c 


(i53)  TnïORÈsrv.  « Soit  toujours  c un  nombre  premier,  et  P un  po- 
» lynome  du  degré  ra,  lequel  soit  diviseur  du  binôme  x*- ' — i ; je  dis 
» qu’il  y aura  toujours  ra  valeurs  de  x , comprises  entre  -f- je  et  — je, 
a qui  reudent  ce  polynôme  divisible  par  e.  » 

Car  soit  x1-1  — i z=zPQ,  Q étant  un  autre  polynôme  du  'degré 

e — i — m.  Puisqu’il  ÿ a c — i valeurs  de  x,  savoir  =fci,db3,±  3. . 

qui  rendent  le  premier  membre  divisible  par  c , il  fout  que  chacune  de 
ces  valeurs  rende  P ou  Q divisible  par  c.  Parmi  ces  c — i valeurs,  il 
ne  peut  y en  avoir  plus  de  m qui  rendent  P divisible  par  c,  parce  que 
P n’est  que  du  degré  m;  il  ne  peut  non  plus  y en  avoir  moins  de  ra , 
car  alors  il  y aurait  plus  de  c — i — m valeurs  de  x qui  rendraient  Q 
divisible  par  c ; ce  qui  est  impossible,  puisque  Q n'est  que  du  degré 
• — i — m.  Donc  le  nombre  de  valeurs  de  x qui  rendent  /'divisible 
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par  c,  et  qui  sont  cbmpriscs  entre  -f-  je  et  — je,  est  précisément  m.  e 
Remarque.  I,a  niante  proposition  aurait  lieu,  si  P était  diviseur  de 
a?~' ' — i + cR,  R étant  un  polynôme  d'un  degré  quelconque  moindre 
que  c. 

î; . t ^ • i i.  **r.  • . t ' 1 ’ ' - 

fi54)  ThîobfmK.  k Si  le  nombre  premier  c est  diviseur  de 
» N étant  un  nombre  donné  positif  ou  négatif,  je  dis  que  la  quantité 

* c-»  ' ' ’ ’ * 

a ( — N)  * — 1 doit  être  divisible  par  c;  et  réciproquement  si  cette 
» condition  est  remplie,  il  existera  un  nombre  x (moindre  que  je)  tel 
u que  x'-J-JV  sera  divisible  par  c.  (On  excepte  le  cas  de  c=  a,  et 
a celui  où  J V est  divisible  par  <?,)  » , . . 

Car  1*.  si  c est  diviseur  de  011  aura,  en  omettant  les  mul- 

tiples de  c',  x'==  — N ; donc  x'~'  — 1 = ( — * — 1.  Le  premier 
membre  est  divisible  par  c,  donc  le  second  doit  l'être  également. 

a”.  Si  on  suppose  que  (-r-iY)  * — x soit  divisible  par  c,.je  fais  cette 

• * r **** 

quantité  aster,'  ce  qui ' donnèra  x'— ' — 1—  cr=x‘~'  — ( — JV)  * . Mais 
ai  l’én  fait  pour  un  moment  te — t = ai',  ' — 'N  = M , le  second 
membre  devient  r*‘  — M*t  lequel  est  divisible  par  x*- — M ou  x*-f -N. 
Donc  x*-f-JV  divise  également  le  premier  membre  xr~' — 1 — cr.  Donc 
(n°  i55)  il  y a nécessairement  deux  valenrs  de  x,  moindres  que  je, 
qui  rendent  x'-pN  divisible  par  e;  ces  deux  valeurs  n’en  font  propre- 
ment qu’une-,  parce  qu’elles  ne  diflèrent  que  par  leur  signe. 

Remarque.  Nous  avons  démontré  que  N étant  un  nombre  quelconque , 
et  c un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  JV , la  quantité  N'~ 1 — 1 est 
toujours  divisible  par  c;  celte  quantité  est  le  produit  des  deux  facteur* 

JV  * - f-  1 , JV  * — 1 j il  faut  donc  que  l’un  ou  l’autre  de  Ces  deux  facteurs 

aoit  divisible  par  c ; d’où  nous  conclurons  que  la  quantité  N * divisé* 
par  c , laissera  toujours  le  reste  -(-x  ou  le  reste  — ï. 

C — X 

(i55)  Comme  les  quantités  analogues  à N * se  rencontreront  fréquent- 
menl  dans  lecoUrsdehosrecherckès,  nous  emploirons  le  caractère  abrège 

e— t 

pour  exprimer  le  reste  que  donne  N * divisée  par  c;  reste  qui,  suivant 
ce  qu’on  vient  de  -voir,  ne  petit  être  que  -f- 1 Ott  —1 . 


» 
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Dans  l'expression  ^ le  nombre  iV  est  un  nombre  quelconque  po- 
sitif ou  négatif,  mais  c est  toujours  un  nombre  premier,  a excepté. 

Lorsque  c est  un  nombre  premier  4 /»+ i , l’exposant  est  pair  ; 
au  contraire  cet  exposant  est  impair , lorsque  c est  de  la  forme  4>H-5. 
Dans  le  premier  cas  on  doit  donc  avoir  = (—  ) , et  dans  le  second 

Une  expression  telle  que  ^ est  toujours  le  produit  des  deux  ex- 
pressions^^, (-')■  Car  soit  et  ^^==r  , le  sens  de  ce* 

•— t * *-> 

expressions  indique  assez  qu’on  peut  faire  Af  =.  ne -\-rt 

m el  n étant  des  entiers;  de  là  résulte  (MN)  * = (mç -f- |t) (ne  -f-  »)> .” 
et  il  est  visible  que  le  second  membre  divisé  par  ç laisse  le  reste  ft*; 

donc  on  a m-©-©.  et  ainsi  pour  un  plus  grand  nombre  de 
facteurs. 

Dans  le  cas  de  deux  fccteur^  égaux , l’expression  » qui  est  l* 

même  chose  que  ^y)  ^ (y)  » C*1  *QlUiour8  «gale  à -f-i , puisque  chaque 
facteur  (y)  ne  peut  être  que  -f- 1 ou  — -,i. 
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) t ' • .'*•  : 

§11.  Recherche  de  la  forme  qui  convient  aux  diviseurs  de  la 
formule  t*-f-au*.  _ 


— ••  ''  R ’l  ù \ ■/  ■ ' , ' ■ ' • ' ! ' 

( 1 56)  Da  n s la  formule  1‘  -J-  au',  nous  regarderons  a comme  un  nombre 
donné  positif  ou  négatif,  et  nous  supposerons  que  t et  u sont  deux 
indéterminées  auxquelles  on  peut  attribuer  toutes  les  valeurs  possibles 
en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  mais  arec  la  condition  essen- 
tielle que  t et  u soient  premiers  entre  eux.  Eu  effet,  sans  cette  condi- 
tion tout  nombre  pourrait  divisér  la  formule  t'-\-uu' , et  il  n’y  aurait 
par  conséquent  aucune  forme  particulière  qui  caractérisât  les  diviseurs 
de  cette  formule.  Cela  posé,  on  voit  que  pour  unte  même  valeur  de  a , 
la  formule  t'-j-au'  représentera  une  infinité,  de  uombres  différens,  et  il 
s'agit  d'examiner  la  nature  des  diviseurs  de  celte  formule. 

• Soit/;  un  diviseur  quelconque  de  la  formule  t'-f-au',  et  soit  en  con* 
séquence  l*-|-au*=  Pp:  je  dis  d’abord  que  les  nombres  u et  p sont  pre- 
miers entre  eux:  car  si  u*  et  p avaient  un  commun  diviseur  6,  il  est 
clair  que  6 diviserait  Pp  — au'  ou  /*,  et  qu’aîosi  t et  u auraient  un  com- 
mun diviseur,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Puis  donc  que  p et  u sont 
premiers  entre  eux,  on  pourra  (n'  i3)  trouver  deux  nombres  / et  q tels 
qu'on  ait  t=pj-\-qu.  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  t‘-j-au'=zPp 
et  divisant  tout  par  p,  on  aura 


• + + u'  = P. 


Pf 

Mais  pnisque  u n’a  aucun  diviseur  commun  avec  p , celte  équation  ne  pent 
subsister  à moius  que  ne  soit  un  entier.  Donc  le  nombre  p qui 

divise  la  formule  l'  au',  divisera  également  la  formule  moins  générale 
ar'-f-a,  en  faisant  x = q . 


(137)  Non-seulement  la  formule  à deux  indéterminées  l'  au',  n'a 
pas  d'autres  diviseurs  que  la  formule  à uuc  seule  indéterminée  l'  -f-  a 


Vf 
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on  x'  — f—  ; mais  à cet  égard  la  formule  At'-j-B/u-f-Cu',  où  A,  B,  C 
sont  des  nombres  donnés,  n’est  pas  plus  generale  que  les  deux  premières, 
En  effet  si  on  multiplie  la  dernière  par  4 A,  et  qu’on  fasse  iAt-j-£u=x, 
B'=a,  le  produit  sera  x’-f-ou*.  Donc  les  diviseurs  de  la  for- 
mule At'-\-Btu-\-Cu'  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  formule  plus  simple 
x'+au',  ou  seulement  x*-f-fl,  a étant  égale  à la  quantité  constante 

B'.  Et  quoiqu’on  ait  multiplié  par  l^A  la  formule  proposée,  il 

n’y  a pas  même  exception  par  rapport  aux  diviseurs  qui  ne  seraient  pas 
premiers  à A , car  en  faisant  x—B,  la  formule  x*-f-o  devient  B‘-\-a 
ou  4 AC;  elle  est  par  conséquent  divisible  par  A. 

Soit  toujours  p un  diviseur  quelconque  de  la  formule  et  sup- 

posons que  6 , > , /,  etc.  soient  les  nombres  premiers  qui  divisent  p , 
il  faudra  que  chacun  de  ces  nombres  divise  la  formule  x’-f-a  ; ainsi , 
d’après  le  11°  i34  et  la  notation  indiquée  n’  i35,  il  faudra  qu’on  ait  les 
équations 

(?)  = '.  (t)="  (?)  = '•  *“■ 

Ces  conditions  seront  suffisantes,  au  moins  tant  que  p cia  n'auront  pas 
de  commun  diviseur. 

(i38)  Revenons  à la  formule  pjr'  iqyu  -f-  Q-y—  ) u‘  = P,  et  puis- 
que est  un  entier,  faisons  - = r,  nous  aurons 
P — pj‘  + 2(]ju  + ru'. 

Mais  P peut  désigner  pareillement  nn  diviseur  quelconque  de  la  for* 
mule  t’-f-au*;  donc  tout  diviseur  de  cette  formule  indéterminée  peut  être 
représenté  par  la  formule  de  même  degré  py'+aqjru+ru',  dans  laquelle 
on  a pr — 9*  = a. 

Et  comme  on  est  maître  de  supposer  ussi,  puisque  la  formule 
doit  avoir  les  mêmes  diviseurs  que  la  formule  il  s’ensuit  qu’on 

peut  aussi  représenter  l’un  quelconque  de  ces  diviseurs  par  la  formule 
py*  2£j--f-r,  où  l'on  a également  p; — q'=a.  Cette  'forme  est  plus 
simple  que  la  précédente;  cependant  nous  préférerons  celle-ci,  parce 
que  scs  coefficiens  peuvent  toujours  être  renfermés  entre  des  limites 
connues.et  dépendantes  du  seul  nombre  a. 

En  effet,  nous  avons  démontré  (n"  4G)  que  la  formule  indéterminée 
Pj-‘-\-3tjj  u-^-ru‘  peut  toujours  être  transformée  en  une  formule  sem- 
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blable,  dans  laquelle  le  coefficient  moyen  iq  n’excédera  aucun  des  cocf- 

fieiens  extrêmes  p,  r,  et  où  l'on  aura  toujours  pr — q'  — a. 

Supposons  que  cette  réduction  soit  effectuée,  et  nous  serons  en  droit 
de  conclure,  selon  que  a est  positif  ou  négatif, 

i*.  Que  tout  diviseur  de  la  formule  où  c est  un  nombre  po- 

sitif, peut  être  représenté  par  la  formule  /&*•{- kqy*-\-r*'t  dans  laquelle 

on  a pr— q'=c,  iq  <p  et  r,  et  par  conséquent 

a*.  Que  tout  diviseur  de  la  formule  t' — eu',  peut  être  représenté  par 
la  formule  /y’-f-arya— rs‘,  où  l’on  a pr-j-q'  —c,  iq  <p  et  r,  et  par 

conséquent  q < 1/  g. 

( 1 59)  Dans  les  deux  cas , il  faut  se  souvenir  que  les  indéterminées  y 
et  a doivent  être  des  nombres  premiers  entre  eux,  comme  le  sont  les 
indéterminées  t et  u de  la  formule  proposée  t'  ± eu'.  Avec  cette  con- 
dition , tout  nombre  P renfermé  dans  la  formule  py‘~ f-  a<ys  ± rz'  sera 
nécessairement  diviseur  de  la  formule  f*rbcu\ 

Car  supposons  qu’on  ait  Psr^a’-f-aÿaCrfcrC’,  et  soit  la  fraction 

convergente  qui  précède  dans  le  développement  de  celle-ci  en  fraction 

continue.  Si  k la  place  dey  et  s oh  met  ay  -f-  a’s  et  6y-h  C’a  dans  la 
formule  indéterminée  py'  -f-  a^yadbra*,  le  résultat  sera  (n*  55)  de  la 
forme  Py'-t-aQj'z  -+-  As*,  où  l’on  aura  PMssQ’d te.  Donc  P est  di- 
viseur de  Q'dcc  ou  de  r* ± eu'. 
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§ III.  Application  de  la  théorie  précédente  à diverses  formule * 
t*  -+-  u*  , t*  -l-  2u*  , t*  — 2U*  , etc.  Conséquences  qui  en 
résultent  pour  les  formes  générales  des  nombres  premiers. 


(140)  I om  avoir  les  diviseurs  de  la  formule  il  faudra , suivant 

la  méthode  du  § précédent , faire  c = 1 , pr  — q'  = 1 , et  q < {/j , ou 
aura  donc  q — o , pr  = 1 , p = r = 1 , et  le  diviseur  pj ‘ -f-  iqjz  -f*  rs* 
se  réduit  à j*  4-  **.  Donc  « tout  diviseur  de  la  formule  t‘  -j-  u* , com- 
» posée  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  est  également  la  somme 
» de  deux  quarrés  premiers  entre  eux.  » 

Ce  théorème  étant  d’un  très-grand  usage  dans  la  théorie  des  nombres, 
nous  croyons  devoir  en  donner  une  seconde  démonstration  fondée  sur 
d’autres  principes. 

Soit  A un  nombre  quelconque  qui  divise  la  somme  de  deux  quarrés 
premiers  entre  eux  f’-f-u’,  on  pourra  supposer  que  les  nombres  t et  a 
ne  surpassent  pas  î A;  car  puisque  A’ divise  t*-J-«*,il  divisera  également 
(t  — aA)*  4-  (0  — ÇA)*  ; or  les  nombres  a.  et  Ç peuvent  toujours  être 
pris  de  manière  que  1 — aA  et  u — CA  n'excèdent  pas  4 A'. 

Cette  préparation  étant  supposée  faite , la  quantité  sera  moindre 

que  - A* , ainsi  en  faisant  t*  -f-  u%  = AA',  on  aura  A'  < { A. 

Et  d’abord  si  on  avait  A'  = 1 , le  nombre  A serait  égal  à t‘  -f-  u‘ , et 
la  proposition  serait  vérifiée. 

Soit  donc  A'  > 1 ; puisque  A'  divise  <*  -f-  «*  , il  divisera  aussi 
(t  — aA’')*  4-  (u  — CA')*;  or  on  peut  prendre  a et  Ç de  mauière  que 
t — aA”'  et  u — ÇA'  ^'excédent  pas  { A"'.  Si  l’on  fait  donc  dans  cette 
hypothèse 

(t  — «A')*  4-  (»  — SA')*  = A' A'  , 

on  aura  A’*  < 4 A.  Multipliant  celte  équation  membre  à membre  par 
l’équation  /*  4-  u*  — AA,  on  trouvera  que  le  produit  peut  être  mis  sous 
la  forme 

(t*  4-  u*  — «t A'  — Ç«A  )*  4-  (au A" — Ç/A  )*  s=  AA*A. 


1?6  théorie  des  nombres. 

Substituant  dans  le  premier  membre  N N'  au  beu  de  £*  + u*,  et  divisant 
tout  par  A'*,  on  aura 

(.V  — au  — Su)'  + (oui  — Cl)'  — NiT. 

Si  daus  ce  nouveau  résultat,  on  avait  A*  = i , le  nombre  N serait  égal 
à la  somme  de  deux  quarrés , et  la  proposition  serait  démontrée.  T 

Soit  donc  encore  A*  > i , alors , en  suivant  la  même  marche , on 
déduira  du  produit  iYiV’  un  nouveau  produit  AA"  Ou  l’on  aura  A*  < J A*, 
et  qui  sera  exprimé  pareillement  par  la  somme  de  deux  quarrés. 

Mais  la  suite  des  nombres  entiers  A,  N’,  A',  A",  etc.  daus  laquelle 
chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  du  précédent,  ne  saurait  aller  à 
l'infini;  on  parviendra  donc  nécessairement  à un  ternie  égal  h l’unité, 
et  alors  le  nombre  A sera  égal  à la  somme  de  deux  quarrés, 

(i4i)  Revenons  à la  méthode  générale,  et  proposons-nous  de  déter- 
miner les  diviseurs  de  la  formule  t*  -J-  au*.  On  aura  , daus  ce  cas  , c = a , 
pr — q' = 2 ,?<  V ’ i donc  il  faut  (aire  encore  q = o,  ce  qui  donne 
pr—2,  et  par  conséquent  p = i , r—  a.  Donc  le  diviseur  p)-'+2qys+rs‘ 
sera  toujours  de  la  forme  y'  -J-  as*  semblable  à la  formule  dividende 
/*  au*. 

Soit  encore  la  formule  t* — au*,  dont  nous  représenterons  un  diviseur 
quelconque  par  py'  -f-  a qyz  — ra* , on  aura  c es  a , pr  -f-  q'  — a , q < i/f. 
Il  en  résulte  q = o et  pr  — a,  ce  qui  donne  p=  i , /•=  a,  ou  p — a, 
r — i . Donc  tout  diviseur  de  la  formule  <*  — au*  peut  être  représenté, 
soit  par_y* — as*,  soit  par  a y'- — s*.  Ces  deux  formes,  au  reste,  sc  ré- 
duisent à une  seule,  car  nous  avons  déjà  observé  qu’on  a 

y'  — a?*  = a (y  — a)*  — (y  — as)*. 

On  trouvera  de  la  môme  manière , que  la  formule  /*  -4-  Su'  ne  peut 
avoir  pour  diviseur  impair  qu’un  nombre  de  forme  semblable  _7-’-f-53*, 
et  aussi  que  la  formule  t * — 5 u*  ne  peut  avoir  pour  diviseur  impair  que 
Tune  ou  l’autre  des  deux  formes  y * — 5s* , 5y*  — z*.  Or  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  deux  formes  sc  réduisent  encore  à une  seule,  puisqu'on  a 

y'  — 5a*  = 5 (y  — az)*  — (a y — 5z)‘. 

Donc  on  général  u tout  nombre  compris  dans  l’une  des  formes  f -f-  u*, 
» t'  4-  au* , f — au*  t t'  - f-  Su' , /•  — 5u* , t et  u étant  premiers  entre 
» eux,  ne  peut  avoir  pour  diviseur  qu'un  nombre  de  même  forme.  Il 


t 
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» faut  excepter  seulement , à l'égard  des  deux  dernières  formules  t‘  -f-  3 u‘, 
» t * — 5 u*,  les  diviseurs  doubles  d’un  impair,  lesquels  ne  pourraient 
» être  des  formes  j‘  -J-  5a* , y'  — 5a*.  » 

Ces  diverses  formes,  qui  ont  l'avantage  de  se  reproduire  dans  lenrs 
diviseurs,  ne  sont  point  incompatibles  entre  elles;  elles  se  trouvent  au 
contraire  réunies  assez  souvent,  deux  ou  plusieurs  , daus  le  même 
nombre.  Ainsi  on  a 89  = 8*  -f- 5*  = 9’  -f*  a. 2*;  241  = i5*-f-  4"=  i5* 
-f-  2.6*=  21*  — a.  10*  = 7*  -f-  3.8*  = 5t*  — 5. 12*. 

(142).  C’est  ici  le  lieu  de  développer  quelques-unes  des  propriétés  des 
nombres  fondées  sur  la  combinaison  des  quarrés  pairs  et  impairs  ; et 
d’abord  observons  qu'un  quarré  pair  (aj)*  est  toujours  de  la  forme  4 n , 
et  un  quarré  impair  ( ir  -f-  1 )*  de  la  forme  8/j  -f-  1.  En  effet  on  a 

4**  -H  4*  -f*  t = 8 f — - — j -f-  i ; or  — - — eat  toujours  un  entier,  et 
de  plus,  cet  entier  est  un  nombre  triangulaire  (1). 


(1)  Voici  les  différentes  séries  de  nombres  auxquels  on  a donné  le  nom  de  nombres 
Jgures  r 

A 1 >,  a,  3,  4,  5,  6 n 

B 1 1 , 3,  6,  io,  i5 , ai n.n-bi 


D 

etc. 


1 , 4>  iu,  30 , 35 , 56. 


i , 5,  i5,  35,  70,  ia6. .. 
etc. , atc. 


1.1 

n.n-f-  1 .n-f.  » 

1.2.3 

n.n-t-i.n  + a.n-f-5 

1 .2.3-4 


la  première  séria  A est  celle  des  nombres  naturels  dont  le  terme  général  est  n ; 


la  seconde  série  B est  celle  des  nombres  triangulaires , son  terme  général  est 


n.n  + 1 


Si  de  ce  terme  général , qui  est  le  n1'"*  terme  de  la  série  B , on  retranche  le  terme 
précédent  de  la  même  série , lequel  est  ^ ” , le  reste  sera  n , qui  est  le  trrme- 

général  on  n’M'  terme  de  1a  série  A.  Donc  on  formera  le  n“mf  terme  de  la  série  B , 
en  ajoutant  le  (n  — i)1**  terme  de  la  même  série  avec  le  n*"'  de  1a  série  A. 

La  troisième  série  C est  celle  des  nombres  pyramidaux , dont  le  terme  général  est 

"--n  j * ">  *»  de  ce  terme  on  retranche  le  précédent  de  **  “èm*- 
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Puisque  y*  et  **  ne  peuvent  être  que  de  l'une  des  formes  fa,  8n-f-  i, 
on  établira  immédiatement  les  trois  propositions  suivantes  : 

i*.  u Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  ^*-4- a*  est  de  la 
a forme  fa -j-  i.  » 

a".  « Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  j*  •+-  as*  est  de 
» l’une  des  formes  8a  -f*  « , 8n  -f-  5.  » 

5*.  « Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  y"  — aa*  est  de 
» l'une  des  formes  lin  -4-  i -,  8«  -f-  y.  » 

De  ces  trois  propositions  résultent , par  voie  d'exclusion , ces  trois 
autres  : ... 

4*.  « Aucun  nombre  de  la  forme  fa  *4-  3 ne  peut  être  représenté  par 
« y’  -f-  s*.  » 

5*.  u Aucun  nombre  des  formes  8n  -j-  5 , 8n  -f-  7 ne  peut  être  repré- 
» sente  par  y*  -f-  as*.  « 

6*.  u Aucun  nombre  des  formes  8n  3 , 8*  + 5 ne  peut  être  repré- 
» sente  par  y * — as*,  a 

Cela  posé,  il  sera  facile  de  démontrer  les  quatre  théorèmes  suivans, 
qui  sont  d’une  grande  importance  dans  la  théorie  des  nombres. 


(i45)  TtifoRÈME  I.  u Tout  nombre  premier  fa-j-  1 est  la  somme  dé 
» deux  quarrés.  » 

Soit  ce  nombre  premier  c — fa  1 , on  aura  jr‘_l  — 1 = ar*"  — 1 
= (ï“-f-  1)  (je*" — 1);  donc  (n*  i55)  il  y aura  an  valeurs  de  a:,  com- 
prises entre  -J-Je  et  — je,  qui  rendront  x**-f-  1 divisible  par  c.  Mais 
a-**-f-  j est  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  donc  (u*  140) 


série.,  la  différence  sera  9°*  e,t  k nUmr  terme  de  la  eérie  B.  Donc  aa  peut 


former  U série  C an  moyen  de  la  série  B , comme  on  a formé  celle-oi  aa  moyen  de  1a 
série  A 


il  en  est  de  même  de  la  quatrième  eérie  D,  qui  est  cette  des  nambrts  trutngulo- 
tncngulaires , et  dont  le  terme  général  est 


-n. n-b  i .n-pa. n + 3 

■ .a  3.4  ' 


et  ainsi  des  autres. 


Les  termes  généreux  que  «nos  donnons  U»  comme  définitions , et  d'où  nous  dédui- 
sons la  loi  de  formation  successive  , renferment  tonte  ta 'théorie  des  nombres -figuré», 
et  offrent  immédiatement  la  démonstration  d'une  proposition  générale  dont  Fermât 
fait  mention  dans  ses  notes  sur  Diophante,  pag.  16 , et  qn'il  regardait  comme  une 
de  ses  principales  découvertes. 
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«on  diviseur  e est  évidement  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  ; donc 
on  pourra  toujours  supposer  c —y*  •+-  a*.  (1). 

Remarque.  La  forme  4 «*+ - t renferme  les  deux  formes  8n-f- 1 8n-|-5; 
donc  tout  nombre  premier  soit  de*la  forme  8n-f-i,  soit  de  la  forme 
8/1  5,  est  la  somme  de  deux  quarrés. 

(144)  Théorème  II.  « Tout  nombre  premier  8/1  •+■  t est  à-la-foia 
des  trois  formes  /,  + s’if‘+  aa* , y'  — a*'. 

Soit  ce  nombre  premier  c = 8»  + 1 , on  i déjà  prouvé  qu’il  doit 
être  de  1a  forme  y*  -f-  z'  t ainsi  il  reste  à démontrer  qu’il  est  en 
même  temps  des  deux  autres  formes  y*  -f-  aa* , j*  — as*.  Or  on  a 
3f~'  — i — x‘"  — 1 = (x4*  — 1 ) (x4*- f-  1 ) ; donc  (n*  i33)  il  y a 4* 
valeur  de  x comprises  entre  -f-  J c et  ~ 7 c , qui  rendent  le  binôme 
ar1*-)- 1 divisible  par  c.  Mais  d'abord  le  binôme  1 peut  se  mettre 
sous  la  forme  (x" — laquelle  est  comprise  dans  la  formule 
/’  -f- 111',  t et  u étant  premiers  entre  eux;  donc  son  diviseur  c est  de  la 
forme  y*-\-  as*. 

En  second  lien,  le  binôme  1 peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 
(x“-{-  i)“ — ax*%  laquelle  revient  à t‘ — au*;  donc  son  diviseur  c doit 
être  également  de  la  forme  y'  — as*. 

Donc  tout  nombre  premier  8/a— f- 1 est  à-la-fois  des  trois  formes 
y'- f-a*,  y‘~h aa*,  y' — as*.  Et  pour  en  donner  un  exemple,  73=8*+3* 
= i*-f-3.6*=9*  — a.a*. 

(145)  TnioaàM*  III.  « Tout  nombre  premier  8*-j-5  est  de  la  forme 
» y*  -f-as*.  » 

Car  en  faisant  c = 8» 5,  et  prenant  en  particulier  x==  a , la  for- 
mule xf~'—  1 devient  a*"**  — 1 = (a'*"^1 — x)  (a4**1-!-!);  donc  il  faut 
que  l’on  de  ces  facteurs  binômes  6oit  divisible  par  c.  Mais  si  le  premier 
facteur,  qui  est  de  la  forme  a<*— «*,  était  divisible  par  c,  le  nombre  c 
lui-même  serait  de  la  forme  37*  —a*  ou  y' — aa',  laquelle  , comme  on 
l’a  vu  n*  14a,  ne  peut  convenir  à aucun  nombre  8re +3.  Donc  c divise 


(1)  Cette  proposition  a été  démontrée  ci-dessus  (n*  Sa  ) d’une  manière  encore  plue 
directe,  et  elle  résulte  également  de  ce  que  l'équation  x*  — cy*  = — 1 , étant  toujours 
possible  dans  ce  cas , c doit  être  diviseur  de  x*  -f-  1 . 
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nécessairètnêtit  le  second  facteur  a . a1 * * 4"-f-i , lequel  est  de  la  forme 
donc  c est  de  la  même  forme/*  -t-aa*  (i). 

(146)  Théorème  IV.  « Tout  nombre  premier  8n  + 7 est  de  la  forme 

» y — as*.  » 

Car  en  faisant  c=8h-|-7,  et  prenant  encore  x=2,  on  aura.... 
nf~' — i=(a4*^5  -f-  ')  (a4""*'’  — 1)  ; le  premier  membre  (n*  1 29)  doit  être 
divisible  par  c,  donc  il  faut  que  c divise  l'un  des  facteurs  du  second 
membre.  Mais  en  doublant  ces  facteurs,  et  faisant  a****  = /-,  ils  de- 
viennent D-f-a,  D — 2;  or  si  c divisait  k'- f-a,  il  serait  de  la  forme 
r*  + 23’,  laquelle  (n*  142)  ne  peut  convenir  à aucun  nombre  8« -f- 7. 
Donc  c divise  nécessairement  l'autre  facteur  A*  — 3 , donc  il  est  de  la 
forme  y* — as*  (a). 

Corollaire  c é k r r a l. 

(147)  H suit  de  ces  quatre  théorèmes,  que  les  nombres  premiers  im- 
pairs étant  distribués  en  quatre  classes  ou  espèces  8/1  -f-  1 , 8«  -f-  3 , 
8«-j-5,  8n-)~7,  on  peut  établir  les  propriétés  suivantes  qui  distinguent 
deux  espèces  de  deux  autres  : 

1*.  « Les  nombres  premiers  8/i-f-i , 8n-f- 5,  sont,  exclusivement  à 
» tous  autres,  de  la  forme  /*-f-a*.  » 

a".  « Les  nombres  premiers  8/1 -f- 1 , 8n-f-5,  sont,  exclusivement  à 
» tous  autres,  de  la  forme  /*-+- ai*.  » 

5*.  n Les  nombres  premiers  8«-f-  1,  8n-f-  7 , sont,  exclusivement  a 
» tous  autres,  de  la  forme  7*  — aa*.  >r 
D'où  l'on  voit  que  la  seule  espèce  8n  -f- 1 , dans  laquelle  l’unité  est 


(1)  On  a démontré  ci-dessus,  n*44.  tue  c étant  un  nombre  premier  8 n + 3,  il 

•st  toujours  possible  de  satisfaire  à l'équation  x*  — ••7*=— a:  de  là  fl  résulte  fort  di- 
rectement que  c est  diviseur  de  x*-f-3,  et  qu'ainsi  c est  de  la  forme  y*  + ai*. 

(a)  C’est  encore  ce  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de  la  proposition  du-n*  45  ; 
car  puisque  , suivant  cette  proposition,  l'équation  a*  — cy"  = a est  toujours  possible,, 
il  s'ensuit  que  c divise  x*— a,  et  qu'ainsi  c est  de  Informe  y*  — an*. 

Ces  quatre  théorèmes , et  quelques  autres  semblables , ont  été  découverts  par  Fermât; 
mais  les  démonstrations  de  ce  savant  ne  nous  ont  point  été  transmises.  Euler  a démon- 
tré le  premier  et  le  second  dans  les  nouveaux  Comment,  de  Pétersbourg  ; Lagrang* 

a démontré  les  autres  dans  les  Mém.  de  Berlin,  anu.  1775. 
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comprise,  réunit  les  trois  propriétés,  et  que  chacune  des  trois  autres 
espèces  ne  jouit  que  d’une  seule  de  ces  mêmes  propriétés. 

A l’aide  de  ces  théorèmes,  il  est  facile  d’évaluer  l’expression  se- 
lon les  diverses  formes  du  nombre  premier  c.  On  se  souviendra  (n^  i35) 

que  cette  expression  désigne  le  reste  de  a * divisé  par  c,  reste  qui  ne 
peut  être  que  + « ou  — i. 

(148)  Théorème  V.  «L’expression^  sera  égale  à +1,  si  le 

» nombre  premier  c est  de  forme  8/1+1  ou  8/1  + 7;  elle  sera  égale  à 
» — 1 , si  le  nombre  premier  c est  de  l’une  des  deux  autres  formes 
» 8/i+3,  8/1  + 3.  » 

Car  i*.  si  c est  de  l’une  des  formes  8«+t , 8/1+7,  on  pourra  faire 
c—y‘~  as’,  ou  a;1  —y' — c.  Élevant  chaque  membre  à la  puissance 

■■  ■ ‘ et  négligeant  les  multiples  de  c,  on  aura  a * z'~ 1 ; mais  eu 

omettant  ces  mêmes  multiples , on  aura  (n*  1 39)  J‘~'  = 1 , z'~'  s=  1 . 

Donc  a * = j , ou  suivant  notre  notation  abrégée,  (-J  =1. 

a*.  Si  c est  de  la  forme  8/1+ 3,  on  pourra  faire  c —j-'  + a»*,  ou 
aa*=c — J'.  Élevant  chaque  membre  à la  puissance  r ' et  observant 
que  — ~ est  impair,  on  aura,  en  négligeant  tou  j oius  les  multiples 


de  c,  a * z'~'  = — y’~' , ou  a * = — * 1 , ou  enfin  ^^  = — 1. 

3°.  Si  c est  de  la  forme  8/1  + 5,  c ne  pourra  être  delà  forme y‘ — as*, 
donc  c ne  pourra  diviser  uu  nombre  de  la  forme  /’ — an*.  Mais  si  c di- 
visait un  nombre  de  cette  forme  , on  aurait  ( en  vertu  du  n*  1 34  ) 


Q = 1 ; donc  puisqu'on  ne  peut  avoir  — 1 , on  aura  nécessairement 

©— • 

Ce  théorème , joint  aux  observations  contenues  dans  le  n*  1 35 , 
formera  une  sorte  d'algorithme  très-utile  pour  le  calcul  des  quan- 

tités  g).  • 
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§ IV.  Où  P on  prouve  que  tout  nombre  entier  est  composé  de 
quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrés. 

Nous  commencerons  par  démontrer  la  proposition  suivante  , qui  n’est 
pas  seulement  subsidiaire  pour  l’objet  que  nous  avons  en  vue , mais  qui 
contient  une  propriété  très-remarquable  des  nombres  premiers. 

(i4g)  Théorème.  «Étant  donné  au  nombre  premier  A et  deux  autres 
» nombres  quelconques  B et  C,  positifs  ou  négatifs,  mais  non  divisibles 
» par  A , je  dis  qu’on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  t et  u,  tels 
» que  la  quantité  C — Bu'  — C soit  divisible  par  A.  » (Lagrange, 
Mcm.  de  Berlin,  1770.) 

Car  i*.  si  l’on  peut  trouver  un  nombre  u tel  que  Bu'  -f-  C so\t  divi- 
sible par  A , on  prendra  pour  t un  multiple  de  A , et  la  formule . . . 
t' — Bu'  — C sera  divisible  par  A. 

a'.  S'il  n’y  a aucun  nombre  qui  remplisse  cette  condition , faisons , 
pour  abréger,  A~ia-\-\y  Bu'  + C—F,  la  quantité  dont  il  s'agit 

t< Bu' C ou  f*  — F étant  un  diviseur  de  1“ — F‘,  on  pourra  faire 

le  quotient 

**•—  4.  Fr—*  4- F't“~t V—'  — P, 

et  on  aura 

(,•  _ y}p= r— y =£“—  t — {F- — o- 

Soit  Q=F'-\-  I , et  en  multipliant  de  part  et  d’autre  par  Q,  on  aura 

(r-F)PQ  = Q(t'‘-i)-(y“- 1). 

Mais  d’après  le  théorème  de  Fermât  (n*  ,39),  on  sait  que  le  second 
membre  est  divisible  par  A,  pourvu  que  t et  V soient  premiers  à A. 
Donc  si,  outre  ces  deux  conditions,  on  peut  faire  ensorte  que  ^ ne  di- 
vise ni  P ni  Q,  on  en  conclura  avec  certitude  que  t'  — F est  divisible 
par  A , ce  qui  est  l’objet  de  notre  démonstration. 

Mais  d’abord  on  a supposé  que  F n’est  jamais  divisible  par  A ; et 
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pour  que  t ne  le  loit  pas , il  suffit  de  prendre  pour  t l'un  des  nombres 

j , a,  5 A — i.  Ainsi  les  deux  premières  conditions  »e  remplissent 

d'elles-mémes,  et  il  ne  s’agit  plus  que  de  satisfaire  aux  deux  autres, 
c’est-à-dire  de  faire  ensorte  que  A ne  divise  ni  P ni  Q. 

Or  i*.  la  quantité  Q=.P'4 -^ri~{Bu%-\-C)4 + i étant  développée  , 
donne 


Q—  i +B‘u44  -+■  aB—'Cif—4  + ~~  B‘~‘C‘u'4~i  + etc. 


+ C4  -i-aBC^'U4  B'C—‘u<  + etc. 


Et  il  faut  de  deux  choses  l’une  (n°  1 34)  » ou  que  C4 — i soit  divisible 
par  A y ou  que  C‘-+- 1 le  soit  Si  le  premier  cas  a lien,  ou  en  d'autres 


termes,  si  l’on  a 


= i , on  pourra  faire 


u=o,  et  la  quantité  Q 


sera  non-divisible  par  A.  Ce  cas,  au  reste,  est  évident  par  lui-même , 
puisqu  indépendamment  du  terme  Bu'  qu'on  peut  faire  zéro  ou  multiple 
de  A y la  partie  t4  — O est  divisible  par  A,  en  vertu  de  la  condition 

<S)—  ' ‘ ■ : 

Si  le  second  casa  lieu,  on  si  l'on  a — i,  alors  en  séparant 

dans  Q la  partie  C*-f- 1 qui  est  divisible  par  A 3 et  divisant  le  reste  par  u', 
nous  aurons  le  quotient 

Q1  = B°u'—'  + aB-'Cu-4-*  + |-  aBC—‘. 

Cette  fonction,  considérée  paT  rapport  au,  n’étant  que  du  degré  in — a 
ou  A— 5,  il  ne  peut  y avoir  au  plus  que  A~ 5 valeurs  de  u,  qui 
rendent  Q divisible  par  A ; donc  il  y aura  au  moins  deux  valeurs  de  u 
qui  rendront  Ç',  et  par  conséquent  Q non  divisible  par  A. 

a",  u étant  ainsi  déterminé , la  fonction  P ne  contient  plus  que  la 
variable  t,  et  comme  relativement  à cette  variable,  elle  n’est  que  du 
degré  a a — a ou  A — S,  il  ne  peut  y avoir  au  plus  que  A— 3 valeurs 
de  t , entre  o et  A , qui  rendent  P divisible  par  A ; donc  il  y aura  au 
moins  deux  valeurs  de  t,  toujours  entre  o et  qui  rendront  P non- 
divisible  par  A. 

Donc  il  sera  toajours  possible  de  satisfaire  aux  deux  conditions  exi- 
gées, de  manière  que  la  quantité  /*  — Bu .* — C sera  divisible  par  le 
nombre  premier  A. 

Corollaire.  Si  l'on  fait  BzaC=z  — i,  on  conclura  de  cette  pi’opor 
sition,  que  tout  nombre  premier  A est  diviseur  de  la  formule  ■ 


i84  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

C’est  ce  qu'Enler  a démontré  le  premier  dans  la  Tom.  V des  nouveaux 
Commentaires  de  Pélersbourg. 

(i5o)  Lem.me.  « Le  produit  d'une  somme  de  quatre  quarrés  par  une 
» somme  de  quatre  quarrés,  est  semblablement  la  somme  de  quatre 
» quarrés.  » 

U sutlit,  pour  s'en  assurer,  de  développer  la  formule  suivante  , qu'on 
trouvera  être  identique  : 

(p‘  + q' 4-  f + s')  {p'+'f'  + r'  -4-  /*) 

! = ( PP  4-  <P1  + 4-  i^')‘  + ( lHl‘  — W + r*  — s,!  )* 

-f-  (pr  —qs'—rp'-\-sq'Y  -+•  ( ps'  -f-  qr  — — sp')*. 

Dans  celle  formule,  on  peut  changer  à volonté  le  signe  de  chacune  des 
lettres  qui  y entrent,  ce  qui  donnera  plusieurs  manières  de  décomposer 
en  quatre  quarrés  le  produit  dont  il  s’agit  (i). 

Remarque.  Ce  beau  théorème  d'algèbre  est  encore  du  à Euler  ; il  a 
été  généralisé  depuis  par  Lagrange  daus  les  termes  suivons  : ( Mémoires 
de  Berlin,  année  1770.) 

( p‘  — Bq' — Cr* -f- B Cs')  ( p'%  — Bq'  — CP' -f- B Cs'’) 

— ( PP‘ •+■ Bqq' ± Cri zt  B Css') ' — B (pq'-{-p'qdz  Crs’  ± Crs)* 

— C(pr  — Bqs'zh  rp'zp  Bsq')‘  -f-  BCÇqP — ps'dzps'zp  rq')%. . 

On  voit  par  cette  formule,  que  deux  fonctions  de  la  forme....1 
x'—Bjy~Cz'-{-BCu',  B et  C étant  des  cocfficicns  constans , donnent 
pour  leur  produit  une  fonction  semblable.  Donc  un  nombre  quelconque 
de  semblables  fonctions  multipliées  entre  elles,  donneraient  pour  leur 
produit  une  fonction  semblable. 


(1)  On  peut  s'assurer  qu’il  n’existe  aucune  formule  semblable  pour  trois  quarrés, 
c’est-à-dire  que  le  produit  d’une  somme  de  trois  quarrés  par  une  somme  de  trois 
quarrés  , ne  peut  pas  être  exprimée  généralement  par  une  somme  de  trois  quarrés. 
Car  si  cela  était  possible,  le  produit  (1  + 1 + 1)  (i6-)-4+  0)  qui  est  $3,  pourrait 
m décomposer  en  trois  quarrés.  Or  cela  n'a  lieu,  (n’  i53)  ni  pour  le  nombre  63,  ni 
pour  aucun  nombre  8n  + 7. 

Par  la  même  raison,  ou  par  l’exemple  de  (i-f-44a-4)  (°+4+a-1)i  on  démon- 
trerait que  le  produit  de  deux  formules  telles  que  p"+ tf+ai*,  ne  peut 

généralement  être  égal  à une  formule  semblable  jc’+y’-t-xi’. 
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(,5i)  Tiiïorèhk.  «Tout  nombre  premier  A est  de  la  forme 
w p'-\-q'  + r*+i*.  » 

Ou  a prouvé  (n“  ,4g)  qu'il  existe  toujours  deux  nombres  / et  u,  tels 
que  est  divisible  par  A.  Mais  si  à la  place  de  / et  u on  met 

t — A a.  et  u— AG,  le  résultat  (/  — A a)'  -f-  (u — AG)'  -f-  i sera  encore 
divisible  par  A ; on  peut  donc  supposer  que  les  premières  valeurs  de  t 
et  u sont  moindres  que  ~A , ou  qu’elles  ont  été  rendues  telles  en  en  re- 
tranchant des  multiples  de  A.  Cela  posé,  si  l’on  fait 

• AA’  = /*-{-«* -f  i , 

on  aura  AA'  < £ A'  -f-  \A'-\- 1 , ou  A' 

Considérons  plus  généralement  l’équation 

. . AA'=p’~ t-9>+r‘+S‘, 

dans  laquelle  chacun  des  nombres  p,  q,  r,  s,  sera  supposé  moindre 
que  - A , on  aura  A' A < \A* , ou  A'<_A.  Et  d’abord  si  on  avait  A'—\, 
il  est  clair  que  A serait  égal  h la  somme  de  quatre  quarrés,  et  la  pro- 
position serait  démontrée. 

Soit  donc  A>  i , et  parce  que  A'  est  diviseur  de  , 

il  sera  aussi  diviseur  de  la  quantité  ( p — a.A)'  — f— (</  — GA)'  -f-  (i — y A')' 
-f-(r  — J A' a,  G,  y,  J étant  pris  à volonté.  Supposons  qu’on  prenne 
ces  indéterminées  de  manière  qu’aucun  des  termes  p — et  A',  q—GA',  etc, 
n'excède  ) A';  alors  si  l'on  fait 

AA’=(p-'tAy  + (q-GA'y+(r-yAy  + (s-jAyi 

on  aura  A A'<  J A' A ou  A A.  Maintenant  si  au  moyen  de  la  for- 
mule du  n*  i5o  on  multiplie  la  valeur  de  AA'  par  celle  de  A' A,  oq 
trouvera  pour  produit  une  somme  de  quatre  quarrés  dont  chacun  est  di- 
visible par  AA ; de  sorte  qu’en  divisant  tout  par  A‘,  on  aura 

AA' — ( A — up — Çq — yr — Js)'  + (*q — Gp+ys — Jr)‘ 

-H*r -yp-+-Jq—€sy+(as  — Jp  + Gr—yq  )*. 

Cela  posé,  si  on  a A — \ , 1a  proposition  sera  démontrée;  mais  si  on  a 
A > i , on  procédera  de  la  même  manière  pour  obtenir  un  nouveau 
produit  AA  exprimé  par  quatre  quarrés,  et  daBS  lequel  on  aura  A<^A. 
Continuant  ainsi  la  suite  des  entiers  décroissait»  A,  A,  A,  A,  etc.,  on 
parviendra  nécessairement  à nn  terme  égal  à l'unité  ; donc  alors  le 
nombre  premier  A sera  exprimé  par  la  somme  de  quatre  quarrés. 
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. (i5a)  Tuéorôit.  «Un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre 
>1  ou  d’un  moindre  nombre  de  quarrés  (i).  » 

C’est  une  coiisc'qucnce  immédiate  de  la  proposition  qu’on  vient  de  dé- 
montrer, et  du  lemme  qui  la  précède;  car  uu  nombre  quelconque  étant 
le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  égaux  ou  inégaux,  et  chacun 
Ces  facteurs  étant  de  la  forme  />•  — f— 17*  — |—  r-  -J- s*,  si  on  multiplie  deux 
facteurs  entre  eux,  puis  le  produit  des  deux  par  un  troisième,  puis  le 
produit  des  trois  par  un  quatrième , etc.  jusqu'à  ce  que  tous  les  facteurs 
soient  employés , il  est  clair  que  les  produits  successifs  seront  toujours 
la  somme  de  quatre  quarrés.  Donc  le  produit  final , qui  est  le  nomlrrc 
proposé , sera  aussi  la  somme  de  quatre  quarrés , et  pourra  être  repré- 
senté par  /r* Rien  n’empêche  d’ailleurs  qu’un  ou  plusieurs 
des  quarrés  p *,  7*,  r*,  s*  ne  soient  zéro  ; donc  un  nombre  quelconque 
est  égal  à la  somme  de  quatre  ou  d’un  moindre  nombre  de  quarrés. 

• « * ►* 

(i55)  11  n’est  point  de  nombre  entier  qui  ne  soit  compris  dans  la 
formule  p' -f- q' -f-  r* s‘,  mais  ils  peuvent,  pour  la  plus  grande  partie, 
être  représentés  par  la  formule  plus  simple  p‘  -+•  7*  -f-  r*.  En  général , 
on  peut  alTirrocr  que  « tout  nombre  impair  est  de  la  forme  /j’-f-y'-t-r1, 
» excepté  seulement  les  nombres  8 n-f-7.  » 

On  excepte  les  nombres  Bn-f-q , parce  que  si  des  trois  termes  p,  7,  r, 
deux  sont  pairs  et  le  troisième  impair,  la  formule  /»*-f-y*-f-r*  sera  de 
la  forme  4"+] , et  si  les  trois  nombres  p,  q,  r sont  impairs , la  for- 
mule p'  -f-  y*  -f-  r*  sera  de  la  forme  8»-f-  3.  Donc  aucun  nombre  8n-f-7 
ne  peut  être  la  somme  de  trois  quarrés. 

Si  dans  la  formule  p'  -f-y‘-f-r*  -+-s‘  on  suppose  deux  termes  égaux  j 
on  aura  une  nouvelle  formule  p' q' ir* , laquelle  est  encore  très- 
gcnérale;  car  on  peut  affirmer  que  « tout  nombre  impair,  sans  excep- 
» lion,  est  de  la  forme  /r'-f-y*  a/-*.  » 

Ces  propositions  seront  mises  ci-après  dans  un  plus  grand  jour  : Ob- 
servons quant  à présent , que  les  deux  formes  p'-\-q'-{-'*,  /»*— |— 
dont  il  est  question  dans  ces  théorèmes,  ont  entre  elles  cette  relation  , 

— — — ..  • ■ 

; . • ' • . ••  \ ’ ...  ■- 

(1)  Lagrange  est  le  premier  qui  ait  donné  la  démonstration  de  ce  beau  théorème 
(Mém.  de  lierlin,  1770)  : cette  démonstration  a été  ensuite  beaucoup  simplifiée  par 
Euler  dans  les  Acta  Pelrvp.  an.  1777. 
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que  le  double  de  l’une  reproduitl’autre.  C’est  ce  qu'on  voit  parles  formule» 

3 (p‘-+9‘-h‘  ) — (p-HY  4-  (p—iY  4-  "-* 

3 (p'-H’+3>*)  — C p-HY  4-  (p— iY  + (a/-)*. 

( 1 54)  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  dans  ce  paragraphe, 
fait  partie  d'une  propriété  générale  des  nombres  polygones  découverte 
par  Fermât,  et  dont  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  faire  mention. 
Mais  d'abord  il  fout,  en  faveur  de  quelques  lecteurs,  expliquer  ce  qu'on 
enteud  par  nombres  polygones. 

Si  ou  considère  différentes  progressions  arithmétiques  qui  commencent 
toutes  par  l’unité,  et  dont  les  raisons  soient  successivement  î,  a,  5, 
4,  etc.;  si  ensuite,  par  l’addition  des  termes  de  chaque  progression,  on 
forme  une  suite  correspondante,  ces  différentes  suites  composeront  ce 
qu'on  appelle  les  nombres  polygones;  elles  sont  comprises  dans  le  tableau 
suivant  : 


Progressions  arithmétiques.  I Suite  des  nombres  polygones. 


b 3>  3,  4,  5 

i>  5,  5,  7,  g 

*>  4,  7»  »o,  i3. . .. 
b 5,  9,  i3,  17.... 


....  n 
art—  1 
3 n — 2 


1,  3,  G,  10,  1 5 . 
*>  4,  9»  l6*  a5- 

I,  5,  13,  33,  35 


4»—  3 


6,  t5,  a8,  45 


n.n  + | 
3 

n* 

n ( 3n  — 1 > 
a , 

n (an—  1) 


s,  «-H»  3*4-1,.  .na — a-f-i 


I,  *4-3,  3*4-3, 


"(n—0 

a 


*4-». 


La  première  suite  1,  3,  6,  etc.  est  celle  des  nombres  triangulaires,  la 
seconde  1,  4»  9,  etc.  celle  des  quarrés,  la  troisième  1,  5,  13,  etc.  celle 
des  nombres  pentagones,  et  ainsi  de  suite.  „ 

Voici  maintenant  la  proposition  dont  nous  voulons  parler,  telle  qu’elle 
est  énoncée  par  Fermât  dans  une  de  ses  notes  sur  Diophante,  page  180. 

« Imo  propositionem  pulcherrimeun  et  maxime  generalem  nos  primi 
deteximus.  Nernpe  omnem  numerum  vel  esse  triangulum  vel  ex  duobus 
oui  tribus  triangulis  composilum,  esse  quadratum  vel  ex  duobus  dut  tribus 
quadralis  composilum  ; esse  penlagonum  vel  ex  duobus  tribus  quatuor  aut 
quinque  pentagonis  composilum  et  sic  deinceps  in  mfmitum  in  hfxago/us^ 
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heptagonis  et  poljgonis  quibushbet , enwitianda  videlicet  pro  numer * 
angulorum  genemli  et  mirabili  propositions.  Ejus  autan  demonstrationem 
qiue  ex  rnultis  variis  et  abstrtaissimis  numerorum  mjsteriit  derivatur  hic 
apponere  non  licet , opus  ëuitn  et  hbmm  integrum  huic  operi  destinant  de- 
crevimus  et  Anthmeücen  hac  in  parte  ultra  veteres  et  notos  tenmnos  mi- 
n/m in  moiluiu  prontovere.  » 

Nous  avons  rapporté  les  propres  expressions  de  l’auteur , parce  que 
c'est  surtout  dans  ce  passage  qu’on  voit  que  Fermât  s'occupait  d’un  grand 
ouvrage  qui  devait  contenir,  comme  il  le  dit  lui-méme,  beaucoup  de 
belles  propriétés  des  nombres.  Les  Géomètres  regretteront  long-tomps 
que  ce  savant  illustre  n'ait  pas  réalisé  son  projet,  ou  que  du  moins  ses 
païens  on  amis , devenus  dépositaires  de  ses  manuscrits , n’en  aient  pas 
Ait  part  au  public.  On  y aurait  trouvé  sans  doute,  outre  les  démons» 
trations  encore  inconnues  de  plusieurs  de  ses  théorèmes,  des  méthodes 
dignes  de  la  sagacité  de  l’auteur  ; méthodes  qui  jointes  aux  découvertes 
postérieures,  auraient  contribué  beaucoup  à perfectionner  cette  partie 
très-difficile  des  sciences  exactes. 

Pour  revenir  à la  proposition  citée,  si  on  considère  qu’un  moindre 
nombre  de  termes  polygones  est  toujours  contenu  dans  un  plus  grand  , 
■parce  que  zéro  peut  être  mis  k la  place  des.  termes  qui  manquent , et 
qu'eu  effet  zéro  est  un  terme  de  chaque  suite  des  nombres  polygones  ; 
on  pourra  énoncer  plus  brièvement  la  proposition  dont  il  s'agit,  en 
ces  termes  : 

« Un  nombre  quelconque  peut  être  formé  par  l’addition  de  trois 
» nombres  triangulaires  ; il  peut  être  formé  également  par  l'addition 
» de  quatre  quarrés,  par  celle  de  cinq  nombres  pentagones,  par  celle 
m de  six  hexagones,  et  ainsi  à l'in  Uni.  » i 

(i55)  Soit  donc  A un  nombre  donné,  et  x,y  , z,  etc.  des  nombres 
indéterminés , les  différentes  parties  du  théorème  général  pourront  se 
détailler  de  la  manière  suivante: 

i*.  « Quel  que  soit  le  nombre  donné  A , on  pourra  toujours  satisfaire 

» al  équation  A = — ^ — , ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

m à l’équation  8./-I-3  2=  (ir-f-x)*-f-  (2y-f»i)‘-f-(3S+  «)*•  » 

Cette  première  partie,  si  elle  était  démontrée,  prouverait  que  tout 
■ombre  de  forme  8n-f-5  est  la  somme  de  trois  quarrés.  Réciproquement, 
s’il  était  prouvé  que  tout  nombre  8b ■+- 3 est  la  somme  de  trois  quarrés, 
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il  s'ensuivrait  immédiatement  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de 
trois  triangulaires. 

3*.  « Quel  que  soit  le  nombre  donné  A,  on  pourra  satisfaire  à l'équa- 
» tion  A = » 

Cette  seconde  partie  a été  démontrée  ci-dessus  d’une  manière  qui  no 
laisse  rien  à desirer:  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  que 
la  première  partie  a une  liaison  nécessaire  avec  la  seconde.  En  cilet, 
s'il  était  démontré  qu’on  peut  toujours  satisfaire  à l’équation 

8^-f-3=x‘+7'4-2‘, 


on  tirerait  de  là  8A 2‘-f-  i.  Mais  les  quatre  quarrés 
du  second  membre  ne  pouvant  être  qu'impairs,  les  nombres  x-f-/ , 
x — y , * -J-  i , a — i,  seront  pairs,  ainsi  on  aura  en  nombres  entiers: 


» = (^)+ (^)+ C4-0VC-#. 


ou  pour  abréger, 

4A  + 3=x'-  +/'  + 3"  +«'*■ 

Or  de  ces  quatre  nouveaux  quarrés  deux  doivent  être  pairs  et  deux 
impairs , sans  quoi  la  somme  ne  pourrait  être  4 A -f-  2 , on  aura  donc 

4A+  a = 4&‘  + (ac  4.  i)‘  + (21I+  Q*; 

d’où  l’on  déduira 


3A-\- 1 = + — 4)*-|-  (c+d-f-i)*-f-(c — d )*. 

Donc  la  première  partie  de  la  proposition  générale  , celle  qui  concerne 
les  nombres  triangulaires,  étant  supposée,  il  s’ensuit,  comme  consé- 
quence immédiate,  que  tout  nombre  impair  a A 1 est  la  somme  de 
quatre  quarrés.  Mais  si  un  nombre  est  la  somme  de  quatre  quarrés 
m‘  -f-  n*  -f- p‘  -f-  q‘,  son  double  sera  aussi  une  semblable  somme,  puis- 
qu’on a 

a (m’+n'+p'+i f)  — (m-f-n)*  -f-  (m—n)'  4-  (/H-?)*  + (/»■—?)*• 


Donc  un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre  quarrés, 

Qn  voit  par  là  que  la  première  partie  du  théorème  de  Fermât  ren- 
ferme implicitement  la  seconde , et  puisque  celle-ci  est  démontrée  rigou- 
reusement par  une  autre  voie,  on  doit  regarder  la  première  comme  déjà 
pourvue  d'un  grand  degré  de  probabilité. 
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3*.  La  troisième  partie  du  théorème  général  donne 


j 3 , îy‘  —y 
* î h a ' 


• 3 zs  — z . 3 1*  — t , 3m*  — u 
f-  ü “*  à » â > 


OU 


a/,^  + 5=  (6.r — î )*  4-  (fy — i )*  4-  (6s — î )*  -f-  ( 6f — i )* 4-  (6b — i )*  ; 

de  sorte  que  l’énoncé  de  cette  proposition  particulière  revient  à celui-ci  : 
« tout  nombre  de  la  forme  i\A  4-  5 est  composé  de  cinq  quarrés  dont 
» les  eûtes  sont  de  la  forme  Gm — 1.» 

4*.  La  quatrième  partie  donne 


J^zx(xt—i}+2iyr—  >)4-s(as—  i)4-r(sr—  i)4_t(a<—  i)4_n(ai*--i)  ; 

J 

°n  > • . . s . - 

8>^4-6=(4jf— • « — > )‘*H4a“ 1 )**K4*~ 1 )‘-K4* — 1 )‘-K4M — 1 )*• 

Il  faut  donc  que  «tout  nombre  8 A 4-6  se  décompose  en  six  quarrés 
» dont  les  côtés  sont  de  forme  4 m — <•  » 

En  général,  la  proposition  dont  il  s’agit  se  réduit  toujours  à la  dé- 
composition d'un  nombre  donné  en  quarrés,  et  toutes  les  propositions 
partielles  sont  contenues  dans  cette  formule  générale  : 

8<tA  4"(*4"a)  (a — a)*  = (a«jc— a4-a)*4-(aa/ — a 4- a)*  4-  etc.  , 

le  nombre  des  termes  du  second  membre  étant  *4- a. 
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§ V.  De  la  forme  linéaire  qui  convient  aux  diviseurs  de  la 
formule  u°  + 1 , a et  n étant  des  nombres  donnes. 


(>5G)  U ne  serait  pas  plus  general  de  considérer  la  formule  a ' ±4*, 
a et  4 «tant  des  nombres  premiers  entre  eux  ; car  si  cette  formule  est 
divisible  par  le  noiübre  premier/.,  on  pourra  toujours  faire  a =.bx-\-pr, 
et  ü faudra  que  x*=fc  i soit  aussi  divisible  par  p.  Cela  posé,  nous  exa- 
minerons successivement  les  deux  formules  a' — i. 

Soit  proposé  d'abord  de  trouver  la  condition  nécessaire  pour  que  le 
nombre  premier  p divise  la  formule  a'  -f-  i . 

Quel  que  soit  p,  on  peut  toujours  supposer  p = anar-f-ir,  x étant  une 
indéterminée  et  * un  nombre  positif  moindre  que  i n.  On  aura  donc, 
en  rejetant  les  multiples  de  p , a?  — — i ; on  aura  aussi,  parle  théo- 
rème de  Fermât,  et  parce  que  a ne  saurait  être  divisible  par  />,  1,' 

anj-f-T—  i . n arar  . . 

ou  a = i . Mats  a cause  de  a = — i,  on  a a = i , et  amsi 

l’équation  précédente  devient  ' = i ; de  sorte  que  nous  avons  11 
satisfaire  aux  deux  conditions  i • . 


n 

a = 


1 


<f— X 

a 


r , 

I. 


La  seconde  sent  remplie  d’elle-même , si  on  a ir  t=  » , et  alors  la  forma 
du  diviseur  deviendra  p = a/ijc-f-  i . . " t 

- Si  on  a «r>  i , soit  tv  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n.  et  de 
On  pourra  faire  n—ria,  et  -:r  — î =s  né  os , ce  qui  donnera  '* 


n ot  •*'  & 

a = — i,  a = i. 


Mais  puisque  n'  et  V sont  premiers  entre  enx,  on  pourra  toujours 
trouver  deux  nombres  entiers  f et  g,  tels  que  fn — gié  =i.  , 

De_  là  je  tire  ( — \)^=<Jn  ■=za'!r  =«',  ou  a”=  (—  i)^, etcettS 

valeur  étant  substituée  dans  les  deux  équations  V j,  /“asi,' 

il  en  résulte  les  deux  conditions 


(-0  T/=..' 
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La  première  fait  voir  que  f et  n'  doivent  être  des  nombres  impairs; 
la  seconde  que  ir'  est  un  nombre  pair.  Celle-ci,  au  reste,  renferme  la 
première  ; car  si  ■x'  est  pair  , il  faudra  bien,  d'après  l’équation /ri'=g-i r/-+- 1 , 
que  f et  n soient  impairs. 

Cela  posé,  on  aura  <t*= — i,  c’est-u-dire  que  a"+i  sera  divi- 
sible par  p. 

Et  comme  les  seules  suppositions  à faire  sont  celles  de  -X—  i et  de 
*•>  1 , on  peut  établir  le  théorème  général  qui  suit  : 

(157)  u Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  a‘  4- 1 , doit 
» être  ou  de  la  forme  anx  -f-  1 , ou  tout  au  moins  de  la  forme  nécessaire 
» pour  diviser  une  autre  formule  a“  -+- 1 dans  laquelle  l'exposant  en  est 
» le  quotient  de  n divisé  par  un  nombre  impair.  » 

Ce  théorème  s’appliquera  de  même  aux  diviseurs  de  a"  1 , et  fera 
connaître  ainsi,  de  proche  en  proche,  toutes  les  formes  dont  sont  sus- 
ceptibles les  diviseurs  de  la  formule  proposée  a"  -+-  j . Voici  quelques 
corollaires  principaux  qu’on  eu  déduit  immédiatement,  et  qu'Û  suffira 
d’énoncer. 

1*.  Si  l’exposant  n est  un  nombre  premier  impair,  tout  nombre  pre- 
mier qni  divise  la  formule  a'-f-  1 doit  être  de  la  forme  a«jc-j-  i , ou  au 
moins  il  divisera  a-t-x. 

a*.  Si  l’exposant  n est  une  puissance  de  a,  la  formule  «’-f- 1 ne 
pourra  avoir  pour  diviseurs  que  les  nombres  premiers  compris  dans  la 
forme  anx-f-i. 

Ainsi  si  l’on  vent  chercher  les  diviseurs  premiers  de  a”  -+- 1 
= 4 967  297 , ils  doivent  être  contenus  dans  la  formule  64jc-j-  1 j 

on  essaiera  donc  successivement  ig3,  a5y,  449>  -*T} , 641.  La  divi- 
sion réussit  par  64>  > et  on  trouve  le  quotient  6700  4>7-  Pour  trouves 
les  diviseurs  de  celui-ci , il  faut  essayer  de  même  tous  les  nombres 
premiers  de  la  forme  64-r  -I-  1 , plus  grands  que  64»  » et  moindres  que 
*f>&a s» ^67004 V7  ; ce  sont  769,  u55,  1217,  1.409,  1601,  aiiî.  Et 
comme  aucun  de  ccs  nombres  ne  divise  6700  4*7*  co  conclura, 
jtvec  assurance,  que  6700417  est  un  nombre  premier.  r f 

5“.  Si  on  a n — Xt , X étant  nn  terme  de  la  progression  a,  4»  8, 
16,  etc.,  et  » un  nombre  premier,  le  diviseur  premier  de  la  formule 
a"- f-  1 sera  de  la  forme  211X -f- 1 , ou  tout  au  moins  il  divisera  la  for- 
mule «'-f-  1 , et  alors:  U sera  de,  la  forme  aXx 1 
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4*.  Si  on  a n=/t» , p.  et  * étaut  doux  nombres  premiers  impairs , le 
diviseur  premier  de  la  formule  «*-)- 1 sera  de  la  forme  aux  -+-  i , ou 

bien  il  divisera  la  formule  «/* -f-i  et  sera  de  la  fomtc.aux-f-  i , ou  bien 

il  divisera  la  formule  a + i et  sera  de  la  forme  air+  1 , ou  enfin  il 
divisera  la  formule  a-f-  i.  Ces  cas  ne  s’excluent  pas  mutuellement;  car, 
par  exemple,  il  est  clair  que  le  nombre  premier  qui  divise  |a  formule 

a-f-  i , divisera  toutes  les  autres  formules  a -f-  i , a +>  , elc-  > et  de 

rat'me  le  nombre  premier  qui  divise  a 4-  i , divisera  nécessairement 
a"  -f- 1 . 

(i58)  Il  est  inutile  d’étendre  ces  corollaires  à up  plus  grand  nombre 
do  cas.  Observons  seulement  que  lorsqu’il  s'agira  de  trouver  les  divi- 
seurs d’une  formule  proposée  «"  -f-  i , oq  cherchera  successivement  ceux. 

de  toutes  les  formules  inférieures  a*  ■4*  1 , en  commençant  par  celles  oà 
l’exposant  de  a est  le  plus  petit,  et  il  ne  restera  plus  à chercher  , 
d’après  la  forme  3ax  4- 1 , que  les  diviseurs  qui  ne  sont  pas  donnés  par 
les  formules  inférieures  à a*-f-i. 

On  observera  encore  que  lorsque  n est  on  nombre  impair,  la  for- 
mule a" -f-i,  multipliée  para,  devient  de  la  forme  x’  4-  a,  elle  ne 
peut  donc  avoir  pour  diviseurs  que  les  nombres  premiers  qui  divisent 
x‘4 -a.  Cette  condition  servira  à exclure  la  moitié  des  nombres  pre- 
miers renfermés  dans  la  formule  anx-J-t;  mais  pour  cet  effet,  il  faut 
consulter  ce  qu’on  démontrera  ci-après  sur  les  diviseurs  de  x*  -f-  a.  On 
peut  voir  dès-à-présent  que  si  a était  a,  les  diviseurs  premiers  de  x*4-a 
ne  peuvent  être  que  des  formes  8/n-j-i  , 8/w 4-  5 ; d’où  il  arrive  que  le» 
deux  autres  formes  générales  8m  4-5,  8/714-7  sont  exclues  et  ne  divi- 
seront jamais  la  formule  a’4~  1 , n étant  impair.  Une  semblable  exclu- 
sion aura  également  lieu  pour  d’autres  yaleurs  de  a. 

• I * ' * ».  * 

£ 1 1 x r l 1. 

(189)  Proposons-nous  de  trouver  tous  les  diviseurs  du  nombre 
5/,9  755  8i3  888=as»4-  1 —A. 

Je  considère  d'abord  les  formules  inferieures  a’5-f- 1 » 2*-f-  1 > *'4-t; 
la  dernière  donne  5 pour  diviseur  de  toutes  Ica  formules  precedentes. 

a5 
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La  f irrmilc  2'  -f*  1 =9,  ne  donne  encore  que  3 pour  diviseur  pre- 
mier ; elle  apprend  de  plus  que  A sera  divisible  par  g. 

La  formule  a',-+- 1 = 8ig3  = 3. 2751 , si  elle  a un  autre  diviseur  que  5, 
ne  peut  en  avoir  que  dans  la  forme  26jt  -f-  1 ; mais  comme  le  moindre 
nombre  premier  compris  dans  la  forme  aG.r-J-1 , est  53  déjà  trop  grand, 
puisqu'il  excède  la  racine  de  2731  , il  s’ensuit  que  2711  est  un  nombre 
premier,  et  qu’ainsi  a'3  — f-  * n’a  pas  d’autres  facteurs  que  3 et  2731. 

Cela  pose  , le  nombre  A doit  être  divisible  par  g. 2781  ; si  on  le  di- 
vise d'abord  par  3 . 275 1 , qui  est  la  même  chose  que  2”  -fe  1 , le  quotient 
sera  2*‘— 2'1  -f-i , on  67  100  673,  et  celui-ci  étant  divisé  par  5,  on  aura 
A-=.  3*. 2751  .22  366  891. 

11  ne  reste  donc  plus  qu’à  chercher  les  diviseurs  du  nombre 
/?  = 22  366  89 1 ; ces  diviseurs  doivent  être  de  la  forme  78x4-1,  et 
puisqu'ils  doivent  aussi  diviser  la  formule  t*-f-2,  ils  ne  peuvent  être  que 
de  l’une  des  formes  8n  + 1 , 8n-f-3.  Mais  la  forme  78x4- 1 , en  comprend 
quatre  autres,  selon  que  x est  égal  à l’un  des  nombres  4/ , Kj  4“  1 > 
4/’-f-2,  4^+5;  ces  quatre  formes  sont: 

5t2/-f-i,  3127-4-79,  5i2/-f-i57,  3i27“-f-235. 

La  seconde  et  la  troisième  doivent  être  exclues  comme  étant  comprises 
dans  8/:-f-  7 et  8/i-f-S;  ainsi  tout  nombre  premier  qui  divisera  B doit 
être  renfermé  dans  1‘uuc  des  deux  formes 

3127-  -f-i,  5i2t-4*235. 

Les  nombres  premiers  compris  dans  ces  formes,  et  en  même  temps 
moindres  que  p B,  qui  est  environ  4620,  sont  : 5i3,  547»  85g,  9^7» 
1171,  1249,  «483,  «872,  2731,5121,  3433 , 4oï>7  , 46o3.  Si  on  essaie 
successivement  ces  treize  nombres , ou  seulement  douze  (car  il  est  inutile 
.d'essayer  2731),  on  trouvera  qu’aucun  d’eux  ne  divise  B-,  d'où  l’on  con- 
clura que  22  3G68gi  est  un  nombre  premier. 

Le  nombre  B étant  diviseur  de  /*4-2,  doit  être  de  la  forme 
si  on  vent  réellement  mettre  B sons  cette  forme,  ou  le  pourra  sans  tâ- 
tonnement à l'aide  de  la  formule  suivante  : 

4m‘—  am- -f- 1 /am*  ±.  am  — 1 Y , _ fi m*  Ça  — i\‘ 

3 =*V 3 > + 3 )■ 

Or  on  a B = ~ ° - ; donc  si  on  fait  m = 2*,  on  trouvera 

Zi  = (27733-4-  2(2709)*.  1 


J* 


^ Dioitiied-^LGoQgle 
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(îGo)  Venons  maintenant  à la  seconde  question,  et  proposons-nous 
de  trouver  la  forme  que  doivent  avoir  les  diviseurs  premiers  du  nombre 
donne'  «*— i. 

Quel  que  soit  le  nombre  premier  p qui  divise  cette  formule  , on  peut 
le  supposer  de  la  forme  p—nx-^-Tt,  'X  étant  un  nombre  positif  moindre 
que  n.  On  aura  donc,  en  rejetant  les  multiples  de  p , o*t=i,  et 

d’où  résulte  ar~'  = i.  Dans  cette  dernière  équation , on  ne  peut  sup- 
poser que  -jr=  i , on  v>  i. 

i*.  Si  on  a *=  1 , la  forme  du  diviseur  est  p=na: -f-i  ; elle  restera 
ainsi  tant  que  n sera  pair;  mais  si  n est  impair,  il  faudra  nécessaire- 
ment que  x soit  pair,  et  ainsi  on  aura  p=3nz+  t. 

a’.  Si  on  a ir>x,  soit  a*  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n et  de 
K — (»  devant  être  i lorsqu'il  n’y  a pas  d’autre  mesure  commune) 
on  pourra  toujours  trouver  deux  entiers y et  g,  tels  que  fn — g(  *—)=»• 

Or  les  deux  équations  a"=i,  a*  '=i , donnent  y=a^" 

Ou  a"  = i , donc  p sera  divisçur  de  a — i ; et  ici  il  n’y  a aucune  res- 
triction à apporter  au  résultat  a“  = t , parce  que  l'équation  «*=1  sa- 
tisfait aux  deux  anz=zi,ar  '=i, 

Cela  posé , toute  la  théorie  des  diviseurs  de  la  quantité  a* — i est  com- 
prise dans  le  théorème  suivant, 

(161)  a Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  a* — j,  doit 
» être  compris  dans  la  forme  /?  = nx-f- 1 , ou  au  moins  peut  être  divi- 

« seur  de  la  formule  a*  — i , dans  laquelle  a»  est  un  sous-multiple  de  n.  » 
Ajoutons  que  si  n est  impair,  auquel  cas  la  forme  nx-f- 1 devient 
anz-f- 1 , le  diviseur  p doit  encore  être  compris  dans  les  formes  qui  con- 
viennent aux  diviseurs  de  la  formule  x* — a. 

Le  même  théorème  s'appliquant  à la  formule  a’—  i,  ou  à telle  autre 
qui  résulte  immédiatement  des  diviseurs  de  n,  on  aura,  par  la  combi- 
naison des  résultats,  tous  tes  diviseurs  de  la  formule  proposée.  Voici 
quelques  corollaires  généraux  qui  en  résultent. 

i*.  Si  le  nombre  « est  premier,  tous  les  diviseurs  de  la  formule 
a"  — i seront  compris  dans  la  forme  ans  -f-  i , il  faut  seulement  en  ex- 
cepter ceux  qui  peuvent  diviser  a — i. 

a*.  Si  le  nombre  n est  le  produit  de  deux  nômbrcs  premiers  fi  et  r 
(a  excepté),  le  diviseur  premier  p de  Ia  formule  a" — i sera  de  la  forme 
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aws-f- t j Ou  bien  il  divisera  a'  — i , et  Sera  do  la  forme  a«s  -f- 1 , ou 

bien  il  divisera  « — * - i St  Sera  dê  la  forme  ara-f-i  ; OU  enfin  $1  divisera 
a — 1 et  sera  de  la  forme  aa-f-i , laquelle  convient  à tous  les  nombres 
premiers.  Ë'n  ellet,  lorsque»  est  ifopair , il  est  évident  que  a — 1 di- 
vise n" — 1 ; donc  tout  diviseur  de  hi  première  quantité  doit  être  diviseur 
de  la  seconde. 

3*.  Si  le  nombre  n est  urte  puissance  de  i , et  qu’on  fasse  n , 
£ = j = jé’,  etc.  le  diviseur  p de  la  formule  sera  de  la 

forme  nx- 4-  i,  è'u'bien  11  sera  de  la  forme  et  divisera  la  foi-mule 

A • ; • .1  ~ ^ ’*  1 S%»  ».  Q 

» — J , ou  bien  il  sera  delà  forme  fex-f-t  et  divisera  la  formule  a — i, 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  forme- a Je -J-  i qui  divisera  la  formule  a’  — i. 


Exemple  I. 


(i6a)  Pour  avoir  tous  les  diviseurs  du  nombre  A — ip' — i , nous 
formerons  le  tableau  suivant , où  l’on  voit  la  formule  proposée  et 

■«clics  qui  s’en  déduisent , avec  les  formes  corres pondantes  du  diviseur  : 


p = 3a.r  -f-  1 . , . . 

...  A =ü  2**  — 

1 = (a,! -f- 1)  B 

. p = 1 6x  -(- 1 

/?  = a"  — 

.=(a*  + ,)C 

p = 8x  -f-  1 

C=  a*  — 

1 =(a<  +t)D 

p—  4r+l 

Z?=è=a'  — 

1 = (a*  -f-  1)  E 

p = 3X  + 1 

lT=a«  - 

1 • 5 

•I.e  dernier  nombre  E , qui 

sc  réduit  à 3, 

doit  diviser  tous 

dens,  et  d'abord  on  a /?:i=(2“-i-i).3=3.5;  ensuite  C=(3*-f-i)Zfc=3.5v  17. 
IiC nombre  B contient  les  mêmes  diviseurs  que  C,  eide  plus  a’-f-i=a57, 
.lequel  est  un  nombre  premier.  Enfin  A est  le  .produit  de  B par 
a'"-!-  1 65537,  fournie  2,s-f-i  ne  peut  avoir  aucun  diviseur  com- 

mun  avec  B qui  est  a,! — 1,  il  s’ensuit  quea's-}-i  ou  65537  ne  Peu^ 
avoir  pour  diviseur  que  des  nombres  premiers  de  la  forme  3ax-t-i. 
Mais  les  nombres  premiers  contenus  dans  cette  forme  et  moindres  que 
\/65537  sont  97  et  if)3  , lesquels  11e  divisent  point  65537-  Donc  655*7 
est  un  nombre  premier , donc  le  nombre  \A  décomposé  en  ses  facteurs 
premiers  =5.5. 17.357.65537.  Si  011  multiplie  cette  valeur  par  celle 
qu’on  a trouvée  (pag.  ja)  pour  a”-i- 1 , on  aura  la  valeur  décomposée 
de  ...  . 1 


...  . y- 
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Exemple  II. 

(i65)  Soit  encore  proposé  le  nombre  A—  2U — i ; comme  l'expo* 
saut  3i  est  un  nombre  premier,  les  diviseurs  de  A ne  pourront  être  que 
de  lu  forme  6ax-f-i,  et  il  n'y  aura  aucune  exception,  attendu  que  a — j 
se  réduit  dans  ce  cas  à a — tasi,  Si  l’on  considère  en  même  temps  que 
le  nombre  iÂ  est  de  la  forme  C—  a,  et  qu’en  conséquence  les  diviseurs 
de  A doivent  être  de  l’une  des  formes  8«-f- 1 , 8n  + 7,  on  trouvera,  en 
combinant  ces  dernières  formes  avec  la  première  6ax-f-  i , que  tout  di- 
viseur premier  de  A est  nécessairement  de  l’une  des  formes  148;  -f- 1 , 
a/|83-t-63.  Or  Euler  nous  apprend  (Mém.  de  Berlin,  ann.  177a, pag.  36) 
qu'après  avoir  essayé  tons  les  nombres  premiers  contenus  dans  ces  formes, 
jusqu’à  46339,  racine  du  nombre  A , il  n’en  a trouvé  aucun  qui  fût  di- 
viseur de  A1,  d’où  il  faut  conclure,  conformément  à une  assertion  de 
Fermât,  que  le  nombre  a5' — i = a 147  4^5  647  est  un  nombre  pre- 
mier. C’est  1#  plus  grand  de  ceux  qui  aient  été  vérifiés  jusqu’à  présent. 

Nous  ne  terminerons  pas  ce  paragraphe  , sans  observer  qu’Enler  est 
auteur  des  principaux  théorèmes  qui  y sout  contenus.  Voyee  le  Tout.  I 
des  Novi  Comment.  Petrop. 
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§ Y I.  Théorème  contenant  une  loi  de  réciprocité  qui  existe 
entre  deux  nombres  premiers  quelconques. 

* 

(.64)  Nous  avons  vu  (n*  1 55)  que  si  m et  n sont  deux  nombres 
premiers  quelconques  impairs  et  inégaux  , les  expressions  abrégées 

(ii  )»  (m)  ^présentent  l’une  le  reste  de  m * divisé  par  n,  l’autre  le 

reste  de  n * divisé  par  m;  on  a prouvé  en  même  temps  que  l’un  et 
l’autre  restes  ne  peuvent  jamais  être  que  1 ou  — 1 . Cela  posé,  U 

existe  une  telle  relation  entre  les  deux  restes  , (;“)  » T1®  l’un 

étant  connu,  l’autre  est  immédiatement  déterminé.  Voici  le  théorème 
général  qui  contient  cette  relation. 

« Quels  que  soient  les  nombres  premiers  m et  n , s'ils  ne  sont  pas 
» tous  deux  de  la  forme  4*4-3,  on  aura  toujours  ^ et  s’ils 

» sont  tous  deux  de  la  forme  4*4-3,  on  aura  — Ce* 

.i  deux  cas  généraux  sont  compris  dans  la  formule 


Pour  développer  les  différens  cas  de  ee  théorème,  >1  est  nécessaire 
de  distinguer,  par  des  lettres  particulières  , les  nombres  premiers  delà 
forme  4*4- 1 , et  ceux  de  la  forme  4*4-3.  Nous  désignerons  dans  le 
cours  de  cette  démonstration,  les  premiers  par  les  lettres  A , a,  *;  les 
seconds  par  les  lettres  B , b,  C.  Cela  entendu,  le  théorème  que  nous 
venons  d'énoncer  renferme  les  huit  cas  suivans  ; 

I.  Si  l'on  a = 4*  1 » '1  s’ensuit  = 4“  1 

II,  Si  l’on  a = — 1,  il  s'ensuit  Ç£)  = — » 
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m. 

Si  l’on  a ù s’ensuit  ( 

!)=+• 

IV. 

Si  l’on  a = — 1 , il  s’ensuit 

;)=— 

V. 

Si  l’on  a =s  4-  1 , il  s’ensuit  Ç 

!)-+■ 

VI. 

Si  l’on  a = — 1,  il  s'ensuit  Ç 

:)— 

VII. 

Si  l'on  a = 4-  t > il  s’ensuit  ^ 

s)=— 

vm. 

Si  l’on  a — — 1 , il  s'ensuit  Q 

;)=+■•■ 

Démonstration  des  cas  IV  et  V. 


(i65)  J’observe,  d’abord  que  l'équation  = lz‘ , ou  plus  géné- 

ralement l'équation  (4/ -1-  i)x*  -J-  (4 g -f-  \)jr%  = (4 n -j-  3)  s*,  est  impos- 
sible; car  x et  j devant  être  supposés  premiers  entre  eux,  le  premier 
membre  sera  toujours  compris  dans  les  formes  4^4*  1 et  4^4"  3 , taudis 
que  le  second  l’est  dans  les  formas  l\k  ou  4 k 3. 

Mais  suivant  le  n“  37 , l'équation  x'  -f-  aj * = bz‘  serait  résoluble  si  on 

pouvait  trouver  deux  entiers  X et  n,  tels  que  — j—  et  b-  fussent  des 
entiers.  D’un  autre  côté  , la  condition  pour  que  b soit  diviseur  de 
X*  -j-  o,  est  as  1 , Ou  ^^=—1,  parce  queê  est  de  forme  4«4-3, 

et  la  condition  pour  que  a divise  ft'~  b,  est  = -f-  t.  Donc  on 
ne  saurait  avoir  à-la-fois  1 et  =-f-  1 ; d’ailleurs  ces  ex- 

pressions ne  peuvent  être  que  1 ou  — 1 ; donc 

(IV)  Si  l'oa  a = — 1 , il  s'ensuit  = — 1 j 

(V)  et  si  l’on  a sa  -f-  1 , il  s’ensuit  = 4-1. 

Au  reste  ces  deux  propositions  sont  liées  entre  elles,  de  sorte  que  l'une 
n’est  qu’une  conséquence  de  l'autre  ; car  la  première  étant  posée , 

soit  = -f-  1 , on  ne  pourra  avoir  (j)  = — 1 , puisqu'il  s’ensui- 
vrait = — 1 contre  la  supposition  ; donc  on  aura  = 4-;  1. 
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Démonstration  des  cas  Vil  et  VIII. 

(1G6)  S et  b étant  deux  nombres  premiers  \n-\-  3 , on  » démontré 
généralement  (n‘  47)  qu’il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à l'une  des 
équations  .Bx'  — by'  = •+•  « , Bx%  — by'  a — 1 . 

Soit  i*.  (yg)  = -j-  1 , l'équation  Bx'  — bjr'  = — 1 ne  pourra 
avoir  lieu  j car  il  s'ensuivrait  que  b est  diviseur  de  Bx'  -f- 1 , ou 
de  z'  — f-  B (en  faisant  Bx^z);  partant  on  aurait  (—3—)  — t,  ou 
(yç)  = —i)  contre  la  supposition.  L’une  des  deux  équations  étant 

ainsi  exclue,  l’autre  Bx'  — by'  = -f-  1 a lieu  nécessairement  : or  par 
celle-ci  on  voit  que  B est  diviseur  de  by*  -f-  1 , ou  de  3*  -f-  b (en  faisant 

bj  = ;•);  donc  on  a = 1 , ou  (£)  = — i. 

s°it  a*.  (J)  = — 1 , on  prouvera  semblablement  que  l'équation 

Bx'  — by'  — -f-  1 est  impossible  ; donc  alors  l'autre  équation....' 
Bx'  — by*  = — 1 a lieu  nécessairement,  et  il  résulte  de  celle-ci  que 

B est  diviseur  de  by'  — 1,  ou  de  ç*t—  b,  ce  qui  donne  (jy)  = H-  >; 
Donc 

( YU  ) Si  l'on  a — -f-  1 , il  s’ensuit  = — 1 , 

(V1U)  et  si  l’on  a * — t , il  s’ensuit  =;•+•!,  , 

d'où  l’on  voit  que  ( ’j'ÿ  et  sont  toujonrs  de  signes  contraires. 
Démonstration  dot  cas  I et  II. 


(167)  Soit  =— f—  i , je  dis  qu’il  en  résultera  également  (y^  —~h  1 .' 

En  effet , soit  b un  nombre  premier  de  forme  4»*  -f-  3 , qui  divise  la 
formule  x*  -f-  A ; il  faudra  qu'on  ait  =s  — 1 , et  par  le  cas  IV,  il 

s’ensuivra  f ) = — 1.  Considérons  l’équation  impossible ' 

Ay'zaeda'i  cette  équation  aurait  Heu  (n*  37),  si  on  pouvait  trouver 
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fl  eux  entiers  A et  fi,  tels  que  — et  - A , lussent  des  entiers.  Or 
la  première  condition  est  remplie  d’elle-mème  ; car  pour  que  A*  ■+•  A 
soit  divisible  par  a,  il  faut  qu’on  ait  = > , ou  ^^=i,  ce  qui  a 

beu  par  hypothèse  ; et  pour  que  X'  A soit  divisible  par  b,  il  faut 
qu'on  ait  = i , ou  = — i , ce  qui  a encore  lieu. 

La  seconde  condition  exigerait  qu’on  eût  = -+-  i , ou ' 

= + > » mais  on  a déjà  = — i , donc  il  faudrait  qu'on 
eût  (jj)  = — >■  Cette  seconde  condition  ne  peut  pas  être  remplie,' 

puisque  l’cquation  proposée  est  impossible,  donc  on  a = i.' 

Donc 

(I)  Si  l'on  a = -f-  i , il  s'ensuit  ^^=-1- i. 

Soit  maintenant  = — i , on  ne  pourra  avoir  = -f*  1 > car 

de  celle-ci  il  résulterait  (par  le  cas  qu’on  vient  de  démontrer,  et  parce 
que  les  nombres  a et  A sont  tous  deux  de  la  même  forme  471  + 1 ) 

©-+■  , contre  la  supposition.  Donc  on  aura  ^ = — i.  Donc 

II.  Si  l’on  a = — i , il  s'ensuit  ss  — i. 


On  a trouve  ci-dessus  (n°  48)  que  a et  A étant  deux  nombres  pre- 
miers 4"  + 1 , >1  est  toujours  possible  de  satisfaire  à l une  des  équations 
Ax'  — nj * = =fc  1 , x*  — Aajr 1 = — 1 . La  première  exige  qu’on  ait 

(0  = +'  Ct  G)=S+,îd0nCsi,’Ona(a)  = — 1 el(5)=—  *’ 

conditions  qui  dérivent  toujours  l’une  de  l’autre , ainsi  qu’on  vient  do 
le  démontrer,  la  seconcie  équation  sera  la  seule  possible,  et  aura  lieu 
nécessairement  ; d'où  résulte  ce  théorème  : 

« A cl  a étant  deux  nombres  premiers  4 /i  + 1 , si  l’on  a ^ = — 1 

» ou  f — J = — 1 , l'équation  x*  — Aaj  ‘= — 1 sera  toujours  possible.  » 
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Démonstration  des  cas  II J et  V I. 

(168)  Soit  = 4-  t , je  dis  qu’il  en  résultera  =4*  i.  En 
effet,  soit  encore  B un  nombre  premier  de  forme  4 n+3  qui  divise 
la  formule  x*  + fl,  cnsortc  qu'on  ait  — i,  et  par  suite  = — i. 

©tt  a déjà  vu  (n’  49)  qu'il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à l'une  des 
trois  équations  suivantes , pourvu  qu'on  prenne  convenablement  le  signe 
du  premier  membre 

db  1 = ax*  — Bby' 

± I = bx'  — aBy' 

± I = Bx'—  aby'. 

Or  ayant  supposé*  j , = — 1 , (y^  — — 1 , on  trouve 

que  de  ces  trois  équations  qui  en  représentent  six,  il  y eu  a quatre  qui 
ne  peuveut  avoir  lieuj  savoir: 

i*.  L'équation  -f*  1 = Bx'  — aby' , qui  suppose  = -f-  1; 

a*.  L’équation  — t = Bx'  — aby' , qui  suppose  ^ — -j-t; 

3*.  Lequation  — 1 = ax'  — Bby',  qui  suppose  — 1 ; 

4*.  L’équation  -f*  1 — aJ'  — Bby',  qui  suppose  — 4*  1. 

H ne  nous  reste  do&  plus  que  les  deux  équations 

-f-  1 = bx'  — aBy' 

— 1 = bx*  — aBy' , 

dont  l'une  doit  avoir  Heu  nécessairement  ; or  elles  exigent  toutes  deux 
qu'on  ait  = + 1,  puisque  par  la  première  a est  diviseur  d e z’  — b, 
et  par  la  seconde  a est  diviseur  de  2'  -f-  b.  Donc 

III.  Si  l’on  a ^£^=4-  1,  il  s'ensuit  ^-^  = 4-  1. 

Soit  eu  second  lieu  = — 1 , je  dis  qu'il  en  résultera  = — 1. 
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Car  si  on  avait  ^ = -f-  i,  il  s’ensuivrait  par  le  cas  qui  vient  d’ctre 
démontré  ^ ^ = -f-  i , contre  la  supposition.  Donc  enfin 

VL  Si  l'on  a = — i , il  s’ensuit  = — t. 


(169)  On  peut  remarquer  que  les  quatre  premiers  cas  sont  démontres 
d’une  manière  complète  et  qui  ne  laisse  rien  à désirer.  Les  quatre  autres 
supposent  qu’étant  donne  le  nombre  a de  forme  4n  + 1 , il  est  toujours 
possible  de  trouver  un  nombre  premier  b de  forme  4»  -f-  5 , tel  que  b 
divise  la  formule  s*  -f-  a. 

L'existence  de  cet  auxiliaire  se  prouve  immédiatement  lorsque  a est 
de  la  forme  8n-f-5;  car  faisant  za=  1 , le  nombre  5*+  n qui  devient 
1 -f-«,  est  de  la  forme  8«  -f-  6 = a(4n  + 3);  il  est  donc  divisible  par 
un  nombre  de  la  forme  /pi  -f-  5 , et  par  conséquent  par  un  nombre  pre- 
mier de  la  même  forme,  lequel  pourra  être  pris  pour  b. 

Lorsque  a est  de  la  forme  8n  -f-  1 , 011  peut  observer  que  cette  forme 
considérée  par  rapport  aux  multiples  de  3 , se  divise  en  deux  autres , 
qui  sont  24 n-f-  1 et  24 /» -J-  17.  Dans  ce  dernier  cas,  il  suffit  encore  de 
faire  s=  1 , et  3* -J- a étant  divisible  par  3,  on  pourra  faire  b=  5. 

Reste  donc  à considérer  seulement  la  forme  3/jn  -f-  1 , laquelle  pourrait 
se  subdiviser  de  même  relativement  aux  multiples  de  7 , 11,  etc. , et  b 
chaque  opération  ou  réduirait  le  nombre  des  formes  à moitié.  Il  semble 
que  la  difficulté  qui  se  présente  pour  déterminer  a priori  un  nombre  de 
la  forme  4"  + 5 qui  divise  la  formule  s*  -f-  a , tient  à ce  que  dans  le  cas 
particulier  où  a = 1 , cas  qui  est  compris  dans  la  forme  8/1  -f-  1 , il  n'y 
a réellement  aucun  uombre  premier  de  forme  4 « -f-  3 qui  divise  a*  -1-  1 
(n*  140). 

Mais  excepté  ce  seul  cas  et  celui  où  a est  un  quarré , qui  revient  au 
ipeme , toute  formule  z*  zt:  a , dans  laquelle  a est  un  nombre  donné 
quelconque,  a toujours  uue  infinité  de  diviseurs  des  formes  4 n-f-  1 et 
4«-f-  3,  et  doit  même  en  avoir  un  nombre  égal  de  chaque  espèce. 

Au  reste  le  théorème  général  auquel  nous  avons  donné  le  nom  de 
loi  de  réciprocité , étant  la  proposition  la  plus  remarquable  et  la  plus 
féconde  de  la  Théorie  des  Nombres  , nous  donnerons  ci-après  une  se- 
conde démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  d’autres  principes  et 
exempte  de  toute  difficulté. 
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*(170)  C’est  ici  le  lien  de  placer  quelques  théorèmes  assez  importai»*,' 
dont  plusieurs  ne  peuvent  se  démontrer  qu’à  l'aide  de  la  loi  de  récipro- 
cité qu’on  vient  d’établir. 

« Tout  nombre  premier  4"  4-  1 divise  à-la-fois  les  deux  formules 
n i‘  t' — cu‘,  ou  ne  divise  ni  l’une  ni  l’autre.  » 

Soit  a le  nombre  premier  dont  il  s’agit;  si  l’on  a n 

divisera  les  deux  formules  t*-f-cu*,  1* — eu' , où  c est  un  nombre  quel- 
conque : si  l'on  a — 1 , il  ne  divisera  ni  l'une  ni  l’autre.  C’est 

ce  qui  résulte  immédiatement  des  nM  1 34  et  i55. 

(171)  « Tout  nombre  premier  4«-|-5  qui  divise  l'  -f-  cu‘ , ne  peut 
» être  diviseur  de  t*— eu*,  et  réciproquement.» 

Car  soit  ce  nombre  premier  = b , la  condition  pour  que  b divise 

/*  -f-  eu' , est  — 1 j ou  = — i;etla  condition  pour  qu’il  divise 

/*  — eu*  est  = 1 ; or  ces  deux  conditions  s’excluent  mutuellement. 

Corollaire.  Tout  nombre  premier  b de  forme  /J/ï  — 5 divise  néces- 
sairement l’une  des  deux  formules  l' -f-  eu*,  t%  — eu*;  car  on  a toujours,' 

ou(j)  = 4-i,  ou  = — i.On  lait  abstraction  dans  ce  théorème , 

ainsi  que  dans  le  précédent,  du  cas  où  b serait  diviseur  de  c ; alors  en 
effet  on  ne  mettrait  plus  en  question  si  b divise  l'-j-cu'  ou  t*  — eu*. 

(172)  « Si  le  nombre  premier  c divise  les  deux  formules  t*  — au*, 
» l'  — bu' , il  divisera  également  la  formule  t*  — alu'.  » 

Car  ayant  par  hypothèse  = 1 , = 1 , il  s’ensuit  que  — 1 » 

et  qu’ainsi  e est  diviseur  de  t’  — abu'. 

Le  même  résultat  aurait  lieu  pour  un  plus  grand  nombre  de  facteurs. 

(175)  k Si  le  nombre  premier  c ne  divise  ni  la  formule  I'  — au*,  ni 
» la  foi-mule  t'  — bu' , il  divisera  nécessairement  la  formule  t'  — abu'.  n 

Car  ayant  par  hypothèse  — 1,  (^)== — 1 > s’ensuit  encore 

— ■+•  1 ; donc  c est  diviseur  de  t'  — abu'. 

(174)  « Soient  a et  A des  nombres  premiers,  tons  deux  de  la  forme 
» 4/1  + 1 , je  dis  que  si  a divise  la  formule  t*  -J-  Au' , réciproquement  A 
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» divisera  la  formule  l'  -+-  au'  ; et  si  a ne  divise  point  la  formule  t'-\-Au', 
u réciproquement  A ne  divisera  pas  la  formule  t*  4-  au*,  u 

Car  dans  le  premier  cas  on  a ^ = i , c est-a-dirc  — ■ J donc 

réciproquement  — 1 ! donc  ^ est  diviseur  de  t*  -f-  au*. 

Dans  le  second  cas,  on  aurait  (£)  — — t ; d'où  résulte  également 

— — t ; donc  A n'est  point  diviseur  de  t*  -4-  au*.  . 

(175)  « Soit  a un  nombre  premier  fyi+i,  et  soient  A cl  B deux 
j>  nombres  premiers  quelconques  tous  deux  diviseurs , ou  tous  deux 
» non-diviseurs  de  la  formule  <*— au*,  je  dis  que  a sera  diviseur  de  la 
» formule  t*  — A Bu',  u 

Car  1".  si  A et  B sont  diviseurs  de  la  formule  t*  — au',  on  aura 
(~)=i , (%)—•!  donc  réciproquement  (0  = 1 > (7)  = « J donc 

= 1 , donc  a est  diviseur  de  t'  — ABu'. 
a*.  Si  A et  B sont  non-diviseurs  de  la  formule  t*  — au*,  on  aura 

© = - 1 » © =“  **  d’0“  réBulte  (S  = ' “ 1 » (f)  =-,;  donc 

on  a encore  f-^=4- 1 ; donc  a est  diviseur  de  /* — ABu'. 


(176)  « Soit  a un  nombre  premier  4 «H- 1 » et  i un  nombre  premier 
» 4«-t-3  qui  ne  soit  pas  diviseur  de  f+au*,  je  dis  que  a sera  au  con- 
« traire  diviseur  de  t'-\-bu'.  » 

Car  ayant  par  hypothèse  t,  ou^j^=4-t,  ü s’ensuit 

^=1;  donc  a est  diviseur  de  t*  -f-  bu'. 

En  général,  si  on  a plusieurs  nombres  premiers  b,  b\  b',  tous  de  la 
forme  4/1 -f-  3 , et  non-diviseurs  de  a sera  diviseur  de  la  for- 

mule t*  -f-  bb'b'if. 

(177)  « Tout  nombre  premier  c de  la  forme  8n.-+*  t ou  8u 4- 7 
» divise  à-la-fois  les  deux  formules  t*4-au’,  t*4-2au“,  ou  ne  divisera 
u ni  l’une  ni  l’autre.  » 

Car  la  valeur  de  et  la  même  que  celle  de  puisque  le 

nombre  c étant  de  l’une  des  deux  formes  mentionnées,  on  a toujours 

(ï)  = i (n*  148). 
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(178)  « Tout  nombre  premier  c de  la  forme  5 ou  8«-f-5,  di- 
» vise  toujours  l'une  des  deux  formules  f-j-au*,  <*+a  au',  mais  n'en 
;>  peut  diviser  qu’une.  » 

Car  dans  les  formes  mentionnées  on  a — ij  donc  les  deux 

quantités  et  50,11  *^e  s‘Snes  contraires.  Donc  il  faut  que 

l’une  de  ces  quantités  soit  -f-  1 et  l’autre  — 1 ; d’où  il  suit  que  c divise 
l’une  des  deux  formules  dont  il  s’agit , et  ne  divise  pas  l’autre. 

Remarquez  que  dans  ce  théorème , ainsi  que  dans  le  précédent , a est 
un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif. 

(179)  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à multiplier  davantage  ces  sortes 
de  théorèmes,  mais  nous  croyons  que  les  Géomètres  verront  avec  plai- 
sir l’application  de  notre  loi  de  réciprocité  à la  démonstration  de  deux 
conclusions  générales  auxquelles  Euler  est  parvenu , par  voie  d’induc- 
tion , dans  ses  Opuscula  Analytica , tom.  I , et  qui  sont  la  base  d'une 
théorie  importante.  La  première  est  conçue  à peu  près  en  ces  termes  : 
(Voye*  l’ouvrage  cité,  pag.  376.) 

« Si  tous  les  quarrés  successifs  t,  4,  9,  >6,  etc.  sont  divisés  par  un 
» meme  nombre  premier  > les  restes  des  divisions  comprendront 

» non-seulement  tous  les  nombres  contenus  dans  les  formules  n — qq — q 
» et  yy-f-y — n,  mais  encore  tous  les  facteurs  premiers  dont  ces  nombres 
» sont  composés.  » 

D’abord  il  est  facile  de  voir,  que  puisque  css/pi- f-t , on  satisfera  à 
l’équation  e>  en  prenant  a.r=ay-f-i  ±c.  D’ailleurs 

c étant  de  la  forme  4 n+ 1 , si  l’équation  =e  est  possible,  l’équation 
-y-~  =e  l’est  également;  donc,  en  effet,  tout  nombre  compris,  soit  dans 

la  formule  a — qq — y,  soit  dans  la  formule  qç~\-q—-n,  ou  ce  nombre 
diminué  d’un  multiple  de  c,  peut  être  regardé  comme  le  reste  d’ua 
quarré  divisé  par  c.  Cette  première  partie  du  théorème  ne  souffre  au- 
cune difficulté,  ainsi  qu’Euler  lui-même  l’a  fait  voir.  Venons  à la  se- 
conde qui  exige  l’emploi  de  la  loi  de  réciprocité. 

Soit  cl  un  nombre  premier  qui  divise  n — qq — q ou  yy-f-y — n,  ou 
pourra  foire  yy-f-y — donc  en  multipliant  par  4 , puis  met- 
tant au  lieu  de  /,«  sa  valeur  c — 1 , on  aura 

(ay-f- 1)’  — c = ± l\xA. 


SECONDE  PARTIE.  teT 

De  ta,  en  omettant  les  multiples  de  a,  ou  tire  e=:(aÿ+  i)*;  donc 
«—>1 

c * , on  suivant  notre  notation  (aÿ-f-i)*-'  —*•  Mais  de  ce  que 

^^  = i,  il  s'ensuit  par  la  loi  de  réciprocité  ^*^  = 1;  donc  c est  di- 
viseur de  la  formule  x* — et.  Donc  a doit  se  trouver  parmi  les  restes  des 
quarrés  divisés  par  le  nombre  premier  c,  ce  qui  est  la  proposition' 
d’Euler. 

(180)  I.a  seconde  conclusion  générale  (Voyez  l’ouvrage  cité,pag.  a8i.) 
est  celle-ci  : 

« Si  l’on  divise  les  quarrés  1,  4*  9>  16,  etc.  parle  nombre  premier 
a 4rt  — i,  les  restes  des  divisions  comprendront  non-seulement  tous  les 
» nombres  représentés  par  la  formule  n-j-qq+q , mais  encore  tous  les 
» facteurs  premiers  dont  ces  nombres  sont  composés.  » 

Pour  satisfaire  à la  première  partie,  il  faut  trouver  urt  nombre  X tel 
que  x*  — (n+yy-f-//)  soit  divisible  par  le  nombre  premier  c=4” — 1 î 
or  c’est  ce  que  l’on  obtiendra  immédiatement , en  prenant  ax==a^-f-i±e. 
Donc  le  nombre  n-+-qq-\-q , ou  ce  nombre  diminué  d’un  multiple  de  c , 
est  toujours  le  reste  d’un  quarré  x*  divisé  par  c. 

Soit  en  second  lieu  a un  nombre  premier  quidivise  n-\-qq-\-q , si  l'on 
lait  n-j-qq-+-qz=z  ctA,  on  en  déduira  comme  ci-dessus , (ay-f-l  )'+c=^etA. 
Donc  en  omettant  les  multiples  de  a,  on  a c = — (ay-f-i)"j  donc 

= 1.  Cela  posé,  il  y a deux  cas  à distinguer. 

i*.  Si  a est  de  la  forme  4">  1 , l’équation  = 1 est  la  même 

que  (^=i,  et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  ^^=i;  donc 
c est  diviseur  de  x* — a. 

a*.  Si  a.  est  de  la  forme  /yn— «i,  l'équation  ^j  = t,  donne 

= — 1 , et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  1 ; donc 

c est  encore  diviseur  dex*  — a. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  le  nombre  premier  a,  ou  ce  nombre  dimi- 
nué d’un  multiple  de  c,  est  le  reste  d’un  quarré  divisé  par  c,  et  par 
conséquent  doit  se  trouver  parmi  les  restes  que  donneat  les  ditléreus 
termes  de  la  suite  1,  4»  9»  16,  ete.  divisés  par  c. 
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§ V 1 1.  Usage  du  théorème  précédent  pour  connaître  si  un 
nombre  premier  c divise  la  formule  x*  -+-  a.  Des  cas  où  F on 
peut  déterminer  a priori  le  nombre  x- 

(181)  Lorsque  c est  an  nombre  un  peu  grand,  et  qu’on  a besoin 
de  savoir  si  c est  diviseur  de  il  peut  être  fort  long  d’élever  a 

à la  puissance  -~~~y  même  en  abrégeant  l’opération  autant  qu’il  est 

possible  , et  en  ayant  soin  d’omettre  les  multiples  de  c à mesure  qu’ils 
se  présentent.  Voici  un  procédé  que  fournit  le  théorème  précédent , 

et  qui  conduit  très-promptement  à la  valeur  cherchée  de 

i°.  Si  a est  plus  grand  que  c,  on  mettra,  au  lieu  de  a,  le  reste  de  la 
division  de  a par  c;  ainsi  on  pourra  toujours  supposer  que  a est  plus 

petit  que  c.  En  effet,  on  voit  bien  que  (mc-f-«)  * divisé  par  c,  laissera 

le  meme  reste  que  a * . 

a*.  Si  le  nombre  a ainsi  réduit  est  un  nombre  premier,  l’expression 
(2)  se  changera  suivant  le  théorème,  soit  en  (2),  soit  en  — (s)»cc 

dernier  cas  n’ayant  lieu  que  lorsque  a et  c sont  tous  deux  de  la  forme 
4«  4-  3.  Mais  puisque  c est  >«,  on  peut,  au  lieu  de  c , prendre  le  reste 

de  la  division  de  c par  a ; soit  ce  reste  c',  on  aura  donc  ; 

ainsi  la  recherche  de  la  valeur  de  est  réduite  à celle  de  l’expres- 
sion (j)  qui  est  composée  de  plus  petits  nombres;  la  résolution  se  fera 

donc  ultérieurement , tant  par  ce  qui  a été  déjà  dit  que  par  ce  que 
nous  allons  ajouter. 

3*.  Si  a n’est  pas  premier , décompose*  a en  ses  facteurs  pre- 
miers a,  6,  y parmi  lesquels  a peut  être  compris,  vous  aurez 

= au  produit  des  expressions  (*•),  etc.  Omettez  parmi 


Diqitized  bv 
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les  facteurs  a,  C,  y,  ceux  qui  sont  quarrés , car  en  général... 
= = ; observez  de  plus,  que  suivant  leu*  148  on  a 

( = ■+•  1 , si  c est  de  la  forme  8ndb  i , et  ^2^  = — i , si  c est  de  la 

forme  Srcrfc  3. 

Au  moyeu  de  ces  préceptes  et  des  renversemens  donnés  par  le  théo- 
rème du  paragraphe  précédent,  on  trouvera  bientôt  la  valeur  de  l'ex- 
pression proposée  Et  l'opération,  assez  semblable  à celle  par 

laquelle  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres, 
sera  à peu  près  aussi  expéditive. 

E X K H r L X I. 


(18a)  Pour  avoir  la  valeur  de  l’expression  (“73)  j’observe  que  ces 
deux  nombres  sont  premiers , et  j’aurai , en  vertu  du  théorème , 
(unî)  — ( la  division  de  ioï5  par  601  donne  4>>  de  reste,  et  4»  a 
étant  le  produit  de  4 par  io3,  on  peut  omettre  le  facteur  quarré  4,  ce 
qui  donnera  (7^5)  — (g3r)‘  Mais  to3  étant  encore  un  nombre  pre- 
mier, on  a par  le  théorème,  (5^7)  = ( = (en divisant  601  par  io5 

et  ne  conservant  que  le  reste)  (^)==(^3)  ■ (^)==(parce  T1® 

(à)=0(©=-(f)=-(g)=-(f)=-a)=->-- 

Donc  (77773)  = — »•  Donc  ioiS  n’est  pas  diviseur  de  G01. 

Pour  faire  la  même  vérification  par  la  voie  ordinaire,  il  aurait  fallu 
élever  601  à la  puissance  5o6,  en  rejetant  les  multiples  de  ioiS  à me- 
sure qu’ils  se  présentent.  Or  5o6  exprimé  en  chiffres  de  l’arithmétique 
binaire  (t)  est  tu  111  010,  c'est-à-dire  en  d'autres  termes  que  5o6 


(1)  Voici  un  moyen  très-court  d’exprimer  un  nombre  un  peu  grand  en  carac- 
tère binaires.  Soit  par  exemple  le  nombre  1 1 1 83445  dont  il  sera  question  dans 
l'exemple  III,  je  divise  ce  nombre  par  64,  fai  le  reste  ni  et  le  quotient  17474'  ! 
celui-ci , divisé  par  64 , donne  le  reste  ai  et  le  quotient  3730 ; enfin  37  To  divisé 
par  64 , donne  le  rote  4a  et  le  quotient  4>  : mais  3 1 s'exprime  en  chiffres  binaire» 
par  10101  et  43  par  101010.  Donc  le  nombre  proposé  s'exprimera  par  îoicio 
101010  oiotei  010101, 
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est  la  somme  des  puissances  de  a,  dont  les  exposans  sont8,  7,  6,  5, 
4,  3,  1.  Pour  former  les  puissances  de  60 1 qui  ont  ces  puissances  de  a 
pour  exposans,  il  faut  faire  huit  multiplications  ou  élévations  au  quarre; 
ensuite,  pour  multiplier  entre  elles  les  diverses  puissances  de  601  dont 
les  exposans  sont  a%  a%  a‘,  a5,  a',  a»,  a',  il  faut  encore  six  multipli- 
cations ; de  sorte  qu’il  faut  en  tout  quatorze  multiplications,  et  autant 
de  divisions  par  101 3 pour  arriver  au  résultat  final.  Voici  an  reste  le 
détail  de  l’opération,  afin  qu’on  puisse  mieux  comparer  les  deux  mé- 
thodes; on  u a mis  que  les  restes  des  divisions  par  101 3. 


(601)*  =578 
(Goi)‘  =(573)*==  117 
(60 1)*  =(.i7)*  = 5ao 
(Goi)’*  = (5ao)’  = — 71 
(fioi)3*  =(71  )*=  — a4 
(60.)“  =(a4)«  = -437 
(60 1 )**•  = (437)*  = 5 a5 
(6oi)*s'  = (5a5}‘  = 89 


(6oi)1*<  = 89x5a5  = 137 
(6oi)“’  = i37X — 437  = -+*2i6 
(Goi)*,*=-l-ai6x — a/,— — 119 
(6oi)«*  = — i igx — 71  = 345 
(601  )s“4  = 545  x 5ao=gg 
(601  y*  =99x575= — t. 

Donc  en  effet  = — *• 


Exemple  II.' 


(|83)  On  demande  k valeur  de  ( ? 

Pour  cela  je  décompose  4oa  en  868  tco*8  facteurs  a. 3. 67,  et  j’ai 

Or  on  a . , . 

\9»9/  S9a9'  \9a9y  \9a9/ 

(é>-  • 

oy-m-cs  )— 

(5)-fl?)-c?)— tt)— ■> 

et  le  produit  de  ces  trois  résultats  est  -f- 1 , donc  donc 

92g  est  diviseur  de  t*da4oa“’>  ou  de  x*±4oa> 

Exemple  III. 


(184)  Prenons  un  nombre  premier  très-grand,  tel  que  32  366  891  , 
et  cherchons  si  ce  nombre  est  diviseur  de  x3  *4^9? 
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Il  faut  donc  avoir  la  valeur  de  ( TT’^S’Wi  ) ’ el  P31-^  T16  '4^9 
est  également  un  nombre  premier  4/1 -f- 3 , celte  valeur  == — ^ 

= - (ife)  = “(!§)  = “ (S?)  = -1»  (Parcc<lue  «'J6  eatun 


quarré).  Donc  la  valeur  cherchée  est  — >.  Doue  22  3G6  891  est  divi- 
seur de  x'-j- 1459- 

C’est  ce  qu’on  n’aurait  pu  trouver  par  la  voie  ordinaire , qu'en  fai- 
sant 34  multiplications  et  autant  de  divisious  très-laborieuses,  puisque 
le  diviseur  serait  ai  566891. 


(i85)  Après  s'être  assuré  que  le  nombre  premier  e est  diviseur  de 
ar il  reste  à déterminer  la  valeur  de  x qui  rend  la  divisiou  pos- 
sible. C'est  ce  qu’on  peut  faire  a priori  dans  quelques  cas  généraux  que 
nous  allons  indiquer. 

i*.  Lorsque  c=4j»-4-3,  la  condition  de  possibilité  donne  (■ — o)*"'*'’ — 1 
divisible  par  e;  donc  est  divisible  par  c;  doue  si  on  prend. 

ou  égal  au  reste  de  a"+‘  divisé  par  e,  on  sera  sur  que  —— 

est  un  entier.  Ce  premier  cas  très-général  comprend  déjà  la  moitié  de 
tous  les  cas  possibles.  Il  ne  reste  donc  plus  à examiner  que  le  cas  de 
c = 4n "b 1 > lequel  comprend  les  deux  formes  8n-}-i,  8n-f-5. 

a*.  Lorsque  c=8n-f-5,  la  condition  de  possibilité  exige  que  a4*+* — 1 
soit  divisible  par  c ; mais  cette  quantité  est  le  produit  des  deux  facteurs 
a“+’ -f-  1 , n”rV‘  — 1 , il  faut  donc  que  l'un  de  ces  facteurs  soit  divisible 
parc.  Si  le  facteur  a***'  -f- 1 est  divisible  par  c,  faites  x = a"*',  et 

vous  aurez  — = e.  Si  c’est  l’autre  facteur  qui  est  divisible  par  c , 
faites  de  même  6= a*'’-1 , et  vous  aurez  ^-^  = e;  dans  ce  dernier  cas, 

_i  1 a» 

il  ne  reste  plus  qu’à  satisfaire  à l’équation  — =e.  Or  puisque  cest  de 

la  forme  tyn -f- 1 , on  peut  supposer  cherchant  ensuite  les 

indéterminées  p et  q d'après  l'équation 

*=fP+g1> 

on  en  conclura  x—fq — gp;  car  de  là  résulte  **-f- fi*  = (f,+g‘) 
(p'  + i J')i  donc  x’4-9',  et  par  suite  x"-+-a  est  divisible  pare. 

5*.  Le  dernier  cas  à considérer,  est  celui  de  c=8/»4-i,  mais  alors 
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on  ne  peut  pas  toujours  satisfaire  h l’équation  ‘ — — ' — < 


d’ 


une  manière 


directe  et  sans  tâtonnement.  Si  l’on  a n=aG,  G étant  un  nombre  im- 
pair et  aune  puissance  de  3,  la  condition  de  possibilité  exigeant  que 

— i soit  divisible  parc,  il  pourra  arriver  que  n de  i soit  divi- 
sible par  c,  et  alors  à cause  de  G impair,  on  trouvera  la  valeur  dex 
de  la  même  manière  qu'on  l'a  trouvée  lorsque  c=8«-f-5. 

Si  a e b i n’est  pas  divisible  par  c,  on  ne  trouve  pas  de  solution 


• • 3 a • ^ J.  ç 

a priori;  ainsi  pour  résoudre  l'équation  — ^-=e,  il  faudra  calculer 

les  différons  termes  de  la  suite  c — a,  a c — a , 3c— a,  l^c — a,  etc., 
jusqu’à  ce  qu’on  en  trouve  un  qui  soit  un  quarré  parfait  et  qui  donnera 
la  valeur  de  x*;  cette  suite,  au  reste,  contiendra  nécessairement  le 
quarré  qu'on  cherche,  quarré  qui  doit  être  moiudre  que  je*,  ainsi 
le  nombre  de  termes  à calculer  ne  peut  exceder  j c. 

Par  exemple,  soit  proposée  l’équation  ‘ ^~”q  = e,  dont  la  possibi- 
lité est  déjà  établie  par  la  condition  il  faudra  former  les 


différons  termes  de  la  progression  arithmétique  dont  le  terme  général 
est  &4le — aa9-  Cette  progression  csl4>2,  io53,  1694,  a335,  etc.  mais 
il  faut  la  continuer  jusqu'au  94*°”  terme  avant  qu'on  trouve  le  quarré 
6ooa5  dont  la  racine  345 =x.  Il  est  vrai  qu'on  peut  passer  sur  beau- 
coup de  termes,  lorsqu'on  prévoit  que  le  chiffre  qui  les  termine  n’est 
pas  un  de  ceux  qui  conviennent  aux  quarrés  (i).  Mais  le  travail  est 
encore  assez  long  par  cette  voie  , lorsque  la  nombre  cherché  x n'est 
pas  beaucoup  plus  petit  que  Je. 


(186)  Pour  rendre  cette  détermination  moins  laborieuse,  on  pourra 


(1)  ht  quarré  de  10m  -+•  n est  ioom*  + aomn  + n*,  donc  te  chiffre  qui  termine 
le  quarré  de  10m  + 1»,  est  le  meme  que  celui  qui  termine  le  quarré  de  n.  Mais 
les  nombres  0,  1,  a,  3...  g ont  leurs  quarré*  terminés  par  l’un  des  chiffres  o,  1, 
4,  5,  G,  9;  donc  aucun  quarré  ne  peut  être  termine  par  a;  3,  7,  8.  On  peut  ajouter 
à cette  observation,  i°.  que  si  le  dernier  chiffre  d'un  quarré  est  o , il  faut  que  les 
deux  deruiers  soient  deux  zéro*.  a°.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  5 , les  deux  der- 
niers doivent  être  a5.  3*.  Que  si  le  dernier  chiffra  est  impair,  l’avant-dernier  doit 
être  pair.  4*.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  4.  l’avant-dernier  doit  être  pair,  aün 
que  tout  le  nombre  soit  divisible  par  4.  5".  Que  si  le  dernier  chiffre  est  6,  l'avant- 
dernier  doit  être  impair  par  la  même  raison. 
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avoir  recours  aux  propriétés  des  diviseurs  qui  seront  démontrées  ci- 
après.  En  vertu  de  ces  propriétés , tout  diviseur  de  la  formule  t’+uu* 
est  lui-même  de  la  former* -J-  a;*,  ou  au  moins  il  devient  de  cette  forme, 

en  le  multipliant  par  un  nombre  p moindre  que  a y/  g.  Supposons  doue 
qu'on  a trouvé  pc—f‘  -f-  «g",  on  cherchera  x d'après  l'équation 

f=gx+cjr, 

et  la  valeur  de  x sera  telle,  que  x’-f-u  est  divisible  par  c. 

Ainsi , dans  l'exemple  précédent,  on  reconnaît  bientôt  que  641  n'est 
pas  de  la  forme  y*-f-  aag^*,  mais  il  le  devient,  étant  multiplié  par  14  , 
car  on  a 641  X 14  = 8974  — 57*-f-aa<}.5‘;  faisant  donc  5?  = 5x-f-64r,r, 
on  trouvera  x= — a45.  Cette  méthode  peut  faire  éviter  beaucoup  de 
tâtonnement,  et  elle  sera  surtout  utile  lorsque  le  nombre  a est  peu 
considérable;  car  les  Tables  feront  connaître,  d’après  la  forme  4#3+a 
du  nombre  c,  quel  est  le  multiplicateur  p qui  peut  rendre  le  produit po 
de  la  forme  f‘  + ag". 
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§ VIII.  De  la  manière  de  déterminer  x pour  que  x2  + a soit 
divisible  par  un  nombre  composé  quelconque  N. 


(187)  Soit  c un  nombre  premier,  et  a un  nombre  quelconque  non- 
divisible  par  c,  si  l’on  demande  la  valeur  de  x telle  que  x*-fc-a  soit 
divisible  par  c*,  cherche*  d’abord  par  ce  qui  précède  la  valeur  de  8 
qui  rend  8 ‘-j-a  divisible  par  c;  faites  ensuite  (8-f-p' — a)"=p-4-ÿy — «; 
vous  aure*  de  même  (8  — [/ — fl)"  = p — q\/ — a , et  le  produit  de  ce» 
deux  équations  donnera  (8’-f-  <*)m—  pl  -f-  nrp,  donc  p'-^-aq*  est  divisible 
par  c“.  Dans  ce  résultat,  q et  c sont  premiers  entre  eux  ; ainsi  on  pourra 
supposer  p—qx-\-  <fjr , et  x'  a sera  divisible  par  c",  ce  qui  est  la 
question  proposée. 

Nous  venons  de  supposer  que  q n’est  'Jfcint  divisible  par  c;  car  s’il 
l’était,  p le  serait  aussi  en  vertu  de  l’équation  (8 ' -\-a)m  =zp‘  -\-aq'  dont 
le  premier  membre  est  divisible  par  c“.  Mais  on  a 


P— 1 


2 6— o-f 


m.m — 1 .m  — a.m— 3 


a . 3 . 4 


0*r <«*— . etc. 


et  puisque  est  divisible  par  c,  on  peut  mettre  — h la 

place  de  a , ce  qui  donnera  p da  cette  forme 


» = 8“(i  -f- 


m.m  — 1 .m  — a.m  — 3 


3-4 


b-  etc 


) + -®c> 


pu  p—  a"_,8"-+-5c;  mais  8 n’est  point  divisible  par  c,  donc  p ne 
peut  l’être , ni  par  conséquent  q. 

Si  le  nombre  a est  divisible  par  c,  la  quantité  x*-f-a  sera  divisible 
par  c,  en  prenant  x=o  ou  un  multiple  de  c ; mais  il  sera  souvent  im- 
possible que  x’  + a soit  divisible  par  c*  ou  par  une  puissance  plus  éle- 
vée de  c;  par  exemple , si  a est  divisible  par  c et  non  par  c *,  il  est 
évident  que  jamais  x*  -{-a  ne  peut  être  divisible  par  c*. 


(188)  Il  est  facile  maintenant  de  trouver,  lorsque  cela  est  possible,’ 
la  valeur  de  x,  telle  que  x’-f-o  soit  divisible  par  un  nombre  composé 
quelconque  2V. 
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j*.  Si  N et  a tout  premiers  entre  eus,  on  décomposera  N en  scs 

facteurs  premiers  impairs  a'C^y",  etc. , et  on  cherchera  par  la  mé- 
thode qui  précède  les  nombres  A , B,  C,  etc.  tels  que  les  quantités 


A'  + a It'  + a 


C'A,  a 

y 


etc. 


soient  des  entiers  ; il  faudra  ensuite  satisfaire  aux  équations  indé- 
terminées 

x-=A-\- x'j  = zfc  Z?-)- = afc  C y u=  etc. 

Et  il  est  facile  de  voir  que  étant  divisible  par  chacun  des  fac- 

teurs ah,  ÿ1,  y , etc.,  sera  divisible  par  leur  produit  ^(^y  , etc. 

a*.  Si  les  nombres  N et  a ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  soit  4'" 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  4*  étant  le  plus  grand  quarré  qui 
divise  4*®  » el  Par  conséquent  a ne  pouvant  plus  avoir  que  des  facteurs 
simples;  alors  il  faudra  faire  JV=4*a*J'V,j  * — 4**'“»  -r  = 4ax  i et 
l'équation  à résoudre  —iç—  = e>  deviendra  ° = c.  Dans  celle-ci 

a et  iY'  doivent  être  premiers  entre  eux,  car  s’ils  avaient  un  commun 
diviseur  vr,  il  faudrait  que  A fût  aussi  divisible  par  -x  (sans  quoi  l'é- 
quation à résoudre  serait  impossible);  doue  0*4  ne  serait  pas  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a et  N,  contre  la  supposition. 

Puisque  ai  et  N'  sont  premiers  entre  eux , on  pourra  trouver  deux 
entiers  f et  g tels  qu’on  ait  fie — g N'  =.  1 ; multipliant  donc  par  y lé» 

quation  — jç, — = e,  et  mettant  gN'-\-  1 à la  place  de  /à»,  cette  équa- 
tion deviendra  * =<■;  ainsi  la  question  est  ramenée  au  cas  pré- 

cédent où  N et  a sont  premiers  entre  eux. 

(189)  Si,  outre  les  facteurs  impairs  <l , €* , etc.  que  nous  avons  con- 
sidérés dans  les  deux  cas  précédons,  N contient  le  facteur  a",  il  faudra 
combiner  les  valeurs  trouvées  pour  chaque  facteur  impair  avec  celle  qui 

résulte  de  l’équation  — ÿ-  = e , dont  nous  allons  nous  occuper. 

Lorsque  a est  divisible  par  4 ou  par  une  puissance  plus  élevée  de  a , 
telle  que  2“  ou  2“'*’,  il  faudra  faire  jr  = a',r',  et  la  question  sera  ra- 
menée immédiatement  an  cas  où  a est  impair  ou  double  d’un  impair. 

Si  a est  dquble  d’uu  impair , il  est  visible  que  l’équation  jc,-f-a=a,y 
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n’est  résoluble  que  daus  le  seul  cas  où  m=  i , ainsi  on  peut  faire  abstrac- 
tion de  ce  cas. 

Soit  donc  a impair  et  /n>  i , il  faudra  que  .r  soit  impair,  et  comme 
alors  x*  est  de  la  forme  8/i-f- 1 , on  aura  suivant  les  différentes  formes 
de  a=dt:c,  les  formes  correspondantes  de  x*=fcc  comme  il  suit: 


c = 8/i  -f-  1 , 

x"  -f-  c = 8n  -f-  a , 

x*  — c = 8» 

c = 8/1  -f-  5 , 

x*  -f-  c = 8»  -f-  4» 

x*  — c = 8/1  -j-  6 

c = 8n  -J-  5 , 

x*  -f-  c = 8/1  -f-  6, 

x*  — c = 8/1  -f-  4 

c = 8/i  H-  7 , 

x*  -f-  c = 8/1  , 

x*  — c = 8/1  + 2. 

Écartant  donc  les  cas  qui  ne  permettent  pas  que  x*rfcc  soit  divisible 
par  une  puissance  de  a supérieure  à la  première , les  cas  qui  restent 
sont  les  quatre  suivans  ; 

c = 8»  *+-  i x*  — c = 8/1 

c = 8/i  -f-  5 x1  -f - c = 8n  H-4 

c = 8/i  -f-  5 x*  — c = 8n  -f-  4 

c = 8n-+*7 x*  -f-  c = 8/i. 

Le  second  et  le  troisième  ne  sont  résolubles  que  pour  la  seule  valeur 
m = a , et  alors  la  solution  est  simplement  x = i . 

Les  deux  autres  cas  où  l’on  a a = — idtz8a  sont  résolubles  pour 
des  valeurs  quelconques  de  l’exposant  m,  et  on  peut  aisément  parvenir 
ù la  solution  par  des  substitutions  successives.  Par  exemple,  soit  pro- 
posée l'équation  relative  au  quatrième  cas 


x*-t- 15 
a'° 


r- 


En  faisant  x = t , on  a x' \5  s=  2*  ; soit  donc  xss=  i -f-  a’x',  la 
substitution  donnera  i-f-x'-f-a *x'*=asj(.  Celle-ci  fait  voir  que  i-J-x' 
doit  être  divisible  par  4.  Faisant  donc  x'  = — 1 -f-  4-*',  on  aura 


d’où  x*=7,  x'=  27  et  X—31J. 

Aussitôt  qu’on  connaît  une  solution  particulière  x=ô,  on  en  dé- 
duit la  solution  générale  x=*a“~ ’x'dbô,  laquelle  satisfait  à l’équation 
proposée  x*-J-«=  a’y,  puisqu'on  a m>  1.  Cette  valeur  devra  ensuite 
être  combinée  avec  celles  qui  expriment  que  x‘-f-«  est  divisible  par 
les  diffère  us  facteurs  impairs  de  N. 
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II  faut  maintenant  examiner  combien  l'équation 

avoir  de  solutions,  mais  nous  uous  bornerons 
impair  ou  double  d'un  impair. 


317 

**4 -« 

-Tÿ~  = e pourra 
aux  cas  où  N est 


(190)  « Si  N est  impair  et  premier  à <t,  le  nombre  de  solutions  de 
» l'équation  ~ sera  a,— ’,  i étant  le  nombre  des  facteurs  pre« 

» miers  diffcrens  qui  divisent  N.  » 

Soit  d'abord  JV=  a , a.  étant  un  nombre  premier,  je  dis  qu'il  n'y 
dura  qu’une  manière  de  satisfaire  à l'équation  = e.  Car  s'il  y avait 
deux  solutions  désignées  par  x et  x?,  il  faudrait  que  x'  — x'*  fût  di- 
visible par  a ; et  comme  aucun  des  facteurs  x-f-jr',  x — x'  n’est  di- 
visible par  a.x,  puisque  x et  x'  sont  supposés  inégaux  et  plus  petits 

que  t*A,  il  faudra  que  ces  facteurs  x-\-x',  x — x'  soient  tous  deux 
divisibles  par  a,  donc  leur  somme  3X  serait  également  divisible  para; 
mais  si  x était  divisible  par  a,  il  faudrait  que  a le  fut  aussi , d’après 

Téquation  x " = c.  Donc  puisque  a cl  N sont  premiers  entre  eux. 


l'équation 


:e  ne  pourra  avoir  qu'une  solution  moindre  que  {et* 


' Soit  en  second  lieu  N= afC1*,  et  soient  A cl  B les  valeurs  de  x 


{atisfont  aux  équations 


Æ’+n 


qui 

— e;  si  on  combine  ensemble 


(n°  14)  les  denx  valeurs  x z=.A -\-cL>'y , y=z- dbB-{-6^z  , il  est  clair 
qu'on  aura,  à cause  du  signe  rfc,  deux  valeurs  de  x de  la  forme 

x=r=  K a'S^.x'~K-{-JVx' , chacune  desquelles  peut  être  rendue 
moindre  que  {JŸ  en  prenant  pour  x'  la  valeur  convenable.  Donc  dans 
le  cas  des  deux  facteurs  inégaux  a,  G , l’équation  proposée  aura  deux 
solutions. 


S’il  y a un  troisième  facteur  y,  il  faudra  combiner  la  valeur  trouvée 
X~K  x',  avec  une  troisième  formule  x=cfc  C-\-y  z , et  il  est 

évident  que  l’on  aura  quatre  solutions  de  la  forme  K’-^-a!  S^yx’,  où 
K'+Nx’,  lesquelles  pourront  être  rendues  moindres  que  jN. 

*•  En  général,  chaque  nouveau  facteur  douille  le  nombre  des  solutions 

38 
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obtenue*  par  le*  facteur*  précédens.  Donc  on  aura  en  tout  a*~*  solution* , 
i étant  le  nombre  des  facteurs  a , G11,  y',  etc.  dont  N est  composé. 
Remarque.  Si  N est  double  d’un  impair,  l’équation  —jj—  — e aura 

également  ai— 1 solutions.  Car  si  fl  est  une  valeur  de  x qui  rend  x*-f-« 
divisible  par  jN , cette  valeur  fl,  ou  au  moins  \N — 9,  rendra  x*-H» 
divisible  par  N. 

(191)  « Soit  N impair  ou  double  d’un  impair;  si  le*  deux  nombres 
>1  N et  a ont  un  commun  diviseur  a» , lequel  ne  soit  divisible  par  aucun 

» quarré,  je  dis  que  l’équation  — = e aura  toujours  a1-1  solutions , 

» i étant  le  nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent 
» N sans  diviser  a.  » 

En  effet,  soit  N—uN',  a=zata',  x—otx',  l’équation  proposée  de- 
viendra mz  ° — e,  et  parce  que  et  et  N'  n’ont  pas  de  commun  di- 
viseur, on  peut  faire  fet  — g N"  = 1 , ce  qui  donnera  l’équation  réduit* 
— =e.  Or  celle-ci,  où  N'  et  fd  sont  premiers  entre  eux,  admet 

autant  de  solutions  qu’il  y a d’unités  dans  a1-1,  i étant  le  nombre  de 
facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N';  et  si  l’on  fait  en 
général  x' = 8 iV'x',  on  aura  x = a8-f-ûc/V'x*==  afl-J-iV'x'.  Donc  il 
y aura  autant  de  valeurs  de  x moindres  que  \N  qu’il  y a de  valeurs  de 
x'  moindres  que  %N’}  donc  le  nombre  de  ces  valeurs,  est  égal  à a‘— '. 

(19a)  « Si  le  nombre  N,  impair  ou  double  d’un  impair,  a un  com- 
» mun  diviseur  quelconque  avec  a,  et  que  ce  diviseur  soit  représenté 
n par  *4*,  ensorte  qu’on  ait  N—  4'a^V',  « n’étant  divisible  par  aucun 

« quarré  , je  dis  que  l’équation  ® aura  autant  de  solutions  qu’il 

a y a d’unités  dans  4-a‘~f,  * étant  le  nombre  de  facteurs  premiers 
u impairs  et  inégaux  qui  divisent  N'.  » 

Car  dans  ce  cas,  on  a az=.\'<âd,  x = 4“*',  et  l’équation  à résoudra 

devient  ^ a = h,  laquelle,  comme  on  a vu  dans  le  n*  précédent , 

donne  a1-*  valeurs  de  x*  moindres  que  i If.  Soit  en  général  x't—6  ) RCxf, 
on  atira  donc  x=4“®+4*'^V'x*i  or  comme  il  suffit  que  les  valeurs  de 
x soient  moindres  ou  non  plus  grandes  que  iiV=ï4*a-^,>  ® est  clair 
qu’on  peut  donner  à x*  les  valeurs  successives  0,  1,  rfca,  etc.  ju*i 
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qu’i  ±1(4-  t).  Le  nombre  de  ce»  valeurs  est  évidemment  4 ! donc 
chaque  valeur  de  x'  moindre  que  { A",  donnera  4 valeurs  de  x moindres 
que  - N;  donc  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  de  x sera  4- 

Remarque.  Cette  formule  est  vraie,  même  lorsque  i=o,  c’est-à-dire 
lorsque  le  nombre  N ou  au  moins  sa  moitié  est  diviseur  de  a ; alors  elle 
se  réduit  à 14»  mais  il  faudra  compter  comme  entier  la  fraction  con- 
tenue dans  14»  de  sorte  que  si  4=^  -f- 1 , on  prendra  A-f-i  pour  ;4> 
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I X.  Résolution  des  équations  symboliques  = 


c étant  un  nombre  premier. 


(ig3)  Soit  c un  nombre  premier  quelconque,  et  soit  proposé  de 
trouver  toutes  les  valeurs  de  x qui  satisfont  à l'équation  ou 

~~  * = c.  11  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  faire  x—y',  y étant  un 
nombre  quelconque  non-divisible  par  c;  les  différentes  valeurs  de  x 
seront  donc  1,4,9,  1 6. ...  jusqu’à  — - ■'  'j  inclusivement.  Ces  va- 
leurs peuvent  être  abaissées  toutes  au-dessous  de  c , en  retranchant  les 
multiples  de  c qui  y sont  compris,  et  leur  nombre  est , comme  on  voit, 

; il  ne  peut  être  plus  grand , parce  que  l'exposant  de  x n’est  que 
— a ‘ ; il  n'est  pas  moiudre  non  plus,  car  si  deux  quarrés/«*,  n',  chacun 

moindre  que  > laissaient  le  même  reste  ou  la  même  valeur 

de  x,  il  faudrait  que  m*— n*  fût  divisible  par  t>,  ce  qui  ne  peut  être, 
parce  que  m — n et  m-f-n  sont  tous  les  deux  moindres  que  c.  ÎVous 

connaissons  donc  les  ■ — - solutions  de  l’équation  ^jsri,  ces  so- 
lutions étant  comprises  entre  o et  c;  mais  comme  il  s'agit  seulement 
des  solutions  en  nombres  impairs  , parmi  les  valeurs  de  x on  conser- 
vera les  nombres  impairs  j et  on  ajoutera  c aux  nombres  pairs,  ce  qui 

fera  encore  f ' solutions  impaires  comprises  depuis  i jusqu'à  ac — i. 

Pour  parvenir  immédiatement  à ces  solutions,  on  formera,  par  le 
moyen  des  différences , la  suite  des  quarrés  impairs,  comme  on  le 
voit  ici  : r » 

Différ.  8 16  a4  3a  4°  48  56 

Quar.  i,  9,  a5,  49,  81,  iai,  169,  aa5,  etc. 
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On  retranchera , tant  dans  les  différences  que  dans  les  quarrés , les 
multiples  de  ae  à mesure  qu'ils  se  présenteront,  cl  la  suite  des  quarrés, 

ou  plutôt  de  leurs  résidus,  continuée  jusqu’à  - '■  termes,  contien- 
dra toutes  les  solutions  do  l'équation  ^ — i , impaires,  positives 

.et  moindres  que  a c.  Ensuite  ces  solutions  pourront  être  augmentées 
d'un  multiple  quelconque  de  ac,  Ce  qui  donnera  x—  aez-f-ô,  b ayant 

- 1 valeurs  différentes. 

a , ■ 

Connaissant  ainsi  toutes  les  solutions  de  l'équation  ^=:i,  On  aura 

par  voie  d'exclusion  toutes  celles  de  l'équation  — — t.  Car  les 

.nombres  moindres  que  ac,  qui  ne  sont  pas  Compris  dans  les  solutions 

de  l'équation  ^î^  = i,  satisferont  nécessairement  à l'équation  (")= — *» 

et  le  nombre  de  ces  derniers  sera  encore  c — ’■  ; car  le  nombre  des 

a 

termes  de  la  progression  i,  3,  5,  7. . . . ac — 1 étant  c,  si  on  exclut  le 
terme  c qui  ne  satisfait  ni  à l'une  ni  à l'autre  de  ces  équations,  il  res- 
tera c — 1 termes  dont  la  moitié  satisfait  à l’équation  ^^==t,etl’autre 
moitié  à l'équation  ^^=— r.  11  est  inutile  d'ajouter  qüe  les  solu- 
tions de  cette  dernière  équation  peuvent  être  aussi  augmentées  d'un 
multiple  quelconque  de  ac. 

' - - • • k. 

fjç)4)  Exemple  I.  Soit  c=4i  » on  formera,  au  moyen  des  différences, 
la  suite  des  quarrés  impairs,  et  on  retranchera,  tant  des  différences 
que  des  quarrés,  les  multiples  de  8a  à mesure  qu'ils  se  présentent. 
Voici  l'opération:  - - ( 

.Différ.  8 16  24  3a  4®  48  56  64  7a  80 

Quar.  1,  g,  a5,  49»  81,  1 2 1 = 5g,  87  = 5,  61,  ia5  = 43,  Ii5=53, 

Différ.  88  = G 14  aa  3o  58  48  84  6a 

Quar.  n5  = 3i,  87,  5i,  73,  ro3^ai,  $9,  ; t>5  =s  aq,  7.7,  .-■> , , 

•Différ.1  » 0 7<k’  * : 78  » . 8G=4'  . ir  ; x «rv 

Quar.  139=57,  137=45,  ia3  = 4 i—c. 

Les  vingt  premiers  termes  rangés  par  ordre  de  grandeur,  donneront 
la  formule  suivante , qui  renferme  toutes  les  solutions  de  l'équation 
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x = 8a*-h 


D 9»  al,  a^j  Si,  33,  3^1  5^1 

8>,  77»  73»  6l,  5g,  57,  5i,  4g,  45,  43. 


* 


On  remarquera  que  les  vingt  valeurs  numériques  qui  suivent  8a* , et  qui 
sont  proprement  les  solutions  de  l'équation  proposée , sont  telles  quo 
chaque  valeur  4 est  accompagnée  de  son  complément  a c — 4,  les  deux 
ensemble  faisant  constamment  ac.  C'est  ce  qui  aura  lieu  généralement 
toutes  les  fois  que  le  nombre  c sera  de  la  forme  4m+I  ; en  effet  si 
4**— 1 est  divisible  par  e,  il  est  clair  que  (ac — 4)*" — 1 est  également 
divisible  par  c.  Donc  alors  la  solution  ou  racine  4 est  toujours  accom- 
pagnée de  la  racine  ac — 4.  Il  n’en  serait  pas  de  même  si  c était  de  la 
forme  4 m-+-5,  et  on  voit,  an  contraire,  que  si  4 satisfait  4 l'équation 

(!>-■  , son  complément  ac — 4 satisfera  4 l’équation  — — 1 • 


(ig5)  Exemple  II.  Soit  *=5g,  ae=ii8,  on  procédera  ainsi  : 

Ditfér.  8 tô  a4  3a  4°  4®  56  64  7a  80  88  96 

Quar.  »,  g,  a5, 49»  81,  iai=3s5,5i,  107, 171=53, 135=7,87, 175=57.' 


Différ.  io4  113  iao=a  10  18  a6  34  4a  5o 

Quar.  i53=55,  i3g=ai,  i33=i5,  17,  37,  45,  71,  io5,  147=39. 

Différ.  58  66  74  8a  go  98  106  114 

Quar.  79,  157=19,  85,  i5g=4t»  ia3=5,  g5,  193=75,  i8i=65. 


Rassemblant  par  ordre  ces  39  résultats,  on  aura  la  formule  suivante,' 
qui  contient  toutes  les  solutions  de  l’équation  ( = 1 : 

x=ii83+>,  5,  5,  7,  9;  i5,  17,  19,  ai,  a5;  37,  39,  35,  41,  45; 

49,  5i,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  81,  85;  87,  g5,  io5,  107. 


Par  conséquent  les  solutions  de  l’équation  = — 1 , 


seront  : 


x=i<8a-f-is,  tS,  a3,  Si,  35;  87,  5g,  45,47,  55;  61, 65,  67,  69, 78; 

77, 85, 89,  91,  g3;  97,  je,  toi,  io5, 109;  111,  n5,  ii5,iij. 
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§ X.  Recherche  des  formes  linéaires  qui  conviennent  aux 
diviseurs  de  Informulé  t*  -+-  eu1. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  c e6t  un  nombre  premier,  ce 
qui  fournira  deux  théorèmes  principaux. 

(ig6)  Tuéorème.  « Soit  c un  nombre  premier  4n~h  1 » et  A un  divi- 
» seur  impair  quelconque  de  la  formule  x*  -f-  c ou  t*  -f-  eu ',  je  dis  qu’on 

» aura  — 1 *i  d est  delà  forme  4'*+*»  et  — i si  A 

h est  de  la  forme  4 n ■+•  3.  » 

Car  soit  et  un  nombre  premier  i » et  C un  nombre  premier 
4«+3,  tous  deux  diviseurs  de  x*-f-c,  on  aura,  suivant  le  n*  i34  , 

= t et  ^ — ^ = i , ou  (^)==  « et  (£)= — i.  De  là  on  con- 
clut, par  la  loi  de  réciprocité,  = i et  =s  — i.  Mais  le 

nombre  A,  s’il  est  de  la  forme  4n+I  > est  le  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs  a.  par  un  nombre  pair  de  facteurs  C , dont  dans 

(a4  \ • 

— J — i ; et  si  le  nombre  A est  de  la  forme  4n  + 5,  il  résulte 
du  produit  d’un  nombre  quelconque  de  facteurs  et  par  un  nombre  im- 
pair de  facteurs  C,  donc  dans  ce  second  cas  on  a ^ = — i. 

Corollaire .'  Donc  si  on  désigne  par  b l’un  des  e ~-  nombres  im- 
pairs moindres  que  ac  qui  satisfont  à l’équation  t , on  aura 

A—  2ci-î~b.  Mais  parmi  les  nombres  b,  on  peut  conserver  ceux  qui 
sont  de  la  forme  4*  •+•  1 1 et  ajouter  ac  à ceux  qui  sont  de  la  forme 

4»+  3;  on  aura  par  ce  moyen  — nombres  de  la  forme  4^+  1 > 
moindres  que  4e-  Soit  a «n  de  ces  nombres,  on  aura  A=  4«  + <*» 
ce  qui  donnera  e ‘ formes  linéaires  des  diviseurs  4*~H  de  la  formula 
t+cu'. 
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Pareillement,  si  on  réduit  à la  forme  4n 4“ 3 toutes  les  solutions  de 
l'équation  Ç = — i , ce  qui  së  fera,  en  conserrant  les  nombres 

et  ajoutant  ac  à ceux  qui  sont  de  la  forme  4”  + 1 > on  aura 

nombres  de  la  fomic  4"  4"  3,  et  moindres  que  4e  i soit  a 1“"  quel- 
conque de  ces  nombres  , et  l'expression  4cz~\~a  sera  la  forme  générale 
des  diviseurs  4/l  4"  " de  la  formule 

Ainsi,  par  exemple,  les  diviseurs  4,J  + I de  la  formule  P 4-  4 1 “*  ®t* 
rônt  compris  dans  la  formule 

164*+  1,  5,  9,  ai,  a5;  35,  3j,  45,  49,  5j;  61,  y3,  77, 
v 81,  io5;  n3,  4ai,  125,  i33,  j4>. 


Et  les  diviseurs  4«  + 5 de  la  même  formule  seront  compris  dans  la 
formule  1 - - . : > . t , 

A — 1643 -j-  3,  7,  11,  i5,  19;  27,  35,  47,  55,  63; 
ri;  • îm  . (>1,  7«»  A 79,  g5j  99,  111,  i35,  147,  i5i. 

On  conclura  de  là , par  voie  d'exclusion , les  diverses  formes , soit 
471+1,  soit  4/1-1-3,  qui  ne  divisent  point  P-Hd1"*-  En  général  il  est 
aisé  de. voir  qu'il  y aura  toujours  autant  de  formes  pour  les  non-divi- 

V‘  . I : c | # ’ 

seurs  que  pour  les  diviseurs,  ce  nombre  étant  égal  à — - — , soit  dans 

lÿt  forme  4/14-1.,  soit  dans  la,  forme  4n  ■+•  3-  - ■.  > 

Remarque.  Tout  nombre  premier  contenu  dans  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  <*  4- eu*  est  nécessairement  diviseur  de  P -f-  eu’.  Car 

soit  A ce  nombre  premier,  s’il  est  de  la  forme  4n4~  t , on  aura  ^^=1 , 
donc  donc  A est  diviseur  de  P 4- eu*. 

Si  A est  de  la  forme  4n4-3,  ôn  aura  = — 1 , donc  (-^  = — 1 , 
donc  A est  diviseur  de  P-f-c/P. 

Cette  remarque  est  le  fondement  d’un  grand  nombre  de  propriétés 
des  nombres  premiers  ; car  puisqu’élant  donné  c on  peut  déterminer 
à priori  toutes  les  formes  linéaires  4CZ~^~^  dont  50nl  susceptibles  les 
diviseurs  de  la  fotmnle  P-f-c/P,  et  que  d’un  autre  cftté  on  peut  aussi 
déterra iner  toutes  les  formes  quadratiques  py'  -f-  a<7J3  4-  «*  qui  con~ 
viennent  à ces  mêmes  diviseurs,  il  s’ensuit  que  tout  nombre  premier  ren- 
fermé dariâ  l’une  des  formes  linéaires  4CZ  4“  ^ > doit  être  de  l’une  des 
formes  quadratiques  py'  + sqjz+rz'.  Proposition  très-féconde,  et  dont 


- 'ri  l:  ; 


île 
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le  développement  pour  les  differentes  valeurs  du  nombre  premier  c, 
fournit  une  multitude  de  théorèmes  intéressans  sur  les  nombres  premiers. 

Lorsque  A est  un  nombre  composé , il  ne  sortit  pas  qu’il  SoÜ  compris 
dans  les  formes  4 cs-f-4  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  et 

malgré  cette  condition , il  pourrait  bien  n’étre  pas  diviseur  de  cette  for- 
mule. Par  exemple,  lorsque  c=4i,  la  forme  1641-1-57  contient  le 
nombre  aai  = i3. 17,  lequel  n’eSt point  diviseur  de  r-f-  jtu1,  car  t,-f-4i«* 
n'est  divisible  ni  par  i3  ni  par  17. 


(197)  Tiiîorkme.  « Soit  c un  nombre  premier  4n"f-3,  et  A un  divi- 
» seur  impair  quelconque  de  la  formule  t*+cu*,  je  dis  qu'on  aura  lou- 

» jours  ^^^  = 1.»  » 

Car  soit  «c  un  nombre  premier  fyi  -f- 1 , et  C un  nombre  premier 
4/J+3,  tous  deux  diviseurs  de  t*+eu*,  on  aura  = 1 , — 1 » 

ou  ^^=1,  — 1 ; donc  réciproquement  ^^  = i,  1’. 

Donc  tout  diviseur  A composé  du  produit  de  plusieurs  nombres  pre- 
miers a et  €,  donnera  ^^  = 1. 

Corollaire.  Tout  diviseur  impair  de  la  formule  t*  -f-cu*,  peut  être 
représenté  par  aca-j-a,  a étant  l’un  des  ' nombres  impairs  et 


moindres  que  a c qui  satisfont  à l’équation  Ç ï ^ = 1 . 

Par  exemple,  si  c=5g,  tout  diviseur  impair  de  la  formule  t’-i~5gu’ 
pourra  être  représenté  par  la  formule 

A=n8z+  1,  3,  -fi,  7,  9;  i5,  17,  19,  ai,  a5;  37,  ag,  55,  41,  45; 

4g,  5i,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  81,  85;  87,95,  io5,  107. 


On  démontrera  aussi , comme  dans  le  cas  précédent,  que  tout  nombre 
premier  compris  dans  la  forme  linéaire  a cz+a  est  nécessairement  di- 
viseur de  t*-f-cu\ 

Remarque.  On  trouverait  de  meme , à l’égard  des  diviseurs  de  la  for- 
mule t* — eu*,  les  théorèmes  suivans  : 

i*.  Soit  c un  nombre  premier  1 et  A un  divisenr  impair  quel- 
conque de  la  formule  eu*,  ou  aura  ^ ^ = 1 ; donc  A sera  toujours 

de  la  forme  acs-j-o,  a étant  l’uue  des  ' solutions  de  l’équation 


s9 
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= et  réciproquement  tont  nombre  premier  compris  dans  le* 

{ormes  aca-f-a  sera  diviseur  de  la  formule  f*  — cu‘. 

a*.  Soit  c uu  nombre  premier  4«  -+*3  et  A un  diviseur  impair  quel- 
conque de  la  formule  <*  — cm*;  si  A est  de  la  forme  4n4- 1 j on  aura 

^ = i , et  si  A est  de  la  forme  4 n+5,  on  aura  — 1;  de 

là  on  tirera  aisément  les  formes  linéaires  qui  conviennent  au  diviseur  A. 
Réciproquement  tout  nombre  premier  contenu  dans  ces  formes  sera  di- 
viseur de  la  formule  t'—cu'. 

(198)  Considérons  maintenant  les  diviseurs  de  la  formule  /’  -j-  a cu’f 
c étant  un  nombre  premier. 

Soit  d’abord  c=4n"+-  1 > et  soient  a,  a,  a',  a”,  des  nombres  pre- 
miers respectivement  des  formes  8/n-j-i,  8//1  -(- 5 , 8/n+5,  8/n-f-y,  tous 
diviseurs  de  <*-f-a eu',  on  aura  dans  ces  différent  cas  (a*  i34)  : 


Mais  on  a en  même  temps  (a*  148) 

(:)*•'»  (y)3*-1»  (£)=‘; 

d°nC  (a)  ==  1 » (?)  = '•  (^)  = — **  (^)= — d0nC  Téci~ 
proquement  (“)=i,  (7)=*,  (7*)==-',  (Ç)  '• 

Soit  maintenant  A un  nombre  quelconque  de  l’une  des  deux  formes 
Sn  -f-  1 , 8tt  -j-  5,  et  soit  B un  nombre  de  l'une  des  deux  autres  formes 
8n  + 5,  8« -f- 7 ; le  nombre  A résultera  nécessairement  du  produit  d’un 
nombre  quelconque  de  facteurs  "a,  a par  un  nombre  pair  de  facteurs 

J,  a et  ainsi  on  aura  toujours  1 j de  même  le  nombre  B ré- 

sultera du  produit  d’un. nombre  quelconque  de  facteurs  a,  a,  par  un 
nombre  impair  de  facteurs  a’,  a",  et  ainsi  on  aura  ^ = — 1. 

Soit  en  second  lieu  c=4yl~l~3>  et  soient  toujours  a,  A,  etc.  des 
nombres  premiers  des  formes  8« -f-  1 , 8«-f-3,  etc.  lesquels  divisent  la 
ijormule  t*-+-aco,%  on  aura,  comme  ci-dessus, 
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donc  réciproquement  (“)  = i,  (7)=—*,  (7)=—»,  (t)~u 

Soient  A et  B deux  nombres  composé»,  le  premier  8n-(-i  ou  8n+7, 
le  second  8n-f-3  ou  8n-|-5;  il  est  aisé  de  voir  que  le  nombre  A ré- 
sulte du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  a,  a",  par  un 

nombre  pair  de  facteurs  d , a,  et  ainsi  on  aura  toujours  ^—^=1 . A l’é- 
gard du  nombre  B , il  peut  être  censé  formé  du  produit  d'un  nombre 
A par  l'un  des  facteurs  d,  d ; donc  on  aura  (7)=  — 1. 

Nous  pouvons  donc  établir  ces  deux  théorèmes  : 

I.  « A étant  un  diviseur  quelconque  8/1 -f-  1 ou  8n-(-3  , et  B un  di- 
» viseur  8n-}-5  ou  8/1 + 7 de  la  formule  t‘  -f-  icu',  dan»  laquelle  c est 

» un  nombre  premier  4"  H-  1 > on  aura  toujours  ^ ^ ^ = 1 et 


II.  « A étant  un  diviseur  8n  -f-  1 ou  8«— f-  7 , et  B un  diviseur  8u-f-  5 
» ou  8/a  — j—  5 de  la  formule  /“-f-  acu‘,  dans  laquelle  c est  un  nombre 

» premier  4»  -f-  3,  on  aura  toujours  = r et  — 1.» 


(199)  De  là  on  voit  qn’on  peut  déterminer  a priori  toutes  les  formes 
linéaires  8 cx-\-b  qui  conviennent,  soit  aux  diviseurs  A,  soit  aux  di- 
viseurs B de  la  formule  t*-j-acn*. 

Par  exemple,  soit  c=29,  les  solutions  de  l’équation  ^ = 1 
étant 

A = 58z  -f- 1,  5,  7,  9,  i3;  a3,  a5,  33,  35,  45;  49,  5i,  53,  5-j, 

si  on  concilie  ces  solutions  avec  les  formes  8n  -f- 1 et  8»-f-3,  on  aura 
toutes  les  formes  des  diviseurs  8«-f- 1 , 8n  -f-  5 de  la  formule  /*  -f-  5 8u', 
lesquelles  sont: 

^=a533-f-i,  9,  a5,  33,  35;  49,  5i,  5-j,  5g,  65;  67,81,83,91,  107; 
n5,  rai,  ia3,  iag,  t3g;  161,  169,  17g,  187,309;  aig,  aa5,  337. 

On  trouvera  de  même  les  formes  des  diviseurs  8n  -f-  5 , 8«  -f-  7 , de  la 
même  formule,  lesquelles  sont: 

B=a3aî4-i5,  ai,  3i,  37,  3g;  47,  55,  61,  69,  77;  79,  85,  g5,  101,  119; 
137,  i53,  i35,  i43,  157;  i5g,  189, 191,  ao5,  aiô;  ai5,  221,  329. 
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Soit  encore  e=n,  l'équation  1 ayant  pour  solutions  x=aa*-f-i, 

3,  5,  g,  i5,  si  on  ramène  chaque  solution  aux  formes  8n  -f-  î et 
Sn-j-j  , on  aura  toutes  les  formes  des  diviseurs  8n  -f- i et  S/t-f-y  de 
la  formule  t’-f-aau*,  lesquelles  seront: 

A = 883+i,  9,  »5,  a5,  a5;  5i,  47,  4g,  71,  8i. 

De  même  les  solutions  de  l’équation  = — 1 étant  ,r  = aaa  + 7,  1 3, 

17,  19,  ai,  si  on  les  réduit  aux  formes  8n-(-5,  8n+5,  on  aura  toutes 
les  formes  des  diviseurs  8n  + 5,  8n-f-5  delà  formule  t’-J-aau*,  les- 
quelles seront  ; 

B = 883  -f-  i3,  19,  ai  , ag,  55  ; 45,  5i,  61 , 83,  85.  • 

(aoo)  Ayant  déterminé  les  diverses  formes  linéaires  8cx  -f-  b qui  con- 
viennent aux  diviseurs  de  la  formule  l'  -f-  acu‘ , on  peut  démontrer  que 
tout  nombre  premier  compris  dans  ces  formes  est  nécessairement  diviseur 
de  t‘  -f-  acu*  ; car  si , par  exemple  , A est  de  la  forme  8n  -f-  5 , et  c 

de  la  forme  4»  ■+•  • , on  aura  (n*  198)  (~^  = 1 ; de  là,  on  déduit 

— 1 ; d'ailleurs  on  a , par  la  forme  du  nombre  A , = — 1 , 

donc  = 1 , donc  A est  diviseur  de  /*  -J-  a en*.  Les  autres  cas  se 

démontreront  de  la  même  manière. 

Remarque.  11  est  essentiel  d’observer  que,  quel  que  soit  le  nombre  c , 
premier  ou  non  , positif  ou  négatif,  les  diviseurs  linéaires  de  la  formule 
l’e  ck*  seront  les  mêmes , soit  que  ces  diviseurs  soient  supposés  des 
nombres  premiers , soit  qu'ils  soient  des  nombres  composés  quelconques. 

En  effet,  si  on  considère  seulement  parmi  les  diviseurs  de  la  formule 
/*  + eu*,  ceux  qui  sont  premiers  à c (et  il  est  inutile  d'en  considérer 
d'autres  , parce  qu’on  sait  bien  que  tout  diviseur  de  c divisera  la  for- 
mule /’ -{-ck*),  et  qu’on  représente  par  icz  -f-  b l'un  des  diviseurs 
linéaires  dont  il  s’agit , b sera  premier  par  rapport  à c,  de  sorte  que 
la  formule  aes-f-è  contiendra  nécessairement  des  nombres  premiers,  et 
en  contiendra  même  une  infinité  ( Voyez  ci-après  n“/(o5).  Donc  la  forme 
acs  -f-  b sera  comprise  parmi  toutes  les  formes  possibles  des  nombres 
premiers  qui  divisent  la  formule  t*  -f-  eu1  ; donc  il  suffit  de  chercher 
toutes  les  formes  linéaires  des  diviseurs  premiers , et  celles-ci  compren- 
dront absolument  toutes  les  formes  possibles,  tant  des  diviseurs  simples 
que  des  diviseurs  composés. 
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. Cette  remarque  abrégera  singulièrement  les  calculs  necessaires  pour 
déterminer  a priori  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  la  formule 
t'  -f-cu*,  c étant  un  nombre  composé.  Nous  allons  appliquer  cette  mé- 
thode à quelques  cas  généraux  ; ensuite  nous  indiquerons  une  autre 
méthode  moins  directe , mais  beaucoup  plus  expéditive  pour  remplir  le 
même  objet. 


(soi)  Problème.  « Soit  c = aÇ,  a et  S étant  des  nombres  premiers 
» quelconques , 3 excepté  , on  demande  quelle  doit  être  la  forme  da 
» nombre  premier  A,  pour  que  A divise  la  formule  l'  -f-  aCu*.  » 

U faut  en  général  qu’on  ait  ^ = 1 ; mais  pour  satisfaire  à cette 

équation , nous  distinguerons  deux  cas , selon  que  A est  de  la  forme 
/pi  -f-  1 , ou  de  la  forme  4«  -f-  3. 

1°.  Si  A est  un  nombre  premier  /pi  -f-  1 , l’équation  à résoudre  sera 
0"0  ’ 6)  ~ 1 > el  on  n’ï  peut  satisfaire  que  de  deux  manières , l’une 
en  supposant  — 1 , = 1 , l’autre  en  supposant  = — « > 

©=—  ' 

Dans  le  premier  cas,  on  aura,  par  la  loi  de  réciprocité  , ^ = 1 t 

= 1.  La  première  équation  étant  résolue,  comme  il  a été  expliqué 
ci-dessus , et  les  solutions  étant  toutes  réduites  à la  forme  /pi  -J-  1 , on 
aura  - ~ - valeurs  de  A de  la  forme  4®*-+-  la  seconde  équation  don- 
nera pareillement  • valeurs  de  A de  la  fonne  4^3  -f-  €'■  Donc  si  on 

a ' avec  chacune  des  formules 


fait  accorder  chacune  des  formules  4®s 
/,Çz  -4-  on  aura  en  tout  - . g ■ 

I • 7 O O 


formules  de  cette  sorte. 


A = ^aëz-\-y. 

Dans  le  second  cas,  on  aura  semblablement  les  équations  1, 

^ = — 1 , lesquelles  étant  résolues  séparément , puis  combinées  entre 
elles , fourniront  de  même  1 . formules  de  la  forme 

7 an 


A = ^aÇz-f-y. 

a”.  Si  A est  un  nombre  premier  4*  -f-  5,  la  condition  à remplir  sera 
= — t , ou  = — 1 . On  n’y  peut  satisfaire  que  de  deux 
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manières , soit  en  supposant  — i , = — i , soit  en  supposant 

G)— -(S)-- 

La  seconde  manière  donne,  d’après  la  loi  de  réciprocité  (n°  1C4J 

^=( — 1)  a , = ( — 1)  2 ; et  comme  ces  équations  rentrent 

toujours  dans  l'une  ou  l’autre  des  deux  équations  =+ 1 , (t-)— — '» 

c étant  un  nombre  premier , il  sera  facile  d’avoir  la  valeur  de  A qui 
satisfait  à chacune  de  ces  équations.  Ensuite  la  combinaison  des  valeurs 

donnera  un  nombre  - — - . - — - de  solutions  toutes  de  1a  forme. .... 

sa  >. 

/jïf;  -f-  a. 

La  première  manière  de  satisfaire  à la  question  , donnera 

— 1)  * , Ç-ç'ÿ  — C — 0 3 , et  on  en  tirera  des  conséquences 
analogues.  Il  y aura  donc  en  tout  quatre  formules  générales  4 *£■*  -f-  a> 
contenant  chacune  pour  a un  nombre  de  valeurs  . —~- 

(203)  Si  on  suppose  c ==  aÇy , *,  6 , y étant  trois  nombres  premiers 
inégaux  , 2 excepté  , on  s’y  prendra  d’une  manière  semblable  pour 
trouver  la  forme  des  ditféreus  nombres  premiers  qui  peuvent  diviser  la 
formule  t'  -j-  eu*. 

Soit  A l’un  de  ces  nombres , il  faudra  en  général  qu’on  ait  (—-7^)  = 1 - 
Supposons  d’abord  A de  la  forme  4n  ~h  1 t cette  équation  deviendra 
• ( y)  • Ql)  — 1 j et  0,1  ne  pourra  y satisfaire  que  de  ces  quatre 
manières  ; 

©=>■ 


i*. 

3% 

5*. 

4V 


3)=" 

©=■. 


©- 
G)=—  G)=- 


u)=‘*  G>— * 

G)—-  G)—-  G)— 

Dans  le  premier  cas  , on  aura , par  la  loi  de  réciprocité  = 1 , 
i '|  or- les  valeur*  qui  satisfont  à ces  équa  tiens  sout  de 
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h forme  A — 4«s  -f-  a',  A z=^€z  + C , A 4ys  + y',*'  ayant  — 1 

valeurs  moindres  que  4*»  ayant  — - valeurs  moindres  que  /)€ , et 

y'  ayant  ^ ■ ■’■  valeurs  moindres  que  4>-  Donc  si  on  fait  accorder  les 

trois  valeurs  4*2 -H  «' , + -f-  >*,  suivant  toutes  les  combi- 
naisons possibles,  on  aura  une  nouvelle  formule  A = a,  dans 

laquelle  a aura  un  nombre  de  valeurs  - . — — - . - — 

Il  y aura  une  formule  semblable  pour  chacun  des  quatre  cas  qui  sont 
à considérer  lorsque  A est  de  la  for^e  40  + 1 • U y en  aura  quatre 
pareilles  pour  représenter  les  valeurs  de  A lorsque  A est  de  la  forme 
4«  -f-  5.  Donc  on  aura  en  tout  huit  formules , chacune  renfermant 
« — ■ C — 
a 


formes  différentes. 


a a a 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir  que  si  c contenait  nn  quatrième  facteur  /, 
le  nombre  des  formules  deviendrait  double , et  le  nombre  des  formes 

contenues  dans  chacune  serait  - — - . . £ — - . - — On  peut  donc 

a a a a * 

établir  cette  conclusion  générale. 

« Si  on  désigne  par  m le  nombre  des  facteurs  premiers  a , € , y,  etc. 
» qui  composent  le  nombre  c,  les  diviseurs  impairs  de  la  formule  f-j-  eu’ 
» seront  représentés  par  a”  formules  A — 4 es  -f-  u , dans  chacune  des- 

t — i C — 1 y — 1 /—-i 


» quelles  a aura  un  nombre  de  valeurs  ■ 


-,  etc. , 


» de  sorte  que  le  nombre  de  toutes  les  formes  linéaires  contenues  dans 
» ces  formules  sera  (a.  — 1)  (6 — 1)  (y-—  1),  etc.  » 

11  pourra  arriver  que  les  formes  tyi  -f-  1 , 4"  -f"  5,  soient  confondues 
dans  une  même  formule  , laquelle  serait  aca-f-n,  au  lieu  de  4 ca-f-a 
que  nous  venons  de  trouver  ; mais  alors  il  y aurait  deux  fois  moins  de 
formules,  ce  qui  reviendrait  au  même. 


(ao3).  Si  on  a c=  ad , d étant  nn  nombre  impair  résultant  du  pro- 
duit des  ru  nombres  premiers  a , € , y , etc. , il  faudra  considérer , à 
l’égard  du  diviseur  A , les  quatre  formes  8«  -j-  1 , 8n  + 5 , 8n  -f-  5 , 

8 n -f-  7 , chacune  desquelles  donne  une  valeur  déterminée  pour  , 
de  sorte  qu’il  ne  faudra  plus  que  satisfaire  à l’une  ou  l’autre  des  équations 
= 1 , (~j)— — 1 > selon  les  cas. 
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Cette  équation,  traitée  toujours  de  la  même  manière,  donnera  a"”', 
valeurs  de  A , chacune  de  la  forme  8 dz  a , dans  laquelle  a aura 

un  nombre  de  valeurs  — • — ~ ' ■ — a~  . etc.  La  même  chose  ayant 

lieu  pour  chacune  des  quatre  formes  8n  -f-  i , 8n  5 , etc.  , on  aura 
donc  en  tout  a"'*’'  formules  A s=8<fs-(-a , ou  A = 4e3 ~ha  > dans  chacune 

desquelles  a aura  un  nombre  de  valeurs  . — a — . - ■■  . etc. , et 

le  nombre  total  des  formes  linéaires  sera  par  conséquent  a ( « — i ) 
(C— i)(>  — i).ctc. 

Si  le  nombre  c contenait  un  facteur  quarré  , on  pourrait  le  diviser 
par  ce  facteur,  car  la  formule  T eô’u*  n'est  pas  plus  générale  que 
<*  4- eu*,  et  n’admet  pas  d'autres  diviseurs  premiers  à c.  Ainsi  on  peut 
toujours  supposer  que  c est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers 
inégaux,  sans  en  excepter  a ; de  sorte  que  les  deux  cas  généraux  que 
nous  venons  d’examiner  renferment  absolument  tous  les  cas  possibles. 
Enfin  , quoique  nous  n'ayons  considéré  jusqu  a présent  que  le  cas  de  c 
positif , la  formule  t'  — eu'  se  traiterait  de  la  même  manière  ; et  on 
aurait  les  mêmes  résultats  quant  au  nombre  des  formes  4 cs-f-o,  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  cette  formule.  Mais  dans  tous  les  cas, 
on  peut  trouver  ces  différentes  formes  linéaires , par  un  procédé  plus 
simple,  et  qui  conduit  à de  nouvelles  propriétés. 

(ao4)  On  a déjà  vu  (n’  1 38)  que  les  différons  diviseurs  d’une  formule 
telle  que  t'  eu'  peuvent  toujours  se  réduire  à la  forme 

A = pjr'  4-  a qjz  =fc  rz', 

dans  laquelle  on  a pr  =p  q'  = c , et  où  l'on  peut  supposer  iq  non  plus 
grand  que  p et  r.  Au  moyen  de  ces  conditions,  il  est  facile  de  déter- 
miner a priori  toutes  les  formes  des  diviseurs  qui  répondent  à un  nombre 
donné  c.  Les  formes  pjr'  -f-  a qyzzizrz' , contenant  des  indéterminées  au 
second  degré,  sont  ce  que  nous  avons  appelé  des  formes  quadratiques, 
pour  les  distinguer  des  formes  linéaires  4CX  -+•  a » dont  nous  nous 
sommes  occupés  dans  ce  paragraphe  et  dans  le  précédent. 

Supposons  donc  qu'étant  donné  le  nombre  c on  a déterminé  d’abord 
toutes  les  formes  quadratiques  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  la  for- 
mule proposée  l'eizcu' , il  ne  restera  plus  qu’à  développer  ces  formes 
quadratiques  en  formes  linéaires;  on  aura  ainsi  toutes  les  formes  linéaires 
qui  conviennent  aux  diviseurs  de  cette  formule,  on  aura  de  plus  J'avan- 
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lagë  de  connaître  la  correspondance  qu’il  y a entre  les  formes  quadra- 
tiques et  les  formes  linéaires. 

Tout  se  réduit  par  conséquent  à voir  ce  que  devient  la  formule 
py'  -f-  a^yarfc  rz',  lorsqu’on  y substitue,  au  lieu  dey  et  3,  des  nombres 
quelconques  déterminés,  et  qu’on  met  les  résultats  sous  la  forme  4cx-f-  a , 
où  l'on  peut  négliger  les  multiples  de  4c,  et  ne  conserver  que  le  résultat 
positif  et  moindre  que  4c. 

Or  il  n’est  pas  nécessaire , dans  cette  substitution , de  faire  y ni  z 
plus  grands  que  a c;  car  si  à la  place  de  y et  z on  substitue  ac-f-y  et 
ac-f^a,  la  formule  py'  2qyz  ± rz'  deviendra 

P (a c +y)’  + a?  (ac  -f-y)  (ac  + z)  ± r (ac  4-  a)* , 

quantité  qui  se  réduit  à py'  -+-  aÿya±ra*-f-  ^cM , 4 cM  étant  un  mul- 
tiple de  4c;  de  sorte  que  ces  valeurs  ac  -f-y , ac  + z donneront  la  même 
forme  linéaire  4cx  -f-  a qu’avaient  donnée  y et  s. 

Il  faut  éviter  également  de  donner  à y et  s des  valeurs  qui  rendraient 
py' -J-  aqy z =fc ra*  pair,  car  nous  ne  considérons  ici  que  les  diviseurs 
impairs,  et  de  plus  , les  diviseurs  premiers  à c. 

Pour  remplir  plus  sûrement  cette  condition , il  sera  bon  de  préparer 
le  diviseur  quadratique  py ' -4-  aqyz  =fc  rz' , de  manière  que  /•  soit  pair, 
car  alors  p étant  impair,  on  donnera  à y des  valeurs  impaires  quel- 
conques , et  k z des  valeurs  paires  ou  impaires  à volonté.  Si  r n’est  pas 
déjà  pair  dans  le  diviseur,  il  suffira  de  mettre  y ± 3 à la  place  dey, 
et  la  transformée  aura  son  dernier  terme  pair.  Nous  aurons  occasion 
aussi , dans  certains  cas,  de  donner  aux  diviseurs  quadratiques  la  forme 
py ' -4-  qyz  -f-  es’,  dans  laquelle  les  trois  coefliciens  sont  impairs.  Alors  il 
faudra  supposer  successivement  s = au , y = au , 3 -f-y  = au , ce  qui 
donnera  trois  formules  ayant  la  condition  requise  ; mais  on  verra  que 
le  développement  d’une  de  ces  formules  suffit. 

(ao5)  Considérons  donc  la  formule  A = py * -f-  aqyz  =fc  ami’ , où  l’on 
a a mpzpq'  = c,  et  dans  laquelle  y doit  être  impair,  ainsi  que  p.  Si  on 
suppose  q et  c premiers  entre  eux , p et  c seront  aussi  premiers  entre  eux. 
Cela  posé , si  l’on  fait  y = 1 , je  dis  que  la  formule  p -f-  a <7 4-  am\>‘, 

où  il  ne  reste  plus  que  d’indéterminé,  contiendra  toutes  les  formes 

linéaires  4CX  + fl , qui  sont  comprises  dans  la  formule  proposée 

jyy * -f-  aqyz  rh  ami'. 

11  faut  prouver  pour  cela  que , quelles  que  soient  y et  * , on  pourra 

3o 
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ton  jours  trouver  «me  indéterminée  4.  telle  que 

p -f-  nq-J,  ± a mj,*  — py'  — 3qyt  ~ ama* 

4c 

soit  un  entier.  Eu  effet,  puisque  p et  4 c sont  premiers  entre  eux,  ta 
quantité  précédente  sera  un  entier,  si  son  produit  par  p en  est  un, 
c’est-à-dire  si  l’on  a 

(p+<M.)*-(PV  + <7»r:fcrCd*— a*)  _ 

¥ — 

Soit  d'abord  4-=  - 4-  2X,  et  il  suffira  de  satisfaire  à la  condition 

(/>  + <;*  + a?*)*  — (py  + q*Y _ 

4c  — e- 

C’est  ce  qu’on  peut  obtenir,  en  prenant  une  nouvelle  indéterminée  6, 
telle  que 

p -f-  t/s  + 3</X  = pjr  -f-  t/s  + aefl  ; 

or  cette  équation  sera  toujours  résoluble,  puisqu’elle  peut  être  mise 
sous  la  forme 

9À  — c0  = />(£^!.), 

où  c et  y sont  premiers  entre  eux , et  où  d’ailleurs  le  second  membre 
est  un  entier. 

Donc  pour  déterminer  toutes,  les  formes  linéaires  de  la  formule 
A — pj'  -J-  ayj-s±  a/ns*,  il  suffira  de  déterminer  celles  de  la  formule 
plus  simple 

A p -f-  ay4-  =&=  ; 

ce  qui  se  fera,  en  donnant  à 4 les  valeurs  successives  o,  1,  a,  3,  etc. 
jusqu'à  ac  — 1 , ou  seulement  jusqu’à  c — 1 si  y = o.  Les  valeurs  de  A 
se  calculent  aisément  par  le  moyen  de  leurs  différences , et  en  omettant 
les  multiples  de  4 c à mesure  qu’ils  se  présentent.  Ensuite  on  rejettera 
parmi  tous  les  résultats  ceux  qui  sont  identiques  avec  d’autres , et  ceux 
qoi  ont  un  commun  diviseur  avec  c. 

(206)  Si  y et  c ne  Sont  pas  premiers  entre  eux , il  sera  toujours  facile 
de  transformer  la  formule  pj'  -f-  ayys rk  a/ns*  en  une  autre  semblable, 
dans  laquelle  y soit  premier  à c ; de  sorte  qu’on  doit  regarder  comme 
absolument  général  le  procédé  qu’on  vient  d'indiquer.  Cependant  nous 
dirons  encore  deux  mots  du  cas  particulier  où  la  formule  proposée  est 
r"±  fj*  ou  ay  =fc  bi'. 
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Si  Ton  a A —y1  db  cz' , il  faudra  distinguer  deux  cas  , selon  que  c est 
pair  ou  impair. 

i*.  Si  c est  impair,  on  supposera  d’abord^  impair  et  z pair,  ce  qui, 
en  rejetant  les  multiples  de  4e  > réduit  la  valeur  de  A au  seul  terme  r*, 
d’où  résulte  = 1 , 9 , a5,  etc.  ; on  supposera  ensuite  y pair  et  s impair, 
ce  qui  donnera  y/  = 4u*  =fc  c,  et  ainsi  on  formera  la  suite  4 c,  i6±c, 
56 ±c,  etc.  , ayant  toujours  soin  de  rejeter  les  multiples  de  4 c-  Les 
résultats  provenus  de  ces  deux  suppositions  , composeront  toutes  les 
formes  linéaires  de  A. 

Si  c est  pair,  il  faudra  nécessairement  que  .y  soit  impair,  mais  z sera 
à volonté;  ai  a est  pair,  on  aura  simplement  A z=y%  31,9,  a5,  etc.; 
si  e c*t  impair , on  aura  A =y‘  ± c;  de  sorte  qu’il  faudra  former  la 
suite  i=fcc,  g± c,  a5 dtzc,  etc.  Les  deux  systèmes  réunis  donneront 
toutes  les  formes  du  diviseur  A. 

Si  le  nombre  c = a£,  parmi  les  diviseurs  de  t'dzcu on  rencontrera 
nécessairement  aj-'dsbz'.  Pour  avoir  les  formes  linéaires  de  ce  diviseur, 
ou  donnera  à y les  valeurs  successives  1,  a,  3...  jusqu’à  b — 1,  et  on 
donnera  à z les  valeurs  1,  a,  3....  jusqu’à  a — 1.  11  est  inutile  d’aller 
plus  loin,  parce  que  si  à la  place  Aey  on  met  b-\-y  et  b — j , les  deux 
résultats  diffèrent  d’un  multiple  de  t\ab  ou  de  4 c,  et  par  conséquent  ne 
sont  pas  censés  diflërens.  11  en  est  de  même,  si  on  met  a-f-z  et  a — 3 
à la  place  de  z.  Il  faudra  doue  combiner  chacune  des  valeurs  de  <y* 
avec  chacune  des  valeurs  de  zhbz‘,  et  la  seule  condition  que  la  somme 
soit  un  nombre  impair,  exclura  beaucoup  de  combinaisons;  il  faudra 
ensuite  supprimer  les  résultats  qui  sont  identiques  avec  d’autres , on  qui 
ont  un  commun  diviseur  avec  c. 

A ces  préceptes  généraux  nous  n’ajouterons  plus  qu’une  observation , 
c’est  que  dans  le  cas  de  qp=4n-+-5,  les  diviseurs  linéaires  delà  formule 
doivent  être  représentés  simplement  par  zcx+a,  au  lieu  de 
l’être  par  4 cx-f-a,  parce  qu’alors  une  même  forme  quadratique  con- 
tient les  diviseurs  4^-1- 1 ct  1**’  diviseurs  4n4*3-  Le  calcul  d’ailleurs 
est  toujours  le  même,  avec  cette  seule  différence,  qu’au  lieu  de  suppri- 
mer les  multiples  de  4e  > on  supprime  ceux  de  a c,  ce  qui  rend  l’opéra- 
tion encore  plus  prompte. 

Exemple  I. 

(307)  Soit  proposé  de  trouver  tous  les  diviseurs  tant  quadratiques 
que  linéaires  de  la  formule 
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On  cherchera  d’abord  le*  diviseurs  quadratiques,  au  moyen  de  la  for- 
mule pr — 7*  =4*>  °ù  l'on  doit  supposer  ?<V/:V'<4»cl  31<-P  et  r. 
Voici  le  calcul: 

i*.  Soit  7 = 0,  on  aura  pr=4l>  donc  p — t,  r=  4i. 

\p—  3,  r=i4 

a‘.  Soit  7=t,  on  aura  /?r=4a,  donc  <p=  7,  r = 6 

. bJ  — 3t>  r=  a- 

5*.  Soit  7 = a,  on  aura  /v-=45  = 5.9,  donc  p—5,  r= g. 

4’.  Soit  7 = 3,  on  aura  pr=5 o;  mais  âo  ne  se  décompose  pas  en 
deux  facteurs  plus  grands  que  6,  ou  dont  le  moindre  soit  égal  à 6. 
Donc  l'opération  est  terminée  , et  il  n’y  a que  cinq  formes  possibles  pour 
les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  proposée.  De  ces  ciuq  formes, 
trois  sont  relatives  aux  diviseurs  4'<+i , savoir  : 

aiy'-f-aya-f-  aa* 

5y  ‘ +47*  + 9aV 

I.es  deux  autres  se  rapportent  aux  diviseurs  4^  + 3,  et  sont: 

3j*  + a yz  14s* 

77'  + a7*  + 6a‘- 

Cherchons  maintenant  les  formes  linéaires  qui  répondent  à ces  formes 
quadratiques. 

Prenons  parmi  les  diviseurs  4n+I  1“  forme  Az=5jA -f- 475  + 92*, 
et  comme  le  coefficient  du  dernier  terme  est  impair,  mettons  y — z à la 
place  dey,  puis  changeons  le  Signe  de  *,  nous  aurons  A =5y  *-(-6yz-(- 1 os' . 
Après  cette  préparation  , on  peut  considère!  simplement  la  formule 
= to^.*.  Voici  les  résultats  que  donne  cette  formule,  en 

faisant  successivement  4. =0,  1,  a,  3...,  gt  rejetant  à mesure  les  mul- 
tiples de  4c  = 164. 

Diff.  16  36  56  76  96  116  " i36  i56  176=13 

A=  5,  ai,  57^  n3,  i8g=a5,  iai,  337=73,  309=45,  301=37, 

Diff.  3a  5a  73  93 

A = 49,  Si,  i33,  ao5  = 4>,  >33. 

Arrivé  au  résultat  4«  = c,  on  voit  que  les  précédera  r33,  81,  etc. 
doivent  revenir  dans  l’ordre  inverse,  de  sorte  qu’on  parviendra  ainsi 
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an  terme  5;  mais  il  reste  à savoir  si,  passé  le  terme  5,  il  n'y  aurait  pas 
«le  nouveaux  termes  non  compris  dans  ceux  qu’on  a déjà  trouvés.  Pour 
cela , il  faut  prolonger  la  suite  en  arrière , comme  on  le  voit  ici  : 

Diff.  — 16  4 24  44  64  84  104  124  »44  164=0 

A=  ai,  5,  9,  33,  77,  141,  aa5=6i,  iG5=t,  ia5,  269=105. 

Ici,  à cause  de  la  différence  o,  nous  n’irons  pas  plus  loin  , parce 
que  nous  sommes  surs  maintenant  que  les  termes  précédens  revien- 
dront, et  qu'on  n’aura  aucun  nouveau  terme.  Doue  en  rassemblant 
les  résultats  trouvés , et  excluant  4 1 = c , on  aura  les  20  formes  suivantes 
qui  répondent  au  diviseur  proposé  5/*4-4/3 -f- 93*,  ou  57*4-673-1-1  os’; 
ces  formes  sont  : 

A=i64x  + 1,  5,  9,  ai,  a5;  33,  37,  45,  49,  57;’ 

61,  73,  77,  81,  io5;  n3,  lai,  ia5,  i33,  141. 

Prenons  maintenant  la  formule  quadratique  yf=/*4-4,z*>  en  sup- 
posant d'abord  s pair,  il  suffira  de  développer  la  valeur/*  d’où  résul- 
teront les  mêmes  30  formes  qu’on  vient  de  trouver.  Soit  ensuite/  pair 
cl  z impair,  on  aura  à développer  la  valeur  A = 4«*  4*4*  » de  laquelle 
résulteront  toujours  les  mêmes  formes.  Enfin  la  troisième  forme  qua- 
dratique A = ai/*  4-  a/3  4*  23'  des  diviseurs  4 « 4-  1 donne  encore 
les  mêmes  formes , et  en  effet  les  formes  trouvées  comprennent  toutes 
celles  qui  ont  été  déterminées  a priori  pour  les  diviseurs  4n-f-  1 de  la 
formule  f*4 -eu*;  le  développement  des  différentes  formules  ne  pouvait 
donc  fournir  d'autres  formes  que  les  ao  déjà  trouvées  n*  196;  mais  on 
voit  que  chaque  formule  particulière  les  fournit  toutes,  et  c'est  une  pro- 
priété que  nous  allons  déihoutrer  en  général. 

(208)  « Si  c est  un  nombre  premier  4«4-i,  les  différens  diviseurs 
» quadratiques  4n~h  1 de  la  formule  fourniront  tous  les  mêmes 

« formes  linéaires  4C'Z + a > a ayant  — ~ valeurs  positives  moindres 
» que  4c,  et  ces  valeurs  ne  seront  autre  chose  que  les  solutions  de 
» l’équation  (^)  = i réduites  à la  forme  4" 4- 1 • Pareillement  tous  les 
» diviseurs  quadratiques  4"4~3  de  la  même  formule  fourniront  les  mêmes 
« formes  linéaires  4cs4-“,  a ayant  c ~ ■ valeurs  qui  sont  les  solutions 
» de  l’équation  = — 1 , réduites  à la  forme  4 «+3.  » 


THÉORIE  DES  NOMBRES. 

En  effet  soit  pj‘  4-  a?/*  4-  ama*  = À un  diviseur  4 71 4-'  de  la  for* 
mule  r*4-cu*,  p étant  par  conséquent  de  la  forme  4"4-i  ; il  faut  prou- 
ver que  les  formes  linéaires  tirées  de  cette  formule  coïncideront  avec 
celles  qui  seraient  tirées  du  diviseur  /*4-  cz‘  qui  appartient  pareille- 
ment à la  forme  4/i-f-r.  Changeons  les  indéterminées  y et  s de  cette 
dernière  formule  en  ip  et  4,  Pour  ne  pas  les  confondre  avec  les  autres; 
la  question  sera  de  faire  voir  que,  quels  que  soient/-  et  a,  on  peut 
toujours  déterminer  tp  et  de  manière  que  la  quantité 

(py‘  + a<rr*+ama") 

4G 

soit  un  entier;  et  puisque  p et  4c  sont  premiers  entre  eux,  cette 
quantité  sera  un  entier,  si  son  produit  par  p eu  est  un,  ou  si 
l’on  a 

Or  p est  de  la  forme  4*4- 1,  donc  pourvu  qu'on  prenne  4f=*»  ou 
seulement  4 — z pair,  sera  divisible  par  4,  et  ainsi  il  ne  res- 

tera plus  qu’à  satisfaire  à l’équation 

p»*-.(fly4-eO* 

M ~~  ' 

Mais  (n*  196)  le  nombre  p , comme  diviseur  4»  4- 1 de  t’  + cu',  est 

tel  que  = 1 ; donc  c est  diviseur  de  ** — p , et  par  conséquent 

on  peut  trouver  un  nombre  * tel  que  ct‘—p  soit  divisible  par  c.  Si 

on  prend  de  plus  a impair;  sera  un  entier;  donc  l’équation  à 

laquelle  on  veut  satisfaire  deviendra 

«*»•  — (py +<!*■)'  _ e. 
jtfi 

Cette  équation  est  toujours  résoluble,  puisque  a et  a c étant  premiers 
entre  eux,  on  peut  toujours  trouver  deux  indéterminées  p et  B telles 

^ «P — (pj  + Çs)  — 3C^- 

Donc  il  n’est  aucune  forme  linéaire  contenue  dans  le  diviseur  qua- 
dratique ,/«4-i*Zrs4 -sms*  ne  soit  pareillement  contenue  dans  h 

diviseur  7*4- a',  et  la  proposition  réciproque  se  prouverait  par  un  rai- 
sonnement semblable.  Or  la  forme  j'+cz'  renferme  toutes  les  formes 


Digitized  by  Google 


• SECONDE  PARTIE.  a3g 

linéaires  possibles,  puisqu’on  faisant  s pair,  elle  se  réduit  à 7*  qui  le» 
renferme  toutes  (rt*  ig3);  donc  toutes  ces  formes  sont  pareillement 
contenues  dans  le  diviseur  quadratique  />/*  -f-  3<^s+  2»a’. 

On  démontrera  la  même  chose  de  deux  diviseurs  quadratiques  4M-3» 
représentés  par  />/*-+-  a*ya-+-  a«na*  et  £/*■+■  *)'/*+  a»'*'*.  D'où  il  suit 
que  dans  le  cas  où  c est  un  nombre  premier  4"  —H  1 » lous  les  diviseur* 
quadratiques  4<»-l- 1 , donnent  les  mêmes  formes  linéaires,  et  il  suffit 
par  conséquent  de  développer  le  premier  diviseur  quadratique  /*+«•, 
ou  simplement/*;  dans  ce  même  cas,  tous  les  diviseurs  quadratique» 
4»  4-  5 fournissent  pareillement  les  mêmes  tonnes  linéaires , de  sorte 
qu'il  suffit  de  développer  l'un  de  ces  diviseurs. 

(309)  « Soit  maintenant  c m nombre  premier  4«-f-  3 , je  dis  que  tout 
a diviseur  quadratique  a^/s-j-rs*  de  la  formule  l'-\~cu?y  contien- 

» dra  les  mêmes  formes  linéaires  que  donne  le  diviseur  /*  -f-  es*,  ces 
» formes  linéaires  étant  représentées  par  la  formule  arx-f-a.  » 

11  suffit,  pour  cela,  de  prouver  que,  quels  que  soient/  et  z,  on  peut 
toujours  déterminer  $ et  4<  de  manière  que  la  quantité 

»•  + <4*  — (py*  aqy»  + n‘  ) 

9C 

soit  un  entier.  Or  comme  p et  an  sont  premiers  entre  eux,  si  ou  mufa 
tiplie  cette  quantité  par  p,  on,  aura  l'équation  à résoudre 

p»‘  — (py  + <g)*  + c (pd*— *‘)  r. 

ac  ’ 

et  d'abord  en  prenant  4. — z pair , p-\,'  — z*  sera  toujours  divisible  par  a; 
ainsi  il  suffira  de  satisfaire  à l'équation 

W— (py+<p)* f 

ac 

Mais  p étant  tm  diviseur  de  f-f-eu*,  cm  a (0°  197)  = donc  c 

est  divisent  de  /* — p\  ainsi  cm  peut  supposer  — ^ = *,  «l  f équation 
à résoudre  deviendra 

ac 

Or  on  satisfait  à cette  e’quation , en  cherchant  les  indéterminées  p et  9 
telles  que 

»P—‘(pj  + ‘ 7»)=3««;  . - 
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équation  toujours  résoluble , puisque  a et  a c sont  premiers  entre  ctnr. 
Donc  les  formes  linéaires  contenues  dans  le  diviseur  quadratique 
py*  -f-  iqyz  + rz‘,  sont  également  contenues  dans  le  diviseur  y*-f-c3*  j 
et  comme  la  propriété  réciproque  se  démontrerait  de  la  même  manière, 
il  suit  de  toutes  deux  qu’un  diviseur  quadratique  quelconque..... 
py‘  3 qyz  -f-  rs‘  renferme  absolument  toutes  les  formes  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  <*-f-cu*.  Donc  lorsque  c est  un 
nombre  premier  Ipi  -f-3,  les  mêmes  formes  linéaires  sont  affectées  à 
la  totalité  des  diviseurs  quadratiques  et  à chacun  d’eux  en  particulier. 

On  verra  qu’il  n’en  est  pas  de  même , lorsque  c est  un  nombre  com- 
posé : alors  les  formes  linéaires  sont  distinguées  en  plusieurs  groupes 
qui  répondent  à différons  systèmes  de  diviseurs  quadratiques.  L’existence 
de  ces  groupes  est  d'ailleurs  une  suite  de  ce  qui  a été  démontré  a priori 
sur  la  forme  linéaire  des  diviseurs. 


Exemple  il. 


(aïo)  On  demande  les  diviseurs  linéaires  de  la  formule  l * — Sgu*  avec 
les  diviseurs  quadratiques  correspondans. 

Pour  cela,  on  commencera  par  chercher  tous  les  diviseurs  quadra- 
tiques, d'après  la  formule  pr- f-y*=5g,  où  l'on  peut  donner  à <7  toutes 
les  valeurs  moindres  que  ou  <3;  ces  diviseurs  sont: 


r*  — 5qa* 

5r*  — i3a* 
iqr*  -f-  ara — aa* 
5/*  -4-4/2  — 73‘ 


1 5y*  — 3a* 
zy'  — zyz—  19s* 

71'  —4/*  — 5s*. 


Mais  en  suivant  la  méthode  pour  réduire  ces  diviseurs  au  moindre 
nombre  possible,  on  trouve  qu'il  ne  reste  que  les  quatre  suivans  : 


j'~  Sf)3*  5gy‘  — a* 

1 9. y*  -f  ay  3 — aa*  ay‘  — zjrz  — 1 93*. 

Il  s’agit  donc  d’avoir  les  formes  linéaires  qui  répondent  à ces  formes 
quadratiques. 

1”.  Le  diviseur  y*  — 3ga*,  en  supposant  z pair  et  négligeant  toujours 
les  multiples  de  4 • 3g  = 1 56  , se  réduit  au  seul  terme  j% , dont  voici 
les  valeurs  successives  : 


Diflfér.  8,  16,  24 , 3a , 40,  4®>  56,  64,  72,  80,  88,  96. 
r*  »,  9>  a5>  4g>  8l>  131  > l3>  69»  l35,  49»  ia9>  6*- 
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Différ.  104,  na,  120,  128,  i56,  144  > >5a , 4;  ia> 

/ 1,  io5,  61,  a5,  i53,  i33,  îai  , 117,  lai  , etc. 

Supprimant  dans  cette  suite  les  termes  divisibles  par  3 et  par  1 3 , il  ne 
restera  que  six  termes  différens,  1 , a5,  49,  Gr  , lai , 1 33  ; de  sorte 
que  le  diviseur  quadratique  /'  — 393*  comprend  les  formes  linéaires 

i56x-f-  1,  a5,  49,  61,  lai,  i53. 

Il* suffit  de  changer  les  signes  des  nombres  déterminés,  ou  d’en  prendre 
le  complément  à i56,  et  on  aura  les  formes  linéaires  qui  répondent  au 
diviseur  Sgj'1  — 2’  ; ces  formes  seront  donc 

i56x-f-a3,  35,  95,  107,  i3i , i55.  v 

Venons  h l’une  des  deux  autres  formes  1 gj‘  -f-  a/s  — as* , il  suffira 
de  développer  la  formule  19  ■+•  a^  — a^* , d’où  l’on  déduira  les  ré- 
sultats suivans  : 

Différ.  o — 4 — 8 — 12  — 16  — ao  — 24  — a8  — 3a  — 36 

Suite.  «9,  19,  i5,  7,— 5=i5i,  i35,  n5,  91,  63,  3i, 

* Différ.  — 40  — -44  — 48  —5a  —56  — Go  ■ — t>4  68 

Suite.  — 5=i5i,  in,  67,  19,— 33=ia3,  67,  7,-57=99. 

Différ.  —7a  — 76  —80 

Suite.  Si,  — 41=1 15,  3g,  — 4i,etc. 

Écartant  les  termes  répétés  et  ceux  qui  sont  divisibles  par  5 ou  par  i3, 
il  ne  restera  encore  que  six  nombres,  d’où  l’on  conclura  que  la  forme 
quadratique  19/*  -1-  273  — as*  comprend  les  six  formes  linéaires 

i56x-f-7,  19,  Si,  67,  n5,  i5i. 

Le  complément  de  celles-ci  donnera  les  formes  linéaires  qui  répondent 
à l’autre  forme  quadratique  a/*  — a/3 — 192*,  et  qui  seront  , . 

i56jt-f-5,  41,  89,  ia5,  157,  149. 

Nous  avons  donc  dans  cet  exemple  quatre  groupes  de  diviseurs 
linéaires,  chacun  composé  de  six  formes,  et  chacun  répondant  à un 
diviseur  quadratique  de  la  même  formule.  C’est  ce  qui  s’accorde  avec, 
la  théorie  générale  donnée  ci-dessus , en  vertu  de  laquelle , si  le  nombre  c 
est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  a,  S , le  système  entier  des  y 

diviseurs  linéaires  doit  se  décomposer  en  a*  groupes,  chacun  composé 

5i 
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de  - termes;  en  effet,  dans  ce  cas  , a=3,6=i3,ct 

S ~ = 6 : aussi  chaque  groupe  est-il  composé  de  six  termes. 


» 

Z * 

ï 

»* 

ù 

K 

1 

t 

'j 


* * 

■‘i- 
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Exemple  III. 

(21 1)  La  formule  t*-4-  io5u*  ayant  pour  l’un  de  ses  diviseurs  5/* + 312*, 
on  demande  les  formes  linéaires  qui  répondent  à ce  diviseur  quadratique. 

Prenons  d’abord  y impair  et  3 pair , le  terme  5/*  développé  seul,  en 
négligeant  les  multiples  de  4c  ou  de  470>  donne  une  suite  qui  se  réduit 
aux  sept  termes  5,  45,  ia5,  i85,  a45,  a85,  4°5 ; l'autre  terme  313*, 
où  a doit  être  pair,  ne  donne  que  les  deux  termes  84,336.  Il  faut  donc 
aux  sept  termes  précédens , ajouter  84  ou  556 , ce  qui  donnera  les 
quatorze  termes 

89,  139,  30g , 369,  339,  36g,  69, 

341 , 38 1 , 4' > 101 , jGi  , aoi  , 3ai , 

desquels  retranchant  ceux  qui  ont  un  commun  diviseur  avec  io5,  il  ne 
restera  que  les  six  termes  41 , 89,  lot , 209,  369,  34i. 

On  trouverait  absolument  les  six  mêmes  termes , si  dans  le  divisenr 
5;  * aïs*,  on  supposait  a impair  et/  pair  , ainsi  il  11'y  a que  six  forme* 
linéaires  qui  répondent  au  diviseur  5y*  -f-  21s*,  savoir  ; 

. 420X  + 4«>  89»  >01»  a°9»  a69>  54‘- 


Exemple  IV. 


(ara)  La  même  formule  f*  -f-  io5«*  a pour  diviseur  quadratique 
i5 r‘  + iqys  -f-  10a*;  mais  comme  dans  ce  diviseur  9 = 5,  et  que  5 
*.  est  diviseur  de  io5,  on  ne  peut  donner  au  diviseur  quadratique  la  forme 

x 5 — 10^  104.*,  parce  que  le  résultat  en  serait  incomplet.  II  faut 

4 donc,  par  une  substitution  (n*  206),  foire  ensorte  que  le  terme  moyen 

■ de  la  formule  n’ait  plus  de  commun  facteur  avec  >«5  ; or  on  trouve 

bientôt  qu’en  mettant  / + a 3 au  lieu  de  / , on  a la  transformée.... 
»S/*  •+•  62/* -f- 82a* , laquelle  a la  condition  requise.  Il  reste  donc 
, maintenant  h développer  la  formule  1 3 -f-  62 «J/  -f-  82  -j,*  ; en  voici  le 

calcul  : 

Diffër.  144  3o8  5a  216  58o  124  3®®  3a  *9®  36o 
Suite.  i5,  i57,  45,  97,  5i3,  273,  397,  a65,  297,  73; 
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et  il  est  inutile  de  le  prolonger  plus  loin , parce  qu’il  fournit  six  termes 
distincts  ; ainsi  les  formes  linéaires  qui  répondent  au  diviseur  quadra- 
tique i3y*4  ioy*  4-  10 2*  sont  : 

4aox-f-i3,  75,  97,  i57,  5i3,  5g7. 

Voici , au  reste , le  système  entier  des  diviseurs  quadratiques  de 
t'  4 io5«*  avec  les  formes  linéaires  correspondantes. 


Diviseurs  quadratiques. 

7*  + io5a* 

53_y*  ayz-f-os* 
aïs* 

iî/*  -f-  îqys-f-ioa* 
5 7*  4 55s* 

• ,97‘4-6J3  + 6i‘ 

77*4-  i5a* 

117*4  1472414** 


Diviseurs  linéaires  correspondons. 

420x4  i>  109,  lai»  >69»  a%)>  56i 

4aoj: 4 53,  1 13,  j57,  197,  a33,  317 

4aojr  4 41»  89,  101»  a09>  afi9>  34* 

4aox4 13,  73,  97,  157,  3i3,  397 
4aox447,  83,  i43,  167,  227,  583 
420x419,  3i,  i3g,  199,  271,  3gt 
4aox44%  67,  127,  i63,  247,  4°3 
4aox  4 1 1»  7«>  *79»  »9«»  a39>  $5g- 


Il  y a donc  en  tout  huit  groupes  de  diviseurs  linéaires  composés 
chacun  de  six  termes.  Et  en  effet,  suivant  la  théorie  donnée  ci-dessus 
(n*  202) , le  nombre  1 o5  étant  3 . 5 . 7,  il  doit  y avoir  a’  groupes  composés 

chacun  du  nombre  de  termes  *■ . ^ ~ ’ = 6.  Nous  voyons  de 

plus , dans  ce  développement , que  chaque  groupe  répond  à un  diviseur 
quadratique  , et  ne  répond  qu’à  un  seul. 


THÉORIE  DES  NOMBRES. 


TH 


§ XI.  Explication  des  Tables  J/J,  IV,  V,  VI,  et  VII. 

TABLE  III. 

(21 5)  La  Table  III  contient  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  t‘  — eu' , et  les  diviseurs  linéaires  correspondans  ; elle  est  cal- 
culée pour  tous  les  nombres  depuis  c = 2 jusqu'à  c = 79 , excepté  les 
nombres  quarrés  ou  divisibles  par  un  quarré.  On  a exclu  ceux-ci  , 
parce  que  les  diviseurs  de  la  formule  t‘  — c8*u* , en  les  supposant  pre- 
miers à c8',  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  formule  /*  — eu*. 

Les  diviseurs  quadratiques  représentés  généralement  par  la  formule 
py*  -f-  iqy*  — rs*,  où  l'on  a pr-\-q'=zc,  sont  réduits  au  moindre  nombre 
possible  par  la  méthode  du  § XIII. 

Tout  diviseur  quadratique  pÿ'  + iqys — rs*  doit  être  accompagné  de 
son  inverse  ry * -f-  2 qyz  — pz'.  Mais  ces  deux  formes  sont  quelquefois 
identiques  l'une  avec  l’autre,  et  cela  arrive  lorsqu’on  peut  satisfaire  à 
l’équation  m*  — en*  = — 1 (voy.  n*  g3).  Dans  ce  cas , on  n’a  mis  dans 
la  table  que  l’une  des  deux  formes  qui  doivent  être  identiques. 

A côté  de  chaque  diviseur  quadratique , on  a mis  les  diviseurs  linéaires 
qui  en  résultent,  calculés  suivant  la  méthode  du  § précédent.  Ces  divi- 
seurs sont  toujours  supposés  premiers  au  nombre  c,  et  on  ne  considère 
que  les  diviseurs  impairs,  quoique  les  formules  py'  -4-  a^yi — es*  ren- 
ferment aussi  des  nombres  pairs. 

On  observe  constamment  dans  cette  Table  , que  les  diviseurs  linéaires 
se  partagent  en  plusieurs  groupes  dont  le  nombre , ainsi  que  la  quantité 
de  termes  contenus  dans  chacun,  sont  conformes  à la  loi  générale  (n*  ao3). 
Cependant  il  arrive  quelquefois  que  deux  de  ces  groupes  sont  réunis  pour 
répondre  à une  même  forme  quadratique.  Ainsi , lorsque  c=66=  2. 3. 1 1 
la  proposition  générale  dit  qu’il  y a 2S  ou  8 groupes  composés  chacun 

de  — ~ ou  5 termes  ; mais  on  ne  trouve  dans  la  Table  que 

quatre  .groupes  composés  de  10  terme^  ce  qui  a lieu  par  la  réunion 
de  deux  groupes  en  un  seul.  D'ailleurs  le  nombre  total  des  formes  li- 
néaires est  toujours  t\0,  comme  il  doit  être  suivant  la  théorie. 
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TABLE  IV. 

(a»4)  La  Table IV  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  t*  -j-  au’ , pour  tout  nombre  a de  forme  4'*-f-  i , nou 
quarré  ni  divisible  par  un  quarré , depuis  i jusqu  a io5. 

La  première  formule  t'  -f-  u*  qui  n’a  qu’un  seul  diviseur  quadratique 
y -f-  z' , n’a  aussi  que  le  seul  diviseur  linéaire  i^x  -f- 1 . Toutes  les  autres 
formules  l'  -f-  5u‘ , r*  — f—  i3u* , etc.  admettent  à-la-fois  des  diviseurs 
4n  -t-  i et  des  diviseurs  4»  -+-  3 ; il  est  même  à remarquer  i“.  que  les 
diviseurs  quadratiques  qui  contiennent  les  nombres  4”  + 1 sont  toujours 
distincts  de  ceux  qui  contiennent  les  nombres  4"  -f-  3 ; 2*.  qu’il  y a 
toujours  autant  de  formes  linéaires  pour  les  diviseurs  4 « -I*  > qu’il  y 
en  a pour  les  diviseurs  4"  + 3.  Il  u’en  est  pas  toujours  de  même  des 
formes  quadratiques.  On  voit,  par  exemple,  que  la  formule  t'  +4>“% 
a trois  diviseurs  quadratiques  /pi  -f-  1 , et  seulement  deux  4n  -f-  3.  De 
même  la  formule  t' - J-65u*  en  a quatre  de  la  première  espèce,  et  deux 
seulement  de  la  seconde. 

(a  i5)  On  a apporté  dans  cette  Table  une  légère  modification  à la 
forme  générale  des  diviseurs  quadratiques  iqyz-\-rz'\  elle  consiste 

en  ce  qu’on  a supposé  constamment  q impair.  Par  ce  moyen , q'  -f-  a 
on  pr  étant  un  nombre  pair  , on  peut  mettre  un  à la  place  de  r,  et  la 
forme  des  diviseurs  quadratiques  devient  pj'  -f-  ?qjz  -f-  ami1  , dans 
laquelle  les  nombres  p et  m seront  toujours  impairs. 

Cette  forme  a l’avantage  d’en  fournir  immédiatement  une  autre .... 
a py  -f-  a qjz  *1-  ma*  ; et  ces  deux  formes , à cause  de  la  liaison  qu’elles 
ont  entre  elles , s’appelleront  désormais  formes  conjuguées  , ou  diviseurs 
conjugués. 

Nous  avons  dit  que  les  nombres  p et  m sont  toujours  impairs  ; en 
effet , q'  étant  de  la  forme  8/1  -f-  1 , et  a de  la  forme  4«  4-  « > >1  est  clair 
que  q'  -f-  a ou  a pm  sera  de  la  forme  fyi  “H  2 , donc  pm  sera  nécessaire- 
ment impair.  Mais  il  faut  distinguer  deux  cas  selon  que  a est  de,  la  forme 
8«  -4-  1 ou  8n  + 5. 

i*.  Si  a est  de  la  forme  8/1  -f-  1 , alors  q'  -j~a  sera  de  la  forme  8ri  -f-  3 
et  pm  de  la  forme  4"  -t-  1 , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu , à moins  que  les 
nombres  p et  m ne  soient  tous  deux  de  la  forme  4"  4“  1 > ou  tons  deux 
de  la  forme  4^+ 3 j donc  alors  les  formes  conjuguées /jy'-J-ayy  5 -f- aras*. 
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a/y* -f-  ayyz4 -ma*  appartiennent  toutes  deux  aux  diviseurs  4n+  1 » ou 
toutes  deux  aux  diviseurs  4 » -f-  3. 

3*.  Si  a est  de  la  forme  8n  + 5 , pm  sera  de  la  forme  4«  + 3 , de  sorte 
que  les  deux  nombres  p et  m seront , l’un  de  forme  -f-  î , l'autre  de 
forme  4*  *+*  3.  Donc  alors  les  deux  formes  conjuguées  appartiennent , 
l’une  aux  diviseurs  4»  4-  » , l'autre  aux  diviseurs  /yn  -f-  5.  De  là  on  voit 
que  « a étant  un  nombre  quelconque  8n  -f.  5 , la  formule  <*  -f-  ou*  aura 
u toujours  autant  de  diviseurs  quadratiques  4"+  1 que  de  diviseurs 
» quadratiques  4»  4-  5.  » 

(216)  Les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t'  -f-  au*  étant  trouvés 
par  la  méthode  générale  , il  sera  toujours  facile  de  les  réduire  à la  forme 
py'  -f-  3 qy%  -f-  aros* , où  q est  impair  ; car  il  n’y  aura  à transformer  que 
ceux  où  q serait  pair,  et  dans  ceux-ci  il  suffira  de  mettre  y — s à la 
place  dey. 

Ou  peut  aussi  trouver  directement  tous  les  diviseurs  quadratiques  d'une 
formule  donnée  t*  -f-  au* , réduits  à la  forme  /y*  4-  ayys  -f-  ama*.  Pour 
cela,  il  faut  observer  qu’en  laissant  q impair,  on  peut  toujours  faire  en- 
sorte  que  q n’excède  ni  p ni  m.  Car  en  substituant  y — 3«s  à la  place 
de  y,  si  on  a q > p,  ou  z — ay  à la  place  de  s , si  on  a q > m , on 
déterminera  aisément  le  nombre  a de  manière  qu’on  ait  dans  la  trans- 
formée q < p , ou  q < m.  Donc  par  une  on  plusieurs  substitutions  de 
cette  sorte,  toute  formule /y*+  ayys  + a/ns*,  dans  laquelle  a/?/» — q'z=a 
pourra  être  ramenée  à une  formule  semblable , où  q n’excédera  ni  p 
ni  m , de  sorte  qu'on  aura  2pm  — q'  > q *,  et  par  conséquent  q < y/’ a. 

Donc  pour  avoir  toutes  les  formes  quadratiques  py'  -f-  ayya  -f-  a ms* 
qui  cou  viennent  aux  diviseurs  de  la  formule  t'  -f-  au*  , il  fout  donner 
à q les  valeurs  impaires  successives  1 , 3,  5...  jusqu’à  y/ a.  Chaque 

valeur  de  q en  donnera  une  pour  pm  = ? ° ; et  si  cette  valeur 

peut  se  décomposer  en  deux  fecteurs  p et  m non  moindres  que  q, 
il  en  résultera  les  deux  diviseurs  conjugués  py'  -f-  3 yya  -f-  ama* , 
2/y‘  + a qyz  4-  rnz'. 

Cette  méthode  donnera  , comme  la  méthode  générale  , toutes  les 
formes  possibles  des  diviseurs  quadratiques  ; elle  est  plus  expéditive , 
en  ce  qu’on  n'a  à essayer  que  les  valeurs  de  q impaires,  et  plus  petites 
que  y/ a , tandis  que  par  la  méthode  générale  on  doit  essayer  toutes  les 
valeurs  de  q paires  ou  impaires  jusqu’à  y/\a-,  or  on  a j y/ a < y'j a. 

Suivant  cette  nouvelle  méthode  , le  diviseur  quadratique  y*  4-  as' 


- — Digitized- 


SECONDE  PARTIE.  s47 

est  représenté  par  la  formule  y'  -f-  yz  -f-  (a  -+-  i)a*,  et  son  conjugué 
est  aj*+  yz  -f-  C~r~)3*'  a ^a'ss®  dans  la  Table,  pour  plus  d'uni- 
formité, la  forme  7* -f-  *rs -}-(«-+-  i)**,  excepté  dans  la  première  case 
on  l’on  n'a  pas  voulu  altérer  la  simplicité  du  diviseur  eu  mettant 

à sa  place  y * -f-  ys  -f-  as*. 

Dans  tous  les  cas , les  forme*  linéaires  ont  été  conclues  des  forme» 
quadratiques  parles  méthodes  du  § précédent,  et  le  nombre  des  groupes, 
ainsi  que  des  termes  contenus  dans  chacun , est  toujours  conforme  à 
la  loi  générale. 

TABLE  V. 


(a  17)  La  Table  V contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  /* •+■«**,  a étant  un  nombre  5 non  quatre,  ni  divi- 
sible par  un  quarré.- 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  restés  sons  leur  forme  ordinaire , 
lorsque  a = 8n  -f-  7 , mais  ils  ont  subi  une  modification  , lorsque 
a = 8n  -f-  5.  C’est  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Si  a est  de  la  forme  8n  -f-  3,  et  qu’on  désigne  par  P un  diviseur 
quelconque  impair  de  la  formule  t*  -+•  au’ , on  pourra  toujours  supposer 
t et  u impairs , et  alors  f*  -f-  au’  étant  de  la  forme  8n  -f-  4 , te  quotient 
de  I'  -f-  au’  divisé  par  P sera  nécessairement  de  la  même  forme  8n  -f-  4 > 
on  \p,  p étant  un  nombre  impair  : on  aura  donc 

<*  au'  = 4 Pp- 


Dans  cette  équation , les  nombres  u et  2/7  sont  premiers  entre  eux  ; 
car  s’ils  avaient  un  commun  diviseur,  t et  « en  auraient  un  aussi,  ce 
qui  est  contre  la  supposition;  donc  on  peut  faire  usas  et  < = 2/774*73, 
ce  qui  donnera 


Or  cette  équation  ne  peut  subsister , à moins  que 
entier;  soit  donc  7*  4-a  = 4 Pr>  et  on  aura 


<7* -b  ° 
4/» 


ne  soit  un 


P — pj'  + qj*  4-«*. 

Dans  celte  formule,  il  est  aise  de  voir  que  les  trois  coefficiens  p , g,  r 
sont  impairs  ; car  d'abord  puisque  t est  impair,  et  qu’on  a 1 = 2/774-73, 
il  est  clair  que  g est  impair  ; ensuite  g’  étant  de  la  forme  1 et  a 
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de  la  forme  8n  + 3,  q'-\-a  est  de  la  forme  8n  -+•  4 ; donc  q-~-  on  pr 

est  impair  ; donc  p et  r sont  impairs. 

De  là  on  voit  que  tout  diviseur  impair  de  la  formule  t*  + <“**  P*ot 

toujours  être  réduit  à la  forme  pj'  + 97* + '’3*  ['on*P>  ? > r ■mP“r8 

et  = a.  Je  dis  de  plus , que  dans  cette  formule  on  pourra  sup- 

poser le  coefficient  moyen  q plus  petit , ou  non  plus  grand  que  chacun 
des  extrêmes  p et  r ; en  effet  si  on  avait,  par  exemple,  q>p,  on 
niettrait  y _ „ à la  place  de  y , et  le  coefficient  moyen  devenant 
n — ax/J , on  pourrait,  au  moyen  de  l’indéterminée  a,  rendre  ce  coef- 
ficient plus  petit  ou  au  moins  non  plus  gTand  que  p. 

Puis  donc  que  p et  r sont  plus  grands  ou  non  moindres  que  9 , il  est 

clair  que  4 pr  - 9*  sera  > V,  et  qu'ainsi  on  aura  q < s/\  Donc 

pour  avoir  toutes  les  formes  quadratiques  qni  conviennent  aux  diviseurs 
impairs  de  la  formule  11  faudra  donner  à q les  valeurs  impaires 

successives  .,5,5  jusqu’à  y/\  : chaque  valeur  de  q en  donner,  une 
pour  pr  — i±lt  et  si  cette  valeur  peut  se  décomposer  en  deux  fcc-' 
leurs  non  moindres  que  9,  il  en  résultera  une  des  formes  quadratiques 
demandées. 


(ai8).  Soit , par  exemple , a ==  91 , si  l’on  fait  9 — 1 , on  a. . . . 
9*  +«  _ a5  — , . a5  , d'où  résulte  le  diviseur  j*  + aïs*. 

Si  l’on  fait  9 = 5,  on  a *5  = 5.5,  d’où  résulte  un  second 

diviseur  5y*  -+-  3js  -f-  5a*. 

La  limite  de  9 étant  , on  peut  faire  encore  9 = 5 , ce  qui 


donnera  q’  + ° = 39.  Mais  ce  nombre  étant  premier , il  n’en  résulte 
aucun  nouveau  diviseur.  Donc  les  deux  formules  trouvées  sont  les  seuls 
diviseurs  quadratiques  de  t*  -+•  9m*.  ig3 

Soit  encore  « = .63,  la  limite  de  9 étant  ✓ -3-  < 9 , «n  pourra 

faire  successivement  9 = . , 3,  5,  7 , d’où  résultera pr=4«  , 43  , 47.  53;  • 
mais  ces  nombres  étant  premiers,  ü s’ensuit  que  la  formule  t -+-  .63 « 
ne  peut  avoir  que  le  seul  diviseur  quadratique  j*  +/*  + 4* **• 


(3.9)  La  formule  Pj'+  qjr*+n',  dont  les  coefficiens  sont  impairs. 
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représente  en  général  trois  diviseurs  quadratiques  de  forme  ordinaire 
où  le  coefficient  moyen  est  pair;  cardans  l'application  de  cette  formule, 
il  faudra  prendre  les  nombres  y et  s tous  deux  impairs , ou  l’un  pair , 
l’autre  impair;  on  ne  pourra  donc  faire  que  les  trois  suppositions  z—au, 
y z=  au,  y = 3u  — z,  lesquelles  donneront  les  trois  formes 

py'  + *]ju  -f-  4 ru* 

4pu‘  -f-  a qzu  -j-  rz' 

4-  (aq  — 4p)  us  -f-  (p  — q -+-  r)  3*. 

Ces  trois  formes  se  réduisent  à deux,  lorsque  deux  des  nombres  p , q , r 
sont  égaux.  Elles  se  réduisent  à une  seule , si  les  trois  nombres  p , q , r 
sont  égaux  entre  eux  ; mais  ce  cas  n’a  beu  que  lorsqu’ils  sont  égaux  à 
l’unité , ou  lorsque  la  formule  proposée  est  /*  -f-  5 u* , et  alors  le  diviseur 
y'  -4-yz  + s*  se  réduit  à la  seule  forme  y'  -1-  5a*,  comme  nous  l’avons 
déjà  trouve  (n°  1 4 1 ) ■ Dans  tout  autre  cas,  les  trois  formules  qu’ou  vient 
du  développer  seront  essentiellement  différentes  les  unes  des  autres.  11 
suit  de  là  qu’on  diminue  beaucoup  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques 
en  les  représentant  parla  formule  à coefficicns  impairs py' -f- qyz -f- rz' ; 
il  est  d’ailleurs  facile , ainsi  qu’on  vient  de  le  voir , de  développer  ces 
diviseurs  à coefficicns  impairs  en  diviseurs  quadratiques  de  forme  ordi- 
naire, ce  qui  eu  donnera  un  nombre  à peu  près  triple. 

(aao)  Il  est  utile  d’observer  que  les  diviseurs  quadratiques  compris 
dans  la  Table  V , tant  pour  les  cas  de  a = 8n  -j-  5 , que  pour  celui  de 
a = -f-  7 , peuvent  toujours  être  ramenés  à la  forme  py‘~h4PJ  z~ h'**'» 

laquelle  ne  diffère  de  la  forme  générale  py'- f-  aqyz-j-  rz‘,  qu’en  ce  que  q 
est  pair.  En  effet,  si  on  a trouvé  d’abord,  par  la  méthode  générale, 
tous  les  diviseurs  quadratiques  py'  -j-  a qyz  -f-  rz'  de  la  formule  t'  -f-  au', 
il  ne  restera  à transformer  que  ceux  dans  lesquels  q serait  impair  ; ’ et 
comme  alors  l’un  des  nombres  p et  r doit  être  pair  et  l'autre  impair,  si 
on  prend  p pour  celui-ci,  il  suffira  de  mettre  y — s à la  place  dc_y, 
et  le  coefficient  moyen  a q deviendra  a q — a p,  c’est-à-dire  sera  de  la 
forme  requise  4P- 

Maintenant , puisque  tous  les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits  à la 
forme  py’  -f-  4Pyz  -f-  ira*,  et  qu’on  a px  — 4P*  + a,  il  s’ensuit  que  px 
est  d*  la  forme  4«  -f-  5 , et  qu’aiusi  les  deux  coefficiens  p et  -x  sont  , 
l’un  de  la  forme  4n  ri”  1 > l’autre  de  la  forme  lyn  -f-  3.  On  voit  par  là 
que  chaque  forme  quadratique  py'  4 Py*  •+■  'xz'  contient  à-la-fois  des 

3a 
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diviseurs  4 « -h  1 et  de»  diviseurs  4«  4’  3;  nuis  il  est  facile  de  séparer 
cas  deux  formes  1 une  de  l'autre , comme  cek  a lieu  dans  les  Tables  III 
et  IV.  En  effet,  si  p est  de  la  forme  tyi  4-  1 , et  qu'on  fasse  3=  au, 
il  est  clair  que  la  formule  pr'  4-  8îju-j-4  r“*  ne  représentera  que  des 

diviseurs  4«4“  t > au  contraire,  si  l’on  fait  / 3=  au,  U formule 

4/ju*  4-  8®au  4-  -sra*  ne  représentera  que  des  diviseurs  tyi  4-  3. 


(221)  Quant  aux  formes  linéaires  qui  répondent  aux  diviseurs  qua- 
dratiques, elles  peuvent  de  même  se  partager  en  deux  sortes,  les  unes 
/J/i  4-  1 , les  autres  /t«  4-  3 ; c’est  ce  qu’il  suffira  de  développer  dans  un 
exemple. 

On  voit  dans  la  Table,  que  la  formule  t*4-  nu*  n’a  que  le  seul  di- 
viseur quadratique  à coefficicns  impairs  y*  4-/s  -)-  3a*.  Ce  diviseur  eu 
renferme  deux  autres  de  forme  ordinaire,  savoir  : 

r-+-  lia* 

3/*  4-  3/a  4-  4=‘- 

De  ce»  deux  diviseurs  qu’on  aurait  trouvés  immédiatement  par  la 
méthode  générale , l’un  a le  coefficient  moyen  zéro , et  partant  de  la 
forme  4P;  pour  réduire  l’autre  à la  môme  forme,  il  faut  mettre/  — 3 
à la  place  de  s , ce  qui  donnera  pour  transformée  5;-*  -1-  4 /s  4*  52*. 
De  là  résultent  deux  diviseurs  quadratiques  4 n + • » savoir  : 

/*  + 44®* 

5f*  -H  8/2  4-  132*, 

et  deux  diviseurs  quadratiques  4°  4*  3 , savoir  : 

1 ./*  4-  43* 

3/’  4-  8/2  4-  202* 

Quant  aux  formes  linéaires  correspondantes,  on  les  déduira  facilement 
de  celles  qui  sont  données  dans  la  Table  , savoir,  22X  4*  > , 3,  5, 9,  i5. 
Ainsi,  pour  avoir  les  formes  4«4"  1 j on  conservera  les  nombres  déter- 
minés 1 , 5,  9 qui  sont  de  cette  forme,  et  aux  deux  autres  5,  i5  on 
ajoutera  23 , ce  qui  fera  en  tout  les  cinq  formes  44**  + ‘>5,9,  25,57: 
on  trouvera  semblablement  les  formes  4"4"3  qui  seront  44 jt-J-3  , i5,  a3, 
37 , 5i.  Donc  si  l’on  veut  séparer  dans  la  Table  les  formes  4«4-  1 des 
formes  4”  4"  3,  il  faudra  substituer  l’article  suivant  à celui  qu’ou  voit 
daus  la  Table  concernant  les  diviseurs  de  <*  4*  un*. 
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Diviseurs  quadratiques. 

r + 443* 

5j  * -f-  8;  - 4*  1 33* 

1 1/"  -4-  43* 

V ' + fy-3  4-  303* 


Diviseurs  linéairesi 
4AX  + 1 , 5,  9,  s5 , 37 

44x  -f-  3 , i5,  a3,  37,  Si.' 


Il  n’est  pas  nécessaire  de  faire  observer  que  l’article  tel  qu’il  est  inséré 
dans  la  Table,  est  beaucoup  plus  court  sans  être  moins  général. 


(32a)  Enfin,  pour  ne  rien  omettre  de  ce  qui  peut  abréger  la  recherche 
des  diviseurs  quadratiques,  nous  ajouterons  encore  deux  mots  sur  le  cas 
de  a = 8/1  4-  7.  Si  donc  on  a a r=  8n  4-  7 , et  qu’on  suppose  q impair 
daus  le  diviseur  quadratique  pj'  ■+■  aqjz  4*  r*“,  ce  diviseur  prendra  la 

forme  pf'  4-  3<7_7'3  4~  8/ns*,  où  l’on  aura  pm  — Dans  cette  forme. 


on  peut  supposer  q plus  petit  que  4m , et  non  plus  grand  que  p ; par 
conséquent  q sera  moindre  que  \/a.  Ou  essaiera  donc  pour  q tous  les 
nombres  impairs  1 , 3,  5...  jusqu'à  a ; on  calculera  pour  chaque 

valeur  de  q celle  de  pm  = g— > et  on  verra  si  cette  valeur  peut  se 

décomposer  en  deux  facteurs , l’un  p impair  et  non  moindre  que  7, 

Fautrc  m pair  ou  impair,  mais  > î.  Autant  de  fois  cette  condition 

4 

pourra  être  remplie  , autant  on  aura  de  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  t'  4-  au'  ; diviseurs  qui  pourront  ensuite  être  réduits  soit  à la 
forme  ordinaire  où  37  est  < p et  r,  soit  même  à la  forme  dont  nous 
avons  fait  mention  où  7 est  pair.  Cette  méthode  est  très-prompte  , puis- 


qu’elle n'opère  que  sur  des  nombres  pm  toujours  moindres  que  ^ , tandis 
que  dans  la  méthode  générale  pr  peut  aller  jusqu'à  4?. 


TABLE  VI. 


(22Î)  La  Table  VI  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  t'  4-  anu* > « étant  un  nombre  de  la  forme  4 « 4”  1 , qui 
n'est  ni  quarré  , ni  divisible  par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  soflt  réduits  à la  forme  £r*4-4Et'3+  2 mi‘, 
où  l'on  a pm  = af'  4 * «•  Or  il  est  aisé  de  voir  que  sans  changer  cette 
forme,  on  peut  supposer  3<p  moindre  ou  non  plus  grand  que  p et  m,  ce 


! 

t 

\ 

: 
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qui  donnera  pm  >•  4P'  el  p < y'î  »;  donc  si  d'après  ces  conditions  on 
satisfait  de  toutes  les  manières  possibles  à l’équation  pm — 2?‘  -f-  a , on 
en  déduira  immédiatement  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
a au’ , réduits  h la  forme  py%  •+-  /\<Pyz  + 2 mz'.  Ce  procédé  est  beau- 
coup plus  court  que  la  méthode  générale,  puisque  t/s a est  plu®  petit 
que  t/3  a. 

Chaque  forme  py'  -f-  4PJZ  -f-  ams*  cl  sa  conjuguée  apy'  -f-  4P.Y* -f- «s* 
résultent  à-la-fois  d'une  même  valeur  de  pm  qui  satisfait  au*  conditions 
requises. 

Si  le  nombre  p est  de  la  forme  8»  -f-  1 ou  8«  -f-  3,  le  diviseur  qua- 
dratique pj‘ 4pyz imz1  ne  comprendra  que  des  nombres  de  ces 
mêmes  formes  8/1  -f-  1 et  8/1 -f-  3 ; car  comme  y est  toujours  impair, 
si  3 est  pair,  le  diviseur  dont  il  s’agit  sera  toujours  de  la  forme p + 8k, 
c'est-à-dire  de  la  même  forme  que  p.  Si  3 est  .impair,  le  diviseur  qua- 
dratique deviendra,  en  omettant  les  multiples  de  8,  p-\~4P  ■+■  2m-  Soit 
d’abord  p ss  8n  -f-  1 , à cause  de  pm  = 2f  “ -1-  a , on  aura  ( toujours  eu 

omettant  les  multiples  de  8)  m = a$*  -f-n,  et  par  conséquent 

p -(-  4P  -|-  3//1  = 1 -f-  -f-  4P'  -f-  aa  = 1 -+-  an  = 5 ; donc  le  diviseur 

quadratique  deviendra  de  la  forme  8«  -+-  3.  Soit  en  secoud  licu/j  = 8«  -f-3, 
on  aura  3m  = ap'  -f-  a , 6m  = 4P'  -4-  2 « , et  p -f-  4P  -1-  ara  = 3 -f-  4P  — 
4P'  — au  = 3 — aa  ==  1 ; donc  le  diviseur  est  de  la  forme  8/1  -f-  1. 

On  démontrera  de  même  que  si  p est  de  l'une  des  formes  8w  -f-  5, 
8/j  -f-  7 , le  diviseur  quadratique  py'  -f-  4PJZ  + 3/»s*  ne  contiendra  que 
des  nombres  de  ces  mêmes  formés  8/j  -f-  5,  8 n -f-  7. 

Donc  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  1‘  -f-  3 au',  a étant 
de  la  forme  4n  + 1 , se  divisent  en  deux  espèces  , l'une  contenant  tous 
les  diviseurs  8«  -f-  t , 8//  — f—  3 , l'autre  contenant  tous  les  div  iseurs 
8n  -f-  5 , 8/j  -f-  7. 

(224)  Chaque  diviseur  quadratique,  tel  qu’il  est  inséré  dans  la  Table, 
contient  deux  formes  à-la-fois  ; mais  elles  peuvent  être  facilement  sé- 
parées, ainsi  qu'il  résulte  de  la  démonstration  précédente. 

Soit  la  formule  proposée  <*-(- 42a*,  et  considérons  d’abord  le  diviseur 
quadratique _r*  -H  4a**>  auquel  répondent  les  formes  linéaires  i68x-f-  1, 
*5,  45  , G7,  i3i , iG3.  Ce  diviseur  quadratique  appartient,  comme  on 
voit , aux  formes  8/j  -f-  1 , 8»  -f-  3 ; pour  les  séparer  l’une  de  l'autre , 
j’observe  que  si  3 est  pair,  ou  si  à la  place  de  3 ou  met  as,  le  diviseur 
deviendra  y'  -f-  168s*,  et  ne  contiendra  plus  que  les  formes  8/1  -t-  1. 
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Si  an  contraire  on  snppose/  et  s impair*  à-la-fois  ; ou  si,  pour  exprimer 
celte  condition,  on  met  37 + 3 à la  place  de/,  le  diviseur  deviendra 
4/*  -f- 4/®  -1“  43=*,  et  ne  contiendra  plus  que  des  formes  8«  -f-  3.  Traitant 
donc  semblablement  les  trois  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  pro- 
posée l'  -f-  4a«‘,  on  aura  les  résultats  suivans  : 


Diviseurs  8n  -f- 1 . 


Quadratiques. 

Linéaires . 

f ' 4-  >68=* 

17/*  -f-  12/3  -f-  123* 

iC8x  4-  i>  a5,  131 
i68x  4-  17,  41 , 89 

Diviseurs  8«  -f-  3. 

43/*  -f-  4*  43’  I iC8x4-43,  67,  >6? 

5y‘  56s*  J 168X-+-59,  83,  i3i 

Diviseurs 

21/*  4-  83* 

,3/*  -f-  24/3  -)-  2/,3* 

8/1  -f-  5. 

188x4-29,  53,  149 
168c  + i5,  61 , \5q 

Diviseurs 

7/*  4-  *43* 

23/*  + 8/3  -f-  8=* 

8 n -f-  7. 

i68x Si , 55,  îoô 
i68x  4-  , 71 , 95 

Les  diviseurs  linéaires  sont,  comme  on  voit,  divisés  en  huit  groupes 
de  trois  termes  chacun,  ce  qui  est  conforme  à la  loi  générale  (n*  ao3). 


T A B L E VII. 

(228)  La  Table  VIT  contient  les  diviseurs  linéaires  et  quadratiques  de 
la  formule  t’-f-  aau* , dans  laquelle  a est  un  nombre  de  la  forme  4«  + 3 , 
non  divisible  par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits,  comme  dans  la  Table  précé- 
dente, à la  forme  py'  -f-  4?/34"  3 mz‘,  dans  laquelle  on  a mp  = ap*  -f-  u; 
de  sorte  que  la  détermination  de  ces  formes  se  fait  toujours  de  la  meme 
manière. 

Si  le  coefficient  p est  de  la  forme  8«-f-  3 ou  8n-f-5,  le  diviseur  qua- 
dratique py'  -+-  4 f/-  "f"  an»*  ne  comprendra  que  des  nombres  8«  — f-  3 
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et  8/i  4-  5 ; si  le  coefficient  p est  de  la  forme  8n  -f-  i , on  8n  -f-  7 , le 
diviseur  ne  comprendra  que  des  nombres  de  ces  mêmes  formes  8 n -f.  ^ 
et  8»  -f-  7.  C’est  ce  que  l’on  démontrera  comme  nous  l'avons  fait  dans 
l’explication  de  la  Table  précédente. 

11  s'ensuit  par  conséquent  que  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  1a 
formule  t’-f-aou*,  a étant  un  nombre  de  la  forme  4«-|-  3,  se  divisent 
en  deux,  espèces  ; l’une  contenant  tous  les  nombres  8n  -f-  5 , 8//  -f-  5 j 
l'autre  contenant  tous  les  nombres  8/i  -f-  i , 8n  + 7.  Et  indépendam- 
ment de  ces  nombres  impairs , il  est  clair  que  chaque  diviseur  quadra- 
tique pjr'  -f-  4 -f-  a ms*  contient  aussi  des  nombres  pairs , puisqu’on 
peut  prendre/  pair  et  a impair,  pourvu  qu’ils  soient  premiers  entre  eux. 

On  pourra  de  même  séparer  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  li- 
néaires , en  quatre  especes  qui  répondent  aux  quatre  formes  &n-\-  1 , 
8n-)-3,  8/ï -f- 5,  8/1 -f-7. 

Remarque  général x. 

Dans  ces  diverses  Tables,  il  est  à remarquer  que  chaque  groupe  de 
diviseurs  linéaires  répond  toujours  à un  même  nombre  de  diviseurs 
quadratiques , si  toutefois  on  ne  compte  que  pour  J chaque  diviseur 
quadratique  qui  est  de  l’une  des  formes  pjr' rz' , pj'  -f-  2771-f-  ay;*, 
//*■+•  îqyz+pz'.  La  raison  de  cette  exception  est  que  ces  sortes  de 
diviseurs  donnent  le  même  nombre  dans  deux  suppositions  différentes 
sur  les  valeurs  des  indéterminées  / et  a;  de  sorte  qu'ils  ne  contiennent 
réellement  que  la  moitié  du  nombre  des  diviseurs  compris  dans  les 
autres  formes. 
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§ XII.  Suite  de  Théorèmes  contenus  dans  les  Tables  précitées. 


(526)  Théorème  général.  « >Joit  4 ex  + a l’une  des  formes  linéaires 
» qui  conviennent  aux  diviseurs  de  t" db  ru*,  je  dis  que  tout  nombre 
» premier  compris  dans  la  forme  \cx-^-a  sera  nécessairement  diviseur 
» de  la  formule  t' db  eu* , et  sera  par  conséquent  de  l’une  des  formes 
u quadratiques  p/‘  -f-  uijjr z d r rs*  qui  î-époudent  à la  forme  linéaire 
>1  4ci  -f-  a.  » 

Ainsi  eu  prenant  dans  la  Table  VIT  l’exemple  de  la  formule  r*  -J-  3o«*, 
et  choisissant  dans  cet  exemple  les  formes  linéaires  qui  répondent  au 
diviseur  quadratique  1 5}  ‘ -f-  2z‘  , on  peut  affirmer  que  tout  nombre 
premier  de  l'une  des  formes  taoj-f-  17,  a3,  47»  xi5  est  diviseur  de 
t‘  -f-  3ou* , et  conséquemment  doit  être  de  la  forme  1 5f*  -J-  a a*. 

Par  un  autre  exemple  pris  dans  la  même  Table  , on  peut  affirmer 
que  tout  nombre  premier  de  l’uue  des  formes  56a.-  -f-  5,  5,  i3,  ig, 
37,45  est  diviseur  de  t‘  -f-  i4«’,  et  par  conséquent  doit  être  de  la  forme 

5r*-+-4/*+6*‘< 

La  démonstration  de  ce  théorème  a été  donnée  ci-dessus,  lorsque  c 
est  un  nombre  premier  ou  double  d’un  nombre  premier  ; elle  peut  être 
aussi  établie  sans  difficulté  pour  toute  valeur  de  c,  si  le  nombre  pre- 
mier A de  la  forme  /\cx  -j-  a , est  eu  même  temps  de  la  forme  4«  5 , 

car  alors  il  est  nécessaire  que  le  nombre  A divise  la  formule  t'  -f-  eu*, 
ou  la  formule  t * — eu*  (n°  171).  Or  si  on  cherche  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  <*  — eu* , ces  formes  seront  trouvées  différentes  de 
celles  des  diviseurs  de  t'  -J-  cu‘  ; donc  le  nombre  A , s’il  est  de  l’une  de 
ces  dernières  formes  , ne  peut  diviser  t*  — eu*  ; donc  il  divisera  néces- 
sairement t'  -f-  eu1,  et  sera  par  conséquent  de  l’une  des  formes  quadra- 
tiques qui  répondeut  à ces  formes  liuéaires. 

Le  même  raisonnement  n’aurait  plus  lieu  si  A était  de  la  forme  4«  -f-i  ; 
il  est  même  incomplet  dans  le  cas  de  A = \n  -f-  3 , parce  qu’il  suppose 
le  développement  effectif  des  diviseurs  linéaires  faut  de  la  formule  /*  -f-cu* 
que  de  la  formule  t*  — eu*  ; c’est  pourquoi  il  convient  de  suivre  une 
autre  route  pour  parvenir  à la  démonstration  générale  de  la  proposition. 
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(227)  Observons  d’abord  que  la  forme  linéaire  4 ex-f-a,  à laquelle 
se  rapporte  le  nombre  premier  A , peut  toujours  être  censée  l'une  de 

celles  qui  répondent  à un  diviseur  quadratique.  Soit  ce  diviseur 

pjr'  -4-  uqj s ± es* , et  on  pourra  supposer  pj'  -f-  a qjrz  dt  n'  — \cx  a ; 

ou  , ce  qui  est  la  même  chose , 

PJ'  + 2ÿ/s  =h  rz'  = 4 ex  -f  A. 

Cette  équation  multipliée  par  p,  donnera 

C pj  -f-  7®)*  ± «*  = 4 Pc*  + Jp, 

d'où  l’on  voit  que  ^ ^ — est  un  entier;  donc,  à plus  forte 

raison,  si  S est  un  nombre  premier  qui  divise  c,  l’équation  ^ — c 

sera  résoluble , et  par  conséquent  on  aura  ^y0  — 1 , ou (0  . (J0  = 1 ; 
mais  eu  général  on  a (0  = -f-  1 ou  — i , donc  ^0  . ^0  = 1 , et 
par  conséquent  ^0  — (0. 

Nous  pourrions  considérer  le  cas  particulier  de  p = 1 , et  celui  de 
d = à un  quarré,  dans  lesquels  on  conclut  aisément  que  A doit  être 
un  diviseur  de  la  formule  proposée  /*  ± eu*  (1)  ; mais  il  vaut  mieux 
suivre  la  démonstration  dans  toute  sa  généralité. 

(228)  Nous  avons  vu  ci-dcssus  que  les  diviseurs  4 » -(-  1 et  4"  -f-  3 
sont  distingués  par  des  formes  quadratiques  particulières , et  même 
lorsque  la  formule  proposée  est  f ‘ -f- 2uu* , les  «livreurs  se  subdivisent 
en  quatre  formes  8n  -f-  1 , 8n  -f-  3 , 8n-f-5,  8» -(-7,  et  ceux-ci  sont 
contenus  chacun  dans  des  formes  quadratiques  distinctes.  On  pourra 
donc  supposer  que  le  diviseur  quadratique  pj‘  -f-  2 qyz  rfc  uni  a*  qui  ré- 
pond à la  forme  linéaire  4 cx+«  ou  /\cx  -f-  A,  ne  contient  que  des 
nombres  de  la  même  espèce  que  A , c’est-à-dire  tels  que  la  différence 
de  ces  nombres  avec  A est  divisible  par  4 et  même  par  8,  si  la  formule 
est  t*-j-2a«*,  ou  si  l’on  a 2 pm  — 7’=  aa.  Par  conséquent  p qui  est  l’un 

de  ces  nombres , sera  tel  que  un  entier , ou  même  que  - 

en  est  un , si  c = un. 


(1)  Le  double  signe  indique  seulement  que  la  formule  proposée  peut  être  t‘  + cu* 
•u  («— c u*  ; mais  d'ailleurs  il  ne  laisse  aucune  indétermination. 
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Nous  supposerons  de  plus,  que  le  coefficient  />  estuu  nombre  premier} 
s'il  ne  l'était  pas,  on  chercherait  un  nombre  premier  compris  dans  la 
formule  py*  -f-  a</  rz  rfc  amz*.  Soit  ce  nombre  p'=pp‘  -}-  27  £0  dr  amv*, 
si  l’on  détermine  p*  et  *°  d'après  l'équation  pt°  — p.°>  = 1 , et  qu’on  fasse 
y = uy  -f-  «V  , z = tjy  -f-  t°z  , on  aura  pour  transformée  le  diviseur 
quadratique  p’/y  -)-  ai/Va’  =t  im'z'z' , dans  lequel  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  est  un  nombre  premier.  Ainsi , en  regardant  cette  prépa- 
ration comme  déjà  faite,  il  est  permis  de  supposer/;  un  nombre  premier. 

Reprenons  maintenant  l'équation  déjà  trouvée  «MO  , où  8 dé- 
signe un  diviseur  premier  quelconque  de  c ; soient  et , a! , a.’ , etc.  les 
diviseurs  premiers  4«  -f-  « , et  4*. . . les  diviseurs  premiers  4«-|-5, 
nous  aurons,  eu  mettant  ces  nombres  au  lieu  de  8, 

£)=©•  (?)=©•  (*)=■(».  «*• 

(CMS).  (r)-(f).  (#)  = (#)•  “• 


De  là1  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité,  et  parce  que  A et  p sont 
tous  deux  de  la  forme  tpi  -f-  1 , ou  tous  deux  de  la  forme  t\n  -f-  3 , 

© = (,■)■  (*)  = (;)>  (SM?).  *• 

© = (?)•  © = (?)■  -• 

Donc  i“.  si  c est  impair  , il  sera  égal  au  produit  de  tous  les  nombres 
premiers  a,  et  , a’. . . . C,  C , 4',...  et  on  aura 

(SMSMSMS)-<S)-©-(5)- 

(?)=(>-)■(?)■(;)•;•  (?)•©  ■(?)-• 

Et  puisque  les  facteurs  de  ces  expressions  sont  égaux  chacun  à chacun , 
on  aura  Q)  = (J) 

a*.  Si  c est  pair,  outre  les  facteurs  précédens  , c contiendra  le  (acteur  2; 
mais  puisque  p et  A sont  de  même  forme  par  rapport  aux  multiples  de  8, 

on  a donc  on  aura  encore  — (ji)' 

Mais  p étant  diviseur  de  <j‘  db  r,  on  a — 1 î donc  on  a aussi 
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(jy')  = 1 i Jonc  le  nombre  premier  A est  toujours  diviseur  de  1»  for- 
mule proposée  Pdticu*.  Donc  il  doit  être  de  l’uue  des  formes  quadratiques 
qui  répondent  à la  forme  linéaire  4 ex  -f-  a. 

(339)  La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer,  est  sans  contredit 
l'une  des  plus  générales  et  des  plus  importantes  de  la  théorie  des  nombres; 
la  démonstration  que  nous  en  avons  donnée  suppose  seulement  qu'il 

existe  un  uombre  premier  compris  dans  le  diviseur  quadratique 

pj*  -f-  3qjz  rs*.  Or  cette  supposition  n'a  rien  que  de  très-adinissible , 
et  elle  se  vérifie  aisément  à l'égard  de  toutes  les  formes  quadratiques  ren- 
fermées dans  nos  Tables;  il  n’y  a même  aucun  doute  que  la  formule. . . 
py*  -+*  ayys-f-  rs*  ne  contienne  une  infinité  de  nombres  premiers  J 
excepté  seulement  dans  le  cas  où  les  trois  nombres  p,  y , r auraient  un 
commun  diviseur  î;  mais  ils  ne  peuvent  en  avoir,  puisque  c ou  pr — y* 
est  supposé  n'avoir  aucun  facteur  quarré. 

On  pourrait  néanmoins  rendre  la  démonstration  tout-à-fait  indépen- 
dante de  la  supposition  que  p est  un  nombre  premier  ; il  faudrait  pour 
cela  examiuer  ditférens  cas , selon  le  nombre  des  facteurs  dont  c est 
composé. 

On  a déjà  examiné  les  cas  où  c est  un  nombre  premier  on  le  double 
(l’un  tel  nombre  : supposons  donc  maintenant  c — clG,  a et  € étant  deux 
nombres  premiers  impairs  à volonté;  soitenmème  temps pj'-\-  iqyzA-mz* 
la  forme  quadratique  qui  répond  à la  forme  linéaire  4 ex  -J-  a ou  4 ex  -f-  A , 
de  sorte  que  p et  A seront  tous  deux  de  l'espèce  /pi  -f- 1 , ou  tous  deux 
de  l’espèce  /pi  -f-  3.  Ou  aura  donc  par  hypothèse 

pj*  -f-  31/Js  “f-  3ms*  = 4car  —J—  A , 

et  en  multipliant  par  p , 

(/ V 4-  ?*)'  -f-  es*  = i>cpx  -f-  Ap. 

(On  11e  considère  ici  que  le  cas  de  c positif,  celui  de  c négatif  pouvant 
être  traité  d’nue  manière  semblable. } 

Maintenant  puisque  c = aC , ou  aura  successivement,  par  rapport  à 

a et  C , les  équations  (j~)  — 1 , (jc~')  ~ 1 » ksquell  es  donnent 

(;)=«)-  (£>=©• 

Soit  p = itTs'u’ir’,  etc.  ,ir , -a'  , -rr" , etc.  étant  des  nombres  premiers 
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4 *+  i,  el  **,  -x",  etc. , des  nombres  premiers  ^n-\-Z;  si  p était  divisible 
par  des  quarrés,  on  les  omettrait  entièrement,  pour  ne  conserver  que 
les  facteurs  inégaux.  On  aura  donc 

©-©■©•©•-• 

Mais  l'équation  opm — t/,  = c — aS,  donne 


= (v£)  = I»  (^)=’>  etc- 

et  ainsi , par  rapport  à tout  facteur  de  p.  On  aura  donc 

©-©..  ©-©-  (*)-(£).  - 

©--©•  “■ 

De  là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  (n°  164) 

©-©.  ©-<*)■  (©-©).  «*• 

©=c-o^(t).  ©=(-.)^©.  <*• 


Ces  dernières  seulement  ont  besoin  de  quelqu'explication  : or  la  loi 
générale  donne  ^— ) ==  ( — 0 1 1 • (^)  ; el  parce  que  — ■'  est 

impair,  cette  équation  devient  = (—  1 ) 1 (jr)  : on  aura  de 

même  — ( — 1)  1 ; donc  puisque  (A)  = — (^)  » en 

v /T'\ 

résulte  ==  ( — 0 1 (t-)  j et  a'liS‘  des  autres  relatives  à a*,  ■*’,  etc. 

Multipliant  entre  cUes  les  deux  suites  d'équations  qui  précèdent,  on 


* + à 


aura  = ( — 1)  1 (e)>*  ®tanl^e  nombre  des  facteurs  ir',  -itm , etc. 

de  la  forme  4^  + 3. 

Soit  d’abord  A , et  par  conséquent  p de  la  forme  + 1 > U faudra 
que  le  nombre  h soit  pair,  ct  ainsi  on  aura  (Q  = 0)  ; donc  aussi 
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— (j);  >1  s’ensuit  réciproquement  Ç ’ ^ ou  = -f-  r ; 

donc  A est  diviseur  /*  -f-  aSu'. 

Soicut  en  second  lieu  A et  p de  la  forme  4"  4-  S , le  nombre  h sera 

impair,  et  on  aura^)  = ( — 1)  a (j);  donc  = ( — •)  * (y)- 

De  là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité 


©• 


ce  qui  se  réfluit  à oa  = ~~ Ç/i')’  ®onc 

( ~ 1 ’ ^ollc  ^ es*  cncore  diviseur  de  l'  -4-  «Çu*. 


La  conclusion  que  A est  diviseur  de  (’  -f-  eu'  a donc  lieu,  quel  que 
soit  le  coefficient  p , et  il  n’y  a pas  de  doute  qu’elle  ne  se  vériGit  éga- 
lement , si  c était  le  produit  de  plus  de  deux  nombres  premiers. 


(a3o)  On  voit  maintenant  que  chaque  article  de  nos  Tables  fournit 
plusieurs  théorèmes  qui  donnent  des  rapports  entre  les  formes  linéaires 
des  nombres  premiers  et  leurs  formes  quadratiques.  Voici  les  plus  mé- 
morables de  ces  théorèmes,  ou  ceux  qui  s'appliquent  aux  formules  les 
plus  simples. 

D’après  la  Table  III. 

i.  Tout  nombre  premier  8x  -f-  i ou  8x  4-  7 est  de  la  forme  y*  — 23* . 

а.  Tout  nombre  premier  1 ax  4-  1 est  de  la  forme  y*  — 3s* , et  tout 

nombre  premier  tir-)-  11  est  de  la  forme  5y*  — s*. 

3.  Tout  nombre  premier  do  l’une  des  formes  aox  -f-  1 , aox  9 » 
sox  -f-  11,  aox  4-  19,  est  de  la  forme  y*  — 5s*. 

4»  Tout  nombre  premier  rxfx-f-i  ou  a/(x  4-  19  est  de  la  forme  y’ — 6s*, 
et  tout  nombre  premier  a4x  -f-  5 ou  a.jx  -f-  aâ  est  de  la  forme 
6y*  — s*. 

5.  Tout  nombre  premier  a8x -f-  1 , g,  a5  est  de  la  formey* — 7s*,  et 
tout  nombre  premier  a8x  -f-  3 , a8x  19,  a8x  -f-  37  est  de  la 
forme  yy*  — 3*. 

б.  Tout  nombre  premier  /\OX  -f-  1 , 9,  5i,  âg  est  de  la  forme  y* — 10s*, 

et  tout  nombre  premier  4ox  4-  5,  i5,  37,  37  est  de  la  forme 

' yr—  5s*. 

7.  etc. 
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D’après  la  Table  IP'. 


l.  Tout  nombre  premier  4-*+  i est  de  la  forme  /*  z*. 

a.  Tout  nombre  premier  aor  -f-  i ou  aox  -f-  9 est  de  la  forme /‘-4-5s*, 
et  tout  nombre  premier  aox+3  ou  aox -}-  7,  est  de  la  forme 

y*  4-  ys  -I- 5s*. 


3. 

4- 


Tout  nombre  premier  5a.r  -f-  1 , g,  17,  a5,  29,  4g  est  de  la  forme 
/*-+- i3s*',  et  tout  nombre  premier  5ax  4*  7,  n,  i5,  19,  31,47, 
est  de  la  forme  3jJ  -f-  a/s  -f-  7s*. 
etc. 


D’après  la  Table  V. 


I.  Tout  nombre  premier  6jr -f-  1 est  de  la  forme 7*  -f-73  -f-s*,  ou,  ce 
qui  revient  au  même , de  la  forme  /*  -+■  3s*. 
a.  Tout  nombre  premier  i4jc+i,  g,  11  est  de  la  forme/* -f- 7a*- 

3.  Tout  nombre  premier  aajr-f-i,  3,  5,  9,  i5,  est  de  la  forme 

J'- 1-73  H- 5s*. 

4.  Tout  nombre  premier  3ox+i  ou  3ox-l-ig  est  de  la  forme 

iSs*,  et  tout  nombre  premier  3o j:  + 1 7 ou  3oo;-|-  a3  est  do 
la  forme  3/*  -J-  5s*. 

5.  etc. 

D’après  la  Table  P I. 

1.  Tout  nombre  premier  8x+i  ou  8^+3  est  de  la  forme  /’-f-as*. 
a.  Tout  nombre  premier  40Ji:— H 1 » 9,  ••  » '9  est  de  forme  7* -f  - 103*, 
et  tout  nombre  premier  40a:  -f-  7 , i5,  a3,  37  est  de  la  forme 
a/*  H- 5s*. 

3.  Tout  nombre  premier  io4jt  + t,  3,  g,  17,  a5,  37,  35,  45,  49» 

5i  , 75,  81,  est  de  l'une  des  formes 7* -f-a6s*,  3/* -J- a/s -|- 93* ; 
et  tout  nombre  premier  io4r  ■+•£>,  7,  i5,  a»,  3i , 37,  45, 
47,  C3,  y\ , 85,  g3 , est  de  l'une  des  formes  a>  * 1 3s* , 

6/*-+-4j3  4-53*. 

4.  etc. 

D’après  la  Table  VII. 

j.  Tout  nombre  premier  -f-  5 ou  a4x+n  est  de  la  forme 
a/*-f-5s‘ , et  tout  nombre  premier  a j-e  -f- 1 ou  a4x-f-7  est  de 
la  forme/’ +6s*. 
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a.  Tout  nombre  premier  56x4-3»  5,  i5,  19,  37,  4^  est  de  U forme 
3y*  4-  27a  4- 5z*,  et  tout  nombre  premier  5fxr-f- 1 , 9,  i5,  a3 , 
s5,  39  est  île  l'une  des  formes  -f- 143%  2/* +71’. 

3.  Tout  nombre  premier  88x4- >3,  19,  at,  29,  35,  43»  5 1,  61, 

83  , 85  est  de  la  forme  aj’*  -f- 1 is* , et  tout  nombre  premier 
88x-+-«,  9,  x5,  a5,  a5,  Si,  4?»  49»  71»  81  est  de  la  forme 

323*. 

4.  Tout  nombre  premier  1 sox  — 1 1 , 39,  5g,  toi  est  de  la  forme 

Tout  nombre  premier  taox-f-i3,  37,  43,  67  est  de  la  forme 
io/*-f-3z* 

Tout  nombre  premier  1 jox -f- 1 , 3i,  49»  79  est  de  la  forme 
7*4-  5os\’ 

Tout  nombre  premier  120x4-17,  a5,  47»  1 *3  est  de  la  forme 
27  *4-  i5b*. 

5.  etc.,  etc. 

Lagrange  est  le  premier  qui  ait  ouvert  la  voie  pour  la  recherche  de 
ces  sortes  de  théorèmes.  ( Voye*  Mémoires  de  Berlin,  «775.)  Mais  les 
méthodes  dont  ce  grand  Géomètre  s'est  servi,  ne  sont  applicables  que 
dans  très-peu  de  cas  aux  nombres  premiers  4n~h  1 > cl  1*  difïieulté  à 
cet  égard  ne  pouvait  être  résolue  complètement  qui  l'aide  de  la  loi  de 
réciprocité  que  j’ai  donnée  pour  la  première  fois  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  1785. 
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§ XIH.  Autre*  Théorèmes  concernant  les formes  quadratiques 

des  nombres. 


(*3i)  Soit  P un  nombre  quelconque  diviseur  de  U formule 
et  comme  tel,  reufermé  dans  le  diviseur  quadratique  py‘ -j- kjjz rfc rs‘, 
ou  pourra  supposer  P = pa.x-\- a^aCdb  rC'.  Si  ensuite  ou  détermine  <*• 
et  f"  d'après  l’équation  nG"  — a°ë  =:  i , et  qu’on  mette  cy-f-  a*i  et 
Gy  la  place  de  y et  a,  le  diviseur  quadratique  py‘-\-ïfjj&A=r. s* 

deviendra  de  la  forme  Pyt-\-iQys-\-Rz'. 

Soit  P1  un  autre  diviseur  contenu  dans  la  même  formule py'-p  vpysdtuz*, 

ou  dans  son  équivalente  Py*  -f-  ïQyz  et  Rz' , on  pourra  faire 

P’ = Pp‘-\-  iQu*  -h  R»'  y ce  qui  donnera  PP =(Pft-lrQtydlzrt'.  Donc 
« si  P et  P1  sont  deux  diviseurs  de  la  formule  C rfccu*,  tous  deux  com- 
» pris  dans  une  même  formule  quadratique  py'  - f-  a^ysdbrs*,  leur  pro- 
» duit  PP  sera  toujours  de  la  forme  » 

« Réciproquement  si  les  deux  nombres  P et  P sont  tels  qu’on  ait 
» PP  = t*=fcc«‘,  t et  u étant  premiers  entre  eux,  je  dis  que  ces  deux 
» nombres  appartiendront  à un  même  diviseur  quadratique.  » 

En  effet,  puisque  t et  u sont  premiers  entre  eux,  il  faut  que  u et  P 
le  soient  aussi  ; on  pourra  donc  faire  i—Py-\-Qu  , y et  Q étant  des 

indéterminées , ce  qui  donnera  P = Py‘  ■+■  aQyu-\-  ('-  ~ u'.  Dans  cette 

expression , u et' P n ayant  pas  de  commun  diviseur,  on  voit  que  Ç*=fcc 
doit  être  divisible  par  P ; ainsi  faisant  Q*dzc=PR , ou  aura.... 
P'  — Py*-\-  zQyu-\-  Ru'.  Le  second  membre,  en  regardant  y et  u 
comme  des  indéterminées,  représente  l’un  des  dfciseur^juadraliques  de 
la  formule  t' rfccu*,  et  il  est  évident  que  ce  diviseur  contient  à-la-fois  P 
cl  P . Donc  « si  Us  deux  nombres  P et  P,  etc.  » 

(a3a)  « Tout  nombre  premier  A qui  divise  la  formule  /’  rfccu*,  ne  peut 
» appartenir  qu’à  un  seul  diviseur  quadratique  de  cette  formule.  « 

Car  si  le  nombre  premier  A appartenait  à deux  diviseurs  quadraljgues 
différens,  on  pourrait  transformer  ceux-ci  en  deux  autres,  dans  lesquel* 
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A serait  coefficient  du  premier  terme  (n*  aîi).  Soient  ces  deux  divisent-* 
Ay*  -f-  a Byz  -f-  Cz' 

Ay'  C z •, 

on  pourra  supposer  en  même  temps  A>zB  et  ifï  ; car  si  on  avait 
a B>A,  ii  faudrait  substituer  y — ms  à la  place  de  y , et  déterminer  m 
de  manière  que  le  coefficient  de  ys  ne  fut  pas  plus  grand  que  A.  Cela 

jjt  fft» 

pose,  on  aurait  toujours  B * — AC— R' — AC  =±c  ; donc - — se- 

rait un  entier,  et  puisque  A est  premier,  il  faudrait  que  A divisât  i'un 
des  facteurs  B -f-  B",  B — If.  Mais  B cl  B"  étant  l'un  et  l’autre  plus  pe- 
tits que  \ A , ou  l’un  des  deux  seulement  égal  à ;//,  les  nombres  B-\-Br , 
II — K seront  tous  plus  petits  que  A ; doue  ils  ne  seront  ni  l’un  ni- 
l'autre  divisibles  par  A,  à moins  qu'on  ne  suppose  B'  — II,  Mais  alors 
les  deux  diviseurs  quadratiques  dont  il  s’agit,  seraient  identiques;  donc 
le  nombre  premier  A qui  divise  la  formule  t’dbcu*,  ne  peut  appartenir 
qu'à  un  seul  diviseur  quadratique  de  cette  formule. 

Tlcmarqitc.  Le  même  raisonnement  aurait  lieu,  si  A était  le  double  d’un 
nombre  premier,  et  en  général,  si  A était  une  puissance  quelconque 
d'un  nombre  premier,  ou  le  double  de  celte  puissance;  car  l'équatioir 

n'admet  qu’une  seule  solution,  lorsque  A est  de  la  forme 

mentionnée,  ou  même  plus  généralement,  lorsque  A =<t"9 , ou  sa’ô, 
fl  étant  un  diviseur  de  c,  non-divisible  par  a.,  et  a un  nombre  premier 
(Voyez  n’  191).  Donc  dans  tous  ces  cas,  qui  soutfort  étendus,  le  nombre 
A ne  pourra  être  compris,  que  dans  un  seul  diviseur  quadratique  de  la 
formule  l’dzcu', 

(aââ)  « Au  contraire,  si  A est  un  nombre  compose,  il  pourra  y avoir 
» plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  Informulé  r ± eu'  qui  contiennent 
» le  nombre  A.  n 

En  effet  le  d^iseur^piadraliqne  qui  contient  A peut  se  représenter 
parla  formule  Ay’  -f-  o.Byz-{-  C»’,  où  l'on  a zB<^A  et  B' — AC—Jzc. 
Or  A étant  connu,  on  peut  prendre  pour  B tout  nombre  qui  satisfait 

à l'eqnalion  — ~ — c,  pourvu  que  cette  solution  soit  comprise  entre 

zéro  et  -j  A.  D'ailleurs  lorsque  A a des  facteurs  premiers  inégaux  et 
non  communs  avec  c,  on  a déjà  vu  (n°  191)  que  cette  équation  admet 
un  Hombrc  ai_’  de  solutions,  < étant  lu  nombre  de  ces  facteurs  (a  ex- 
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cepté).  Donc  il  y aura  pareillement  un  nombre  a'-'  de  diviseur»  qua- 
dratiques Ar'  + iByi,-\-Cz',  ou  de  formes  de  diviseurs  quadratiques, 
renfermant  A.  Il  pourra  arriver  cependant  que  plusieurs  de  ces  divi- 
seurs, réduits  à l’expression  la  plus  simple,  ne  diffèrent  point  entre  eux  ; 
de  sorte  qu’en  vertu  de  la  limite  assignée,  le  nombre  des  diviseurs  qua- 
dratiques qui  contiennent  A ne  peut  excéder  a*-1 , mais  il  pourra  être 
plus  petit.  Cela  est  d’autant  plus  manifeste,  que  le  nombre  des  diviseurs 
quadratiques  d'une  même  formule  t'±cu * est  souvent  très-petit,  et  se 
réduit  quelquefois  à un  ou  deux,  tandis  que  si  l'on  prend  un  nombre  A 
composé  de  plusieurs  facteurs,  la  quantité  a1-'  qui  représente  le  nombre 
des  valeurs  de  B peut  devenir  aussi  grande  qu'on  voudra. 

Remarque.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  les  diviseurs  des  deux  for- 
mules f*-f-cu*,  /* — eu*  indistinctement;  dans  le  reste  de  ce  paragraphe, 
nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  première  formule  t'  -f-  eu',  et  de 
ses  diviseurs  quadratiques. 

(a34)  « Tout  nombre  premier  A qui  est  de  la  forme  j'-f-az*,  a étant 
u un  nombre  positif,  ne  peut  être  qu'une  seule  fois  de  cette  forme  ; 
u ensortc  qu’on  ne  pourrait  avoir  à-la-fois  A=f'~ f-  ag'  et  A=f'-\-ag‘, 
» g’  étant  différent  de  g.  » 

Supposons,  s’il  est  possible,  que  ces  deux  formes  aient  lieu  à-la-fois, 
et  qu’en  conséquence  on  a.itf'-\-ag'=f,-\-ag’',  ou  f * — — g'), 
il  faudra  que  /+/  soit  divisible  par  un  facteur  de  a et  f — f par 
l’autre  facteur.  Soit  donc  a = mn , m et  n étant  deux  facteurs  indéter- 
minés; et  on  aura  f -\-f  —mh,  f — f=nk,  ce  qui  donnera.... 
hk=g'‘ — g'.  Soit  ? le  plus  grand  commun  diviseur  de  h et  de 
g’ -{-g,  on  pourra  faire  h=nf , g-\-g’  — »? , et  il  restera  à satisfaire  à 
l'équation  nk  — (g' — g)r.  Or  puisque  et  » sont  premiers  entre  eux, 
il  faudra  qu'ou  ait  ê=»4>  g' — g— -j.  étant  une  nouvelle  indéterminée. 
De  là  résulte 

/=  ï (jnh  4-  nk)  = i {mgg, 

g= ï(*p— MO- 

Donc  f‘+agl  ou  A = n^’)-  Et  puisque  A est  un 

nombre  premier,  il  faudra  que  l'un  des  facteurs  du  second  membre  , 
par  exemple  soit  égal  à 4 os  à 3. 

Soit  d'abord  mfi‘  -|-  n»*=  2;  on  ne  peut  supposer  w = o ni  r = o, 
parce  que  l’une  ou  l'autre  supposition  rendrait  identiques  les  deux 
formes  f'  -f-  ag',  f'  -f-  ag,%  ; donc  la  seule  manière  de  satisfaire  à cette 

34 
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■ «({nation  , est  de  supposer  tous  les  nombres  m,  n,  pt,  r égaux  à l’unité. 

Mai* alors  on  aurait  <«=i , /a=s(^+4)»  «r=i(^ — +)»jTa=|<f— « ’ ), 
gr'3B;i(p-4-4)j  donc  /*+'»#*  et /'•-(-«{?'*,  ne  seraient  qu'une  seule 
et  même  forme  i(^+4)*  + ï(9 — contre  1a  supposition. 

En  second  lien,  soit  comme  on  no  peut  faire  encore 

u r=o  ni  r=zo,  il  n'y  aura  que  deux  manières  de  satisfaire  à cette 
équation,  l'une  en  faisant  m=n=  a,  itanas  i;  l’antre  en  feisunt 
wsi,  *rtc5,  /taoBi.  Le  premier  cas  donnerait  A = af* -|-a,|/* , 
•t  ainsi  A ne  serait  pas  un  nombre  premier. 

Dans  le  second  cas , on  aura  A = ip*  -)-  S,},’ , f—  ; ( <f  + ^4-  ) y 
g = { (<p — >{,);  mais  ces  dernières  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu,  à moins 
que  p et  -J.  ne  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs , et  dans 
les  deux  hypothèses  ou  A serait  divisible  par  4-  Donc,  dans 

aucun  cas,  le  nombre  premier  A ne  pourra  être  exprimé  de  deux  ma- 
nières différentes  par  la  même  formule  jr*  -f- ai*. 

Remarque.  Si  un  nombre  A peut  être  exprimé  de  deux  manières  par 
la  formule  y' -+-na* , ce  nombre  sera  nécessairement  un  nombre  com- 
posé, et  on  pourra  même,  par  l'analyse  précédente,  en  déterminer  les 
deux  facteurs.  Mais  il  est  à observer  que  ce  théorème  ue  serait  plus  vrai 
si  a était  un  nombre  négatif,  car  l'équation  A— y' — as'  étant  supposée 
. «voir  une  solution , elle  en  a dès-lors  une  infinité. 

(a35)  Non»  avons  déjà  eu  occasion  d'observer  que  le  produit  de* 
deux  formules  semblables  x'-\-ar't  p'-^-aq'  doiuu;  un  produit  semblable* 
lequel  est  susceptible  des  deux  formes 

I ( P*  — aqy)'  -f  a ( /ir  -f-  <7-r)* 

( px  -f-  aqy)'  -+-  a ( pj  — </  x)'. 

C'est  ce  dont  on  peut  s’assurer  par  le  simple  développement  de  ce* 
quantités.  Mais  on  peut  trouver  directement  la  forme  de  ces  produits,, 
en  considérant  que  les  deux  facteurs  x‘-j-ay‘>  p'  a</“  équivalent  aux 
quatre  suivans  : 

■r+.n/—  *•>  *—yV—ai  P + qV—Ot  p — qv'—a. 

I 

Or  si  on  multiplie  les  deux  facteurs  .r-f-ft/ — a , p -f-  </  , l’u» 

par  l'autre,  le  produit  sera  px  — aqy-+-  {py  + qx)ÿ— a;  le*  deux 
autres  facteurs  auront  de  même  pour  produit  pjc—«ny — ( py-\-/fx)  {/■ — a ; 
et  le  produit  de  ces  deux  produits  sera  (px—aqy)'  -f-  u(py  qx)' . 


• »-.  T“ 
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Le  résultat  serait  le  même,  en  changeant  le  signe  de  <7  ; ainsi  une  autre 
forme  du  produit  est  (px-Y  aqrY  a(py  — ÿx)\  Ces  formules  ont, 

lieu,  quel  que  soit  le  signe  de  a ; tout  ce  qui  suit  suppose  que  a est 
positif. 

(a56)  Si  la  formule  x'  -f-a/*  représente  un  nombre  composé  N , le- 
quel soit  m fois  de  la  forme  x'-J-or*,  et  que  p'  -f-  aq'  représente  un 
nombre  premier  A , on  voit,  par  le  n*  précédent,  que  le  produit  AN 
sera  susceptible  de  ara  formes  semblables  à x*  -f-  ay',  pourvu  toutefois 
que  N ne  soit  pas  divisible  par  A : on  verra  tout-i-l'heurc  pourquoi 
nous  mettons  cette  restriction. 

Si  le  nombre  premier  A est  de  la  forme  p'-Y-aq',  le  quarré  du  nombre 
A sera  une  fois  de  la  forme  x',  et  une  fois  de  la  forme  x'-Y-aj';  car 
on  a,  suivant  les  formules  précédentes, 

A‘s=(p'+aq'y  et  A'=(pp  — aqq)%  a( ipr})\ 

Donc  si  le  nombre  composé  N est  m fois  de  la  forme  x * -f-  ay',  cl  que 
le  nombre  premier  A soit  aussi  de  la  forme  p'  + aq',  le  produit  NA' 
sera  susceptible  de  3m  formes  semblables  X'-YaY' , parmi  lesquelles 
il  y aura  ara  formes  où  X et  Y n’auront  point  de  commun  diviseur  A , 
et  m où  ils  en  auront  un.  On  suppose  encore  que  A n’est  point  divi- 
seur de  N. 

Le  nombre  premier  A étant  toujours  de  la  forme  p'-Yaq',  le  cube 
de  A sera  deux  fois  de  cette  même  forme  ; car  A'  est  de  la  forme 
(pp  — aqq)‘ a(2pq)'  -,  et  cette  quantité  multipliée  par  p'-Yaq'  fournit 
les  deux  formes 

( P ’ — 5 apq'Y  4-  a (3 p'q  — aq')' 

(p'+  *pq'Y-\-a  ( p'qA-aq')'- 

La  dernière  étant  représentée  par  X'-YaY',  on  voit  que  X et  Y ont 
pour  commun  diviseur  A , et  qu’elle  se  réduit  à (pAy  -|-  a(qAy,  la 
même  que  si  on  eût  multiplié  simplement  p'-Yaq * par  A'. 

En  général,  A étant  un  nombre  premier  de  la  forme  p'-Yaq',  on 
peut  foire  AÂ  = P'  -f-  aQ',  et  on  aura , pour  déterminer  P et  Q , l’équa- 
tion {p-\-q\/ — aY=  P~hQ\/ — at  dans  laquelle,  après  avoir  déve- 
loppé le  premier  membre,  il  font  égaler  la  partie  rationnelle  à la  partie 
rationnelle,  et  la  partie  imagiuaire  à la  partie  imaginaire. 

On  aura  aussi  A'^A'.A'',  de  sorte  que  si  on  fort  A’~'=JyP'-Y&Q'Q', 
on  aura  une  nouvelle  valeur  de  A qui  sera  (A P'Y  a(AQ?y . Ou  en  ti- 
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rera  une  semblable  de  A*.A'~k,  elc.  Doue  autant  il  y aura  dunile's 
dans  i -1-  -,  autant  on  aura  de  formes  diverses  X'  a Y'  pour  la  puis- 
sance A";  mais  parmi  ces  formes,  il  n’y  en  aura  qu'une  seule  dans 
laquelle  X cl  Y seront  premiers  entre  eux;  dans  toutes  les  autres 
X et  Y auront  successivement  pour  commun  diviseur  Ay  A',  A',  etc. 
Donc  la  valeur  de  A"  sera 

lorsque  n = 2,  une  fois  A'  et  une  fois  de  la  forme  X’  -+■  a T*,' 

lorsque  n = 3 , deux  fois  de  la  forme  .¥*  -I-  a Y’, 

lorsque  n = 4,  une  fois  A • et  deux  fois  de  la  forme  X'  aY‘, 

lorsque  /»  = 5,  trois  fois  de  la  forme  .Y'  a Y’, 

ainsi  de  snitc. 

Et  comme  chaque  facteur  X‘  -f- a Y’  multiplie  par  un  nombre  de  même 
forme,  produit  deux  résultats  de  cette  même  forme,  tandis  que  X‘ 
seul  n'en  donne  qu'un , on  peut  conclure  en  général  que  le  produit 
d'une  formule  f'  -f-  ag'  par  A'  sera  susceptible  de  n-f-i  formes  sem- 
blables x' -Y ar',  lesquelles  seront  toutes  différentes  entre  elles,  pourvu 
que  A ne  divise  point 

Donc  si  on  a etc. , »,  6,  y,  etc.  étant  des  nombres 

premiers,  tous  de  la  forme  le  nombre  N sera  autant  de  fois 

de  la  forme  .r’-f-iy*  qu’il  y a d'unités  dans  le  produit 

i («  + 0 (*'+  t)(»'+i)C«'+t)  etc. 

Ce  nombre  coïncide  avec  la  moitié  de  celui  des  diviseurs  de  N , ou 
avec  celui  qui  indique  en  combien  de  manières  on  peut  partager  N en 
deux  facteurs. 

Dans  le  cas  où  (n-f-i)  (n'+i)  etc.  serait  impair,  le  résultat  serait 
toujours  vrai,  pourvu  que  la  fraction  restante  3 fût  comptée  pour 
une  unité. 

Lorsque  a=  1 , ou  que  la  forme  dont  il  s’agit  est  le  facteur  a 

ni  ses  puissances  n’entrent  point  en  considération  , et  11e  changent  pas 
le  nombre  des  formes  du  produit.  Car  en  multipliant  r‘  -f-/*  Par  a > 
on  n’a  qu’un  produit  de  la  même  forme,  qui  est  -f-  (x — })'. 

(237)  Pour  appliquer  la  formule  générale,  considérons  les  trois  nombres 
5,  i3,  17,  qui  tous  sont  de  la  forme  p'+q *,  on  trouvera  : 

1*.  Que  le  produit  5. 13.17  est  {.2.2.2,  ou  quatre  fois  de  la  forme 
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a*.  Que  le  produit  5*.i3  est  ; . 3 . a , ou  trois  (bis  de  la  même 
forme. 

5*.  Que  le  produit  5*.  «3*.  17  est  1.3. 3.  a,  ou  neuf  fois  de  celle 
forme. 

4*.  Que  le  produit  51 * * 4.i5‘  est  ;.5.5,  ou  treize  fois  la  somme  de 
deux  quarrés  ; toutes  propositions  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Le  problème  inverse,  qui  au  premier  abord  aurait  pu  paraître  fort 
difficile,  se  résoudra  très-simplement,  en  faisant  attention  au  résultat 
trouvé  dans  la  solution  directe. 

Par  exemple , soit  proposé  de  trouver  un  nombre  qui  soit  trente  fois 
de  la  forme  p’+3tf‘.  Les  nombres  les  plus  simples  de  cette  forme  sont 
les  nombres  premiers  5,  17,  ig,  4*»  4$>  etc.,  je  les  désigne  par  *, 
€,y,  et  le  nombre  cherché  par  aSC'y"’,  etc.;  il  faut  donc  faire  en- 
sorte  qu’on  ait  3o=~(n-|- 1)  (n'-f-j)  (n'-f-i),  etc.  Pour  cela,  décom- 
posez 60  en  facteurs,  premiers  ou  non,  tels  que  3.4-5;  diminuez 
chaque  facteur  d'une  unité,  vous  aurez  a,  3,  4 pour  les  valeurs  de  n, 
n',  n".  Donc  *’€*)■*  sera  l’un  des  nombres  cherchés;  ainsi  3*.  17’.  ig* 
doit  satisfaire  à la  question. 

Fermât  a indiqué  cette  solution,  sans  en  donner  de  démonstration  , 
dans  une  de  ses  Notes  sur  Diophante,  page  128. 

Le  théorème  du  n°  234  dont  uous  venons  de  donner  diverses  applica- 
tions , renferme  une  propriété  essentielle  et  très  - remarquable  des 
nombres  premiers,  mais  il  est  susceptible  d’être  rendu  beaucoup  plus 
général,  ainsi  qu'ou  va  le  voir  dans  les  propositions  suivantes. 

(a38)  « Tout  nombre  premier  A compris  dans  la  formule 
» où  m et  n sont  positifs  (1),  ne  peut  être  exprimé  de  deux  manières 
» différentes  par  cette  formule,  ensorte  que  si  l'on  a Azsz  mf* ng*, 
» on  ne  pourra  avoir  en  même  temps  A — mf'  4-  ng',  g'  étant  dtft'é- 
» rent  de  g.  » 

Si  011  avait  à-la-fois  A = tuf'  -f-  ng  * = mf‘  -f-  ng‘,  il  en  résulterait 
- — r -g—  ; équation  dont  chaque  membre  doit  être  un  nombre 
entier,  parce  que  m et  n n’ont  point  de  commun  diviseur.  Soit  donc 


(1)  Le»  nombre)  m et  n doivent  être  premier»  entre  eux,  puisque  mf'  -f-  ng’  est 

è6«'  À un  nombre  premier  ; mais  on  peut  supposer  de  plus  que  m et  n n'ont  aucun 

facteur  quarré  : car  si  on  avait  U est  clair  que  la  formule  mv*  -f-  n**  serait 

comprise  daaa  m'y*  + nz9.  v , 


S70  • THÉORIE  DES  NOMBRES. 

n — n£ , m = jJ1,  on  pourra  faire  en  ge'ne'ral 

f-r=z*MN  g'+g=yMP 

f — ’f  — GPQ  g+g=<?NQ-, 

ce  qui-donnera  a/=  a.MN  -f-  GPQ  , 3g  = yMP — J'NQ  ; donc..-. 
4fli/"*  H-  4 ng‘  ou  4^  = (aj.il/1  -f-  Cf  Q‘) . (aJN*  -+-  SyP'). 

Maintenant,  puisque  A est  un  nombre  premier,  cette  équation  ne 
peut  subsister,  à moins  qu’un  des  facteurs  du  second  membre  ne  soit 
égal  à 4 ou  à a. 

Soit  i*.  tjAf’+WÇ1  se  a : j’observe  qu’aucun  des  nombres  M,  N, 
P,  Q ne  peut  être  supposé  égal  à réro,  parce  que  cette  supposition 
rendrait  identiques  les  deux  formes  mf'+ng',  on  ne  pourra 

donc  satisfaire  à l’équation  précédente  qu’en  faisant  aCyJ  si  ; 
üfacÇxsi.  Mais  alors  le  nombre  A serait  de  la  forme  y'  -f-  a*,  et 
par  conséquent  il  ne  pourrait  être  qu’une  fois  de  cette  forme  (n*  a$4)> 
Soit  3*.  *j..W*-f-Cf'Q‘=4,  cette  équation  ne  pourra  avoir  lieu  qu’en 
faisant  aÇyJ'= =5,  Af  = Q = i,  alors  le  nombre  A serait  de  la  forme 
y‘ -4-  5 a*,  ce  qui  rentre  dans  le  cas  déjà  examiné  n*  a54- 

Donc  dans  tous  les  cas  le  nombre  premier  A ne  pourra  être  exprimé 
que  d’une  manière  par  la  formule  my‘- f-ns’. 

(a3g)  « Le  double  d’un  nombre  premier  A ne  peut  être  exprimé  non 
» plus  de  deux  manières  différentes  par  la  même  formule  my'  + nz', 
» ensorte  que  si  l’on  a a A —mf*  -f-  ng',  on  ne  pourra  avoir  en  même 
» temps  a A = mf‘  ng'',  g'  étant  différent  de  g.  « 

Car  toutes  choses  restant  comme  dans  la  proposition  précédente , on 
sera  conduit  de  même  à l’équation 

8 A = (a.yM'-4-UQ')  (x<?N‘+GyP‘)- 

Or  pour  que  cette  équation  subsiste,  il  faut  que  l’un  des  facteurs  du 
second  membre  soit  égal  à a,  ou  à 4,  ou  à 8,  sans  cependant  qu’aucun 
des  nombres  M , N , P , Q soit  fcéro. 

Soit  i*.  ayM'-\-£S  = a ; cette  équation  ne  pourra  avoir  lieu  qu’au- 

lant  qu’on  aura  o.£y<f  = i , M=Q=i . Mais  alors  iA  serait  de  la  forme 
y'- f-a*,  et  si  on  avait  îA=f'  g'  —f'  + g'*,  il  en  résulterait 
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Dooc  le  nombre  premier  A serait  deux  fois  de  U forme  _?*•+■.**,  ce 
qui  est  impossible  (n°  a 3/*). 

Soit  a”,  ayhl'  Q'  — i\ |;  la  seule  manière  de  satisfaire  à cette  équa- 

tion (sans  supposer  M oo  Q égal  à zéro,  ni  a.CyJ'  divisible  par  un 
quarré),  est  de  faire  «€><T=3,  M =x:  j , Qsai;  mais  alors  on  aurait 
a Az^f'-\-  équation  impossible,  parce  que  le  premier  membre  est 
de  la  forme  4" -f-  2 , taudis  que  le  second  sera  toujours,  ou  impair, 
ou  multiple  de  4- 

Soit  3*.  ay  M'  G/FQ'  ~ 8 , il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  aÇyJ 
ou  mn  ne  peut , dans  ce  cas  , être  un  nombre  pair;  car,  par  exemple, 
si  l’on  fait  ay=3,  Ccê=  5,  on  aura  l’équation  aüf* -+•  SJV*œ8,  à la- 
quelle on  ne  peut  satisfaire  qu’en  faisant  N: rro.  Les  autres  valeurs 
paires  de  mn  ne  pourraient  être  que  3 ou  îo;  mais  on  reconnaîtra  de 
même  quelles  sont  inadmissibles. 

II  reste  donc  à examiner  les  valeurs  impaires  de  m n ou  de  aÇyJ  -f 
au  moins  celles  qui  ne  donnent  pas  plus  de  6 pour  la  somme  des  deux 
facteurs  xy  -f-CJq  car  la  quantité  ayM*  -f-£cfO*  est  an  moine  égale  à 
cette  somme,  puisqu’on  ne  peut  faire  ni  Af  ni  Q i gai  à zéro.  , 

Le  cas  de  mn  zi  i ayant  clé  déjà  examiné,  soit  mnszâ,  on  anra 
A/* 3Ç*=8,  équation  dont  l’impossibilité  est  manifeste. 

Soit  mn  = 5,  on  aura  A/’ 4-5Ç,^8,  équation  pareillement  impossible. 

Soit  mn— y , on  aura  A#>+7<>  ~8,  équation  possible;  mais  «km  on 
aurait  lA  équation  impossible,  parce  que  le  second  membre 

est  ou  impair,  on  multiple  de  8. 

On  ne  peut  faire  mn  = g à cause  du  facteur  quarré,  ni  /««==  n,  ou 
tnn  = i5,  parce  que  j-f-n  ou  j -f— , 3 surpassent  8.  • 

Soit  enfin  n»n=i5,  ay  — 3,  C<f  = 5,  l’équation  3,lf’-|-'jÇ<,3='8  sera 
possible;  mais  alors  on  aurait  a A ~f*  -+-  1 5g‘  on  a 4 — "j'1  -J-  5 g’,  équa- 
tions toutes  deux  impossibles  , parce  que  le  second  membre  est  ou 
impair,  ou  multiple  de  8. 

Donc,  dans  aucun  cas,  le  double  d’un  uûmbre  premier  ne  peut  être 
compris  de  deux  manières  dans  la  formule  mj‘  -f-  ni'. 

(a4°)  * Tout  nombre  P premier,  ou  double  d’un  premier,  qui  est 
» compris  dans  la  formule  quadratique  py  ‘ -f-  iqrz  -j-  affz* , ne  peut 
» être  exprimé  que  d’une  manière  par  cette  formule  ; ensorte  que  si 
» on  a P = pf'  -f-  iqfg  -f-  a "g' , on  ne  pourra  avoir  en  même  temps- 
» P = pf  ' -f-  n/  f g'  -f-  a^g'*.  » (Ou  suppose  toujours p impair  et  xpK — q' 
égal  à uu  nombre  positif  c.) 
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J'observe  d’abord  que  le  cas  où  P est  double  d’un  nombre  pre- 
mier se  ramène  aisément  à celui  où  P est  nn  nombre  premier;  car 
si  on  a 

2.4— pf'  4-  aqfg  -f-  3*g‘ 
aA=pf+  aqfg  + air g‘, 

il  faudra  que  f cl  f soient  pairs.  Ainsi  faisaut  /—ah  , /'■=.  ah’,  on 
aura 

A ss  aph'  4 a qhg  4-  Kg* 

A = aph’'+  aqh’g  + icg\ 

Doue  s’il  est  impossible  qu’un  nombre  premier  A soit  compris  de  deux 
manières  dans  une  même  formule  quadratique,  il  sera  pareillement  im- 
possible que  son  double  a A soit  exprimé  de  deux  manières  par  la  for- 
mule quadratique  qui  contient  a A.  Réciproquement  si  la  proposition 
était  démontrée  par  le  cas  de  P=  a A , elle  le  serait  pour  celui  de 
P = A;  c’est  pourquoi  il  suffira  de  considérer  l’un  de  ces  cas. 

Soit  donc  A un  nombre  premier  compris  dans  la  formule 

py‘  4-  aqjrz  4*  xra*  qu’on  pourra  considérer  comme  l’un  des  diviseurs 
quadratiques  de  1a  formule  C -\-cu'.  Si  l’on  fait  A — pf‘  -f-  aqfg-\-a  irg', 
et  qu 'après  avoir  déterminé  /'  et  g*  par  l’équation^* — f‘g  — i , on 
substitue  a et  gy-hg"z  “ 1®  place  de/  et  s dans  la  formule 

py'-yaqyz-\-aXz\  cette  formule  deviendra  de  la  forme  Ay'-{-afiyz-^-Cz', 
où  l’on  aura  AC — B'—c. 

Donc  si  le  nombre  A est  compris  de  deux  manières  différentes  dans 
la  formule  proposée  py'  4-  aqjz  -f-  aira‘,  il  faudra  qu’on  puisse  satisfaire 
à l’équation  A =Ar‘  -1-  aByz  4-  Cz',  sans  supposer  s = o.  Cette  équa- 
tion étant  multipliée  par  A donne  A‘  = ( Ajr  -f-  Bz  )*  -f-  es* , ou 
A * — (Ay  -f-  fiz)'=cz‘.  Soit  c=mn,  m et  n étant  deux  facteurs  indé- 
terminés , ou  pourra  faire 

A -+-  Ay  -}-  Bz  = mM 
A — Ay  — Bz  — nN, 

et  l’équation  à résoudre  deviendra  MJV  = a*.  Or  on  satisfait  générale- 
ment à celte  équation,  en  prenant  iY  = Ar*,  a=Aar,  p et  y 

étant  premiers  entre  eux  ; on  aura  donc 

A 4-  Ay  -f-  fiXp.ii  — mXp * 

A — Ay  — Bxpy  = nXt', 

d’où  l'on  tire  aA  — X (mp*  4 «»■). 
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Ce  résultat,  qui  a lieu  quel  que  soit  A,  prouve  que  si  un  nombre 
quelconque  A est  compris  de  deux  manières  différentes  dans  une  même 
formule  quadratique  py'  -1-  a qyz  -f-  airs*,  son  double  a A sera  le  produit 
de  deux  facteurs  X,  u,  l’un  ai  de  la  forme  my'  -f-  nz'  (ou  wt  = c), 

l’autre  X moindre  que 

Maintenant  si  A est  un  nombre  premier , comme  on  peut  faire  abstrac- 
tion du  cas  de  c = i,  on  ne  pourra  faire  ni  \=A,  ni  X=a A -,  donc 
puisque  X est  diviseur  de  a A y il  faudra  que  X soit  i ou  a;  ainsi  on  aura 
soit  A = otm*  -f-  /»**,  soit  a A z=mp‘ 

r*.  Si  on  a A~mp.'  ■+■  nt‘,  le  nombre  premier  A sera  compris  dans  la 
formule  rry'-f-nz',  qui  est  l'un  des  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
I' -f- eu'.  Mais  comme  un  même  nombre  premier  ne  saurait  appartenir 
à deux  différens  diviseurs  quadratiques  d’une  même  formule  t’  + ru* , 
il  s’ensuit  que  la  formule  my’  + nz'  doit  coïncider  avec  la  formule  donnée 
py'~i~  aqyz  -f-  airz*.  Or  on  a prouvé  (n*  a38)  que  le  nombre  premier^ 
ne  peut  être  qu’une  fois  de  la  forme  my * -f-  nz' , donc  il  ne  peut  être 
qu’une  fois  (1)  de  la  forme  équivalente  py'H-  aqyz-{-  a Kz‘. 

a*.  Si  on  a a Az=.my'-\-nz',  le  nombre  a A appartiendra  au  diviseur 
quadratique  my'-f-nz'.  Mais  de  ce  que  le  nombre  A est  compris  dans 
le  diviseur  pp'-h  aqyz  + a vz",  il  s’ensuit  que  a A est  compris  dans  le 
diviseur  conjugué  a py' aqyz-\-  nez' . Donc  comme  a A ne  peut  appar- 
tenir à deux  diviseurs  quadratiques  différons,  il  faut  que  la  formule 
apy'-\-aqyz-^-ntz‘  soit  identique  avec  my'A-nz'.  Mais  s'il  y avait  deux 
solutions  de  l’équation  A=py'-\-aqyz  + a*z‘,  il  y en  aurait  deux  de 
l'équation  aA  = apy'  + aqyz  -1-  ntz',  et  partant  deux  de  son  identique 
aA  — my'  -f-  nz',  ce  qui  est  impossible  (n*  a3g). 

Donc  le  nombre  premier  A ne  peut  être  exprimé  de  deux  manières 
différentes  par  la  même  formule  py'  -f-  aqyz  -f-  air»*;  “ donc  tout 
» nombre  P,  etc.  » 

(i4>)  Remarque.  La  proposition  précédente  et  même  les  propositions 
des  art.  a38  et  a3g,  sont  sujettes  à exception  dans  trois  cas,  savoir: 

»*.  Si  le  diviseur  quadratique  est  de  la  forme  py'-b  apyz -f- air;*,  ou 
simplement  py'  4-  rz',  ce  qui  suppose  7 = 0. 


(1)  Cette  conclusion  est  sujette  à une  exception  dont  il  sera  fait  mention  dans  la 
Remarque  suivante 
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3*.  S’il  est  de  la  forme  py'  -f-  ■sqyz  4-  3^2*,  qui  suppose  r=  iq. 

3°.  S’il  est  de  fa  forme  ay: -f- pz',  qui  suppose  r—p. 

Car  il  est  visible  que  dans  ces  diffère  ns  cas , chaque  manière  de  re- 
présenter un  nombre  donné  P par  l’un  de  ces  diviseurs,  eu  fournit  iurt- 
médiatement  une  seconde. 

Ainsi  1*.  si  l’on  satisfait  à l'cquation  Pzszpy *-f-  rz* , en  faisant 
y = mf  t — n,  on  y satisfait  aussi  en  faisant  y — m,  zts= — n,  ce  qui,, 
rigoureusement  parlant,  est  une  solution  différente.  . 

a’.  Si  l’on  satisfait  à l’équation  Psxpy*  -f-  zipyz  -f-  a7z*  en  frisant 
jr—m,  z = n,  on  y satisfait  aussi  eu  faisant  y—m,  zezs—m — a. 

3*.  Si  l’ou  satisfait  à l’ équation  P — py*  -f-  yqrz -f-^x*  eu  faisant 
y =:/»,  sas»,  on  y satisfait  aussi  en  faisant y—n,  î—m. 

Nous  appellerons,  pour  abréger,  diviseurs  quadratiques  bifides,  ou 
simplement  diviseurs  bifides,  ceux  qui  tombent  dans  l'un  de  ces  trois 
«as;  mais  nous  conviendrons  en  même  temps  de  ne  regarder  que  comme 
une  solution  les  deux  qui  vont  ainsi  ensemble  et  qui  se  déduisent  l'une 
de  l’autre  de  la  même  mauière.  Alors  les  propositions  précédentes  se* 
ront  absolument  générales  et  il  n’y  aura  lieu  à aucune  acception. 

(a4*)  «Tout  nombre  premier  A compris  dans  la  formule  qnadra— 
u tique  py*  -f-  qyz  -|-  rx*  dont  les  eoeflkiens  sont  impairs,  n’y  peut  être 
» compris  que  d'une  seule  manière , excepté  dans  le  «as  évident  où 
»■  deux  des  nombres  p,  q,  r sont  égaux.»  (On  suppose  toujours 
iypr — qf  égal  à un  nombre  positif  c.) 

O»  a déjà  vu,  n*  319,  que  1a  formule  py* -f-  qyz  -f-  rz'  renferme  les 
trois  suivantes  ; 

pr'+iqji  + ifi.' 

4 py'+iqjrz  + n' 

C p — 9+r)  y'  -K4/>  — a?)/z  + /tfw*, 

donc  il  faudra  que  le  nombre  premier  A appartienne  à l’une  de  ces 
formules.  Mais  celles-ci  étant  réduites  à la  forme  ordinaire,  où  deux 
coefficiens  sont  pairs,  il  suit  du  théorème  précédent,  que  le  nombre  A 
ne  pourra  être  compris  que  d'une  seule  manière  dans  la  formule  à laquelle 
il  appartient;  donc  il  ne  pourra  être  exprimé  que  d'une  manière  par  la 
formule  proposée  py*  -f-  qyz  -f-  rz‘t  excepté  les  cas  des  diviseurs  bifides, 
dont  nous  faisons  abstraction. 

Nota.  Les  théorèmes  précédées  concernant  les  nombres  P — A , 
Pï=.iA , premiers  ou  doubles  de  premiers,  s’applique»»  égalemeut  aux 
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nombres  de  la  forme  P=Ak,  P—  a.-/*,  k étant  on  exposant  quel- 
conque; car  dans  ces  formes,  comme  dans  celles  où  k = j , le  nombre 
P ne  pourra  appartenir  qu’à  un  seul  diviseur  quadratique  de  la  formule 
t'-(-cu*  (Voyez  n*  a3a). 

(a43)  «Soit  P un  nombre  compose’,  impair  ou  double  d'un  impair; 
» si  l’on  suppose  que  P soit  diviseur  de  la  formule  /*-}-<.'«•,  et  qu’en 
» conséquence  P soit  compris  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadra- 
» tiques  de  celte  formule , je  dis  que  P sera  toujours  exprimé  par  ces 
» diviseurs  quadratiques  de  a‘~'  manières  différentes , i étant  le  nombre 
» des  facteurs  premiers  inégaux  qui  divisent  P sans  diviser  c.  n 
En  effet,  puisque  P est  diviseur  de  la  formule  il  le  sera  de 

la  formule  x* -f- c,  et  l’équation  r‘~^  ' = e aura  autant  de  solutions 

qu'il  y a d’unités  dans  a1-1  (voyez  n*  191).  Soient  Q,  Q1,  (P,  etc.,  ces 
différentes  valeurs  de  x moindres  que  \ P,  et  soient  en  même  temps 

R,  Rt  R,  etc.  les  valeurs  correspondantes  de  la  quantité  — , on 
pourra  avec  ces  nombres  composer  les  formules 

pr' + *Qx*  + ** 

Pj'+aQf  3-f-  Rt' 

Pjr'  + aQ’jz+  Rz'  . 
etc. 

dans  lesquelles  P est  constamment  le  même,  et  qui  seront  totftes  des 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  f*  -f-  eu*. 

Soit  pjr'  -f*  aqyz-f-  n*  un  des  diviseurs  de  la  même  formule,  réduit 
à la  forme  la  plus  simple , et  dans  lequel  le  nombre  P soit  contenu , on 
pourra  donc  supposer  P=pf‘  aqfg-\~  rg‘.  Si  ensuite  on  détermine 
f‘  et  g"  d’après  l’équation  /g" — f'g  — 1 , et  qu’on  mette  fj+f'z  au 
lieu  de_y,  et  gf  ~hgz  au  lieu  de  z,la  formule  pj‘ -f-  aqyz -f- rz'  de- 
viendra par  cette  substitution  Pj'  -f-  a Mjrz  + iVz*,  et  on  aura 

=# + ?(/*'  +/ï) + <gjr  • 

N —pf“+,i<tf°g‘+rg"- 

D’ailleurs  on  pourra  toujours  prendre  f*  et  g°  de  manière  que  Af  soit 
moindre  ou  non  plus  grand  que  j P.  De  là  on  voit  que  pour  que  M 
puisse  être  successivement  égal  à chacun  des  nombres  Q,  Q , ÇP,  etc. 
(comme  cela  est  nécessaire , puisque  chaque  diviseur  quadratique 
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Fj*  -i-  aQfz-i-  Hz',  après  avoir  été  réduit  à la  forme  la  plus  simple, 
doit  coïncider  avec  l’un  des  diviseurs  représentés  par  py% -\-nqyz-\- rz‘) 
il  faut  que  les  valeurs  dey  et  g puissent  être  variées  en  autant  de  ma» 
niëres  qu’il  y a de  nombres  Q,  Çf,  Q",  etc. , c’est-à-dire  en  un  nombre 
de  manières  a^-' , i étant  le  nombre  des  facteurs  premiers,  iaégaux  et 
impairs,  qui  divisent  P sans  diviser  c. 

Donc  le  nombre  P sera  compris  de  a*-1  manières  différentes  dans  les 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  <*  + c«*. 

(244)  Si  le  diviseur  quadratique  pj’  -J-  2qyz  -f-  rz‘,  est  le  seul  affecté 
à un  même  groupe  de  diviseurs  linéaires  , il  faudra  que  les  a1-1  formes 
dont  il  vient  d’être  question  soient  comprises  dans  ce  seul  diviseur , 
et  ainsi  il  y aura  dans  ce  cas  a‘~'  manières  de  satisfaire  à l’équation 
P=: pj'  -(-  itjj  z -+-rs*.  Résultat  remarquable,  et  qui  mérite  d’être  con- 
firmé par  un  exemple. 

La  formule  t'-f-fkju*  a pour  diviseurs,  d’après  la  Table  IV,  les 
nombres  premiers  5,  7,  i5,  17,  19,  etc.;  doue  le  produit  5.7.17, 
par  exemple  , ou  595,  est  un  diviseur  de  la  même  formule.  Ce  diviseur 
étant  de  la  forme  S76x+45,  la  même  Table  fait  voir  qu’il  doit  être 
compris  dans  le  diviseur  quadratique  ’jj'-h  ayc-J-  ioz*;  et  parce  que  ce 
diviseur  est  seul  de  son  espèce,  et  qu’en  même  temps  le  nombre  com- 
pris 595  est  composé  de  trois  facteurs  impairs,  inégaux;  il  faudra, 
d’après  le  corollaire  précédent , que  5g5  soit  compris  de  a*- 1 ou  4 
manières  dans  la  formule  102*.  En  effet,  si  on  met  l'équa- 

tion 595=  77*  + ayx-f-  10s*  sous  cette  forme  (7y  -f-  z)' = 4 1 65 — 692", 
et  qu'on  donne  à a les  valeurs  successives  o,  1,  a,  3,  etc.,  on  trouvera 
les  solutions  suivantes  : 


Donc  il  y a trois  valeurs  de  2 dont  une  répond  à deux  valeurs  de  J , et 
ainsi  il  y a quatre  solutions  de  l’équation  proposée , conformément  au 
théorème. 

Remarqua  1.  Les  mêmes  exceptions  qui  ont  été  observées-  n*  241, 
lorsque  P est  premier  ou  double  d’un  nombre  premier,  ont  également 
lieu  lorsque  P est  un  nombre  composé;  mais  elles  se  rapportent  toutes 
aux  diviseurs  bifides,  et  on  peut  en  faire  abstraction. 
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Remarque  II.  Si  un  nombre  impair  P est  diviseur  de  la  formule 
r-f-  eu',  où  c est  de  forme  8n-t-5,  et  qu’en  conséquence  P soit  com- 
pris dans  le  diviseur  quadratique  pjr*-\-qyz  -f-  rz‘  dont  les  coefliciens 
sont  impairs;  on  prouvera,  comme  ci-dessus,  que  le  nombre  P sera 
compris,  de  a1-1  manières  différentes,  dans  les  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  /'  -f-  eu' , i étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux 
qui  divisent  P sans  diviser  c. 

Et  il  n’y  aura  point  exception,  quand  même  on  aurait  r=zq,  pourvu 
qu’on  regarde  la  solution  j=m,  z=n,  de  l'équation  P=pjr'-\-qpz+qz‘ 
comme  ne  différant  point  de  la  solution  _y=m,  z— — m — n. 

(a45)  « Si  c est  premier  ou  double  d’un  premier,  tout  nombre  N 
» compris  dans  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  /*-f-cn*,  n’y 
» pourra  être  compris  que  d’une  manière,  tant  qu'on  n’aura  pas 
» iV>  |c.  » 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  chercher  quelles  sont  les  conditions 
pour  que  le  nombre  N soit  contenu  deux  fois  dans  le  diviseur  quadra- 
tique pjr'-\-zqjrz  -f-  rz*.  Alors  en  faisant  pjr~\-  qz—x,  on  aurait  les  deux 
solutions 

pN—  x'  -f-  es*  = 3/'  -f-  es'*. 

Soit  1 *.  s'=s,  on  ne  supposera  pas  en  même  temps  x'=x,  parce 
qn’alors  on  aurait y=y , et  les  deux  solutions  n’en  feraient  qu’une  ; 
mais  on  peut  supposer  x'=—x,  ce  qui  donnera  p(jr-\-jr')-\-zqz—o. 

Puisque  le  nombre  c=pr — q‘  est  premier  ou  double  d’un  premier, 
les  nombres  p et  2q  seront  premiers  entre  eux,  ou  n’auront  que  a pour 
commun  diviseur. 

Dans  le  premier  cas,  on  ne  peut  satisfaire  à l’équation  p(y-\y)+2qz=.a 
qu’en  faisant_y-f^-'=  a tnq  , s = — mp.  On  a donc  alors  N —fyr‘ — a qmpp 
-f-™*p*  z=p[(j  — mqy  + cm‘'];  donc  N >pcm‘,  ou  en  général  N>po. 
Les  cas  de  p = 1 et  p—  3 ne  dJIknant  qu’une  même  solution  , on  aura 
au  moins  5;  ainsi  pour  qne  N soit  contenu  deux  fois  dans  le  même 
diviseur  quadratique , il  faut  qu’on  ait  N > 5c. 

Dans  le  second  cas,  p étant  pair,  si  l’on  fait  p — 2* , on  aura 
l’équation lr(y-i-y)-f-qz=o,  à laquelle  on  satisfait  en  faisant  z — — -te m, 

j'-\-y=qm;'d’où  résulte  N—2Ky — 2q-Kjm-\-i~x,m'-=^  ^ [(ay — ÿm)*-f-em*]. 
Donc  7V>  - cm*,  ou  en  général  2V>  On  ne  peut  supposer  p=s  a, 
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ni  7>=4>  parce  qu'il  n’cn  résulte  pas  proprement  deux  solutions,  ainsi 

la  moindre  valeur  que  puisse  avoir  p est  6,  ce  qui  donnera  N>\c. 

Soit  a*.  a'>s,  alors  ayant  x* — x'*  = c(s'* — z*),  l’un  des  facteurs 
jr-f-x',  x — x'  du  premier  membre  devra  être  divisible  par  c ; et  comme 
le  signe  de  x’  est  à volonté,  on  pourra  faire  x+x'  — eu.  De  là  résulte 

* — ■*— jc=ïcu+î-ïri*> et  np= î c*u‘ -+- 1 CI'*+z‘)‘KL^ü“*)*  ; 

donc  on  aura  Np>^c‘u' , ou  en  général  et  parce  qu'on  a 

P<V\ct  il  s’ensuit  N> 

Cette  limite  est  égale  à |c,  lorsque  c = 48,  £t  elle  est  plus  grande' 
lorsque  c surpasse  48.  D’ailleurs  en  examinant  successivement  tous  les 
cas  où  l’on  ac<  48,  on  ne  rencontre  aucune  exception  à la  proposition 
que  nous  avons  énoncée.  Donc  on  peut  dire  en  général  que  sfon  a iV<  { c, 
le  nombre  N ne  pourra  être  contenu  qu’une  fois  dans  un  même  diviseur 
quadratique  de  la  formule  f*-f-  eu‘,  c étant  premier  ou  double  d’un  premier.' 
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§ XIV.  Sur  les  moyens  de  trouver  un  nombre  premier  plus 
grand  qu’un  no  mire  donné. 


(346)  Soit  AT  on  nombre  contenu  deux  ou  plusieurs  fois  dans  U 
formule  py1  -f-  aqys  + rc* , ensorte  qu'on  ait 

M s=  pu'y-iqaS-y  rÇ‘  =p}t-\~it]yf*yr<!*; 

. t 

multipliant  tout  par  p,  et  faisant  à l’ordinaire  pr — 7’=c,  on  aura 

(pu  -f-  tf€y  -f- «€*  = (py -f- tfiy + *f’ 

Supposons  que  «oujc  soit  un  nombre  premier,  ou  qu’au  moins  si 
l'un  ou  l'autre  est  le  produit  de  deux  facteurs , l’un  de  ces  facteurs  soit 
commun  avec  p et  q;  alors  l'équation  précédente  ne  peut  avoir  lieu,  à 
moins  que  p*-\-t/6^(py-yq<f')  ne  soit  divisible  par  c.  Soit  donc 
py -+-</£  =±(/ia+yf  — ex),  on  aura,  après  avoir  substitué  et  divisé 
par  c,  l’équation 

6%-\-i(p*-y<fÇ)x-~  cjf  =/*.  (a) 

Toutes  les  fois  que  celte  équation  sera  possible , c’est-à-dire , toutes  les 
fois  qu’on  pourra  trouver  une  valeur  de  x autre  que  zéro , par  laquelle 
le  premier  membre  devienne  on  quarré  parfait,  il  s’ensuivra  que  le 
nombre  M ou  sa  moitié  11’est  pas  un  nombre  premier. 

(a47)  Si  l’équation  (a)  n’est  possible  qu’en  faisant  x-=ea,  il  ne  fendra 
pas  encore  en  conclure  que  le  nombre  M ou  sa  moitié  est  on  nombre 
premier.  Cependant  si  dans  ce  même  cas  le  diviseur  quadratique 
py‘  + ayjz-f-rz*  relatif  à la  formule  est  seul  de  son  espèce', 

ensorte  qu'un  nombre  qui  y est  contenu  ne  puisse  appartenir  à aucun 
autre  diviseur  qoadratique  de  la  même  formule  ou  en  d'autres 

termes,  si  le  diviseur  quadratique  py'  -f-  a qyz  -f-  rz'  est  seul  affecté  à un 
même  groupe  de  diviseurs  linéaires,  comme  on  en  voit  des  exemples 
multipliés  dans  les  Tables  IV,  V,  VI,  et  VII,  je  dis  qu’on  pourra  con- 
clure que  le  nombre  M 00  sa  moitié  est  un  nombre  premier  , sauf  uwo 
exception  dont  il  sera  fait  mention. 
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En  effet,  i\  ai  le  nombre  M,  compris  dans  la  formnle  py'~\-2qyz-{~n', 
est  divisible  par  deux  nombres  premiers  différens  non-diviseurs  de  c, 
on  a déjà  vu  (n*  a/,4)  que  M sera  compris  de  deux  manières  différentes 
dans  la  formule  py%  -(-  zqyz  -f-  rz*,  puisque  celle-ci  est  seule  de  son  es- 
pèce. Donc  alors  l’équation  (a)  aurait  au  moins  deux  solutions. 

. 3°.  Si  le  nombre  Af  est  égal  à une  puissance  paire  du  nombre  pre- 
mier a,  ou  si  l’on  a Afæsee**,  alors  le  nombre  M appartiendra  au  divi- 
seur quadratique  car  si  dans  ce  diviseur  on  fait  J-*-'  et 

s — à un  nombre  pair,  on  obtiendra  la  même  forme  linéaire  ^cx  + a 
qui  convient  au  nombre  M.  Mais  on  suppose  que  les  formes  linéaires 
dans  lesquelles  M est  compris  ne  répondent  qu'à  un  seul  diviseur  qua- 
dratique py‘  -f-  uqyz-i-rz';  donc  ce  diviseur,  dans  lequel  M est  contenu,’ 
n’est  autre  que  y‘-t-cz’,  ou  son  équivalent  /'•+■  i)z*.  J’ob- 

serve maintenant  que.  le  nombre  M qui  sera  exprimé  par  f‘  -f-  cg*, 
f et  g étant  premiers  entre  eux , pourra  1’ctre  aussi  par  la  simple  for- 
mule >*,  en  faisant  y—y  = a",  2 = 0;  et  quoique  cette  dernière  ex- 
pression ne  soit  pas  régulière,  puisqu’on  doit  toujours  supposer  y et  2 
premiers  entre  eux , cependant  il  n’en  est  pas  moins  vrai  qu’on  pourra 
faire  f'  -¥  cg'  — y',  et  qu’ainsi  l’équation  (a),  outre  la  solution  x = o, 
en  aura  une  aatre  qui  donne  S—  o. 

3*.  Si  le  nombre  M = a étant  un  nombre  premier,  alors  il  est 
aisé  de  voir  que  « et  M appartiendront  au  même  diviseur  quadratique. 
Car  soit  ay‘-t-  zCyz  -4-  yz'  le  diviseur  quadratique  qui  contient  «,  si  l’ou 
fait  y —a."  et  2 égal  à un  multiple  de  ac,  alors  ce  diviseur  devient  de 
la  même  forme  linéaire  4cjr-t-u  dont  est  a*"’4-1  ou  M.  Mais  il  n’y  a par 
supposition  qu’un  seul  diviseur  quadratique  qui  réponde  au  groupe  de 
formes  linéaires  dans  lequel  M est  compris  , donc  ce  diviseur 
py'  zqyz  -f-ra*  sera  identique  avec  le  diviseur  ay'  -f-  iÇyz-^-yz'.  Or 
celui-ci  offrira  toujours  deux  manières  de  représenter  M,  l’une  où  y 
et  2 seraient  premiers  entre  eux,  l’autre  où  l’on  ferait  y=a-,  z=xo. 
Donc,  en  vertu  de  ces  deux  expressions  , l’équation  (a)  aurait  encore 
deux  solutions. 

4*.  Si  on  a .!/=**",  on  prouvera,  d'une  manière  semblable,  que  le 
nombre  M appartiendra  au  diviseur  quadratique  3y‘-{~3yz~hÇ~-^z’, 
si  c est  impair,  ou  au  diviseur  si  c est  pair.  Dans  les  deux 

Cas,  le  nombre  M pourra  toujours  être  exprimé  de  deux  manières  par 
ce  diviseur , ainsi  l'équation  (a)  aura  deux  solutions. 
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5*.  Si  le  nombre  il I — 2a*“+l , on  prouvera  encore  de  la  même 
manière  , que  le  nombre  M appartiendra  au  même  diviseur  qua- 
dratique que  2* , et  qu'airisi  ce  diviseur  pourra  être  représenté  par 
a iGjz  -i-jz'.  11  y aura  donc  au  moins  deux  manières  de  satisfaire 
à l’équation  AI —py*  ■+■  a^yi  + rz*,  et  par  conséquent  au  moins  deux 
solutions  de  l'équation  (a). 

(248)  Il  parait , par  l’examen  de  tous  ces  cas,  que  si  le  premier 
membre  de  l’équatiou  (a)  ue  peut  devenir  un  quarré  que  lorsque  .r=o, 
on  peut  en  conclure  que  le  nombre  AI  ou  [AI  est  un  nombre  premier. 
11  faut  néanmoins  excepter  le  cas  où  AI  aurait  un  facteur  premier  a non 
commun  avec  r,  et  plusieurs  autres  6,  y,  etc.  communs  avec  c,  car  alors 

l'équation  — = « ne  serait  susceptible  que  d'une  solution,  et  le 

nombre  M ne  pourrait  être  représenté  que  d’une  manière  par  la  for- 
mule pj'-\-nqyz-\-rz'.  Mais  si  dune  part  le  diviseur  quadratique 
)>jr'  -f-  aqyï-4-rs*  qui  contient  M , est  seul  de  son  espèce;  si  d'autre 
part  M n'a  aucun  divisenr  commun  avec  c,  et  que  la  quantité... 
£‘-\-i(pz-\-qÇ,)x — ex*,  formée  d'après  la  valeur  M=pa,‘-\-2qa.C~\-i£,i 
ne  puisse  être  égale  à un  quarré  que  dans  le  seul  cas  de  x=o,  on 
pourra  conclure  avec  certitude  de  ces  conditions  réunies,  que  le  nombre 
AI  ou  sa  moitié,  s’il  est  pair,  est  un  nombre  premier. 

(0/19)  Cela  posé , si  on  prend  pour  a et  £ des  nombres  quelconques 
premiers  entre  eux,  on  pourra  regarder  comme  autant  de  théorèmes  les 
résultats  suivans  choisis  entre  plusieurs  autres  semblables  qui  sont  con- 
tenus dans  nos  Tables.  Ils  indiquent  diverses  formules  générales  dans 
lesquelles  tout  nombre  compris  sera  premier  ou  double  d'un  premier, 
si  la  formule  conditionnelle  ne  peut  être  un  quarré  que  lorsque  x=o  , 
et  si  en  même  temps  M et  c sout  premiers  entre  eux,  ainsi  que  « et  S 


THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Formule  de  nombres  premiers, 


Formule  conditionnelle. 


+ + 

a."  -+-  ■+■  5 C“ 

a*  ■+•  «£  1 1 C * 

a'  + afi-f-i  7e* 
5a‘-t*3aC  + 

5«*-+-5a£-4- 15£* 


lQJt* 

43jc* 
G7.1* 
j a3a'* 
»65jc* 
a 55** 


**-f-  106* 
»*  -f-  aaC* 
a1 4“  irSC* 
Set*  *4“ 1 46* 
5#  -J-  54«* 
5a*  4-  586* 


6" -H  toux  — 70*' 

€'  -f-  Cxtx 103*' 

C*-t-  io*x — 190 J 


v'-  --  . 

(a5o)  Pour  s'assurer  si  la  qnantitt 
être  un  quarré  que  lorsque  x = o , 
valeurs  en  nombres  entiers  comprises  entre 

don  6‘+a(pa.-\-q€)x — cx*=o.  1 

general  “ v'f’M,  M étant  le  nombre  pa.'  + oqa.C-^-rC*  dont 

terminer  la  nature.  I.a  formule  la  pins  avantageuse 
le  moins  d'essais,  est- donc  celle  où,  toutes  1 
p sera  le  plus  petit,  et  c le  plus  grand. 

Par  exemple , si  on  considère  la  formule  a*  -H  a< 

3«*4-aaC-|-8a£*,  afin  de  l’assimiler  à la  formule  genér 
le  nombre  des  essais  pour  s’assurer  si  le  nombre  . 

est  un  nombre  premier,  sera  , ou  à peu  près  y *■ 

La  formule  5«’+38£’,  qui  répond  au  nombre  c=  190,  est  encore  plus 


; Ç‘+3(ptt+<fÇ')x— exx  ne  peut 
il  faudra  essayer  pour  x toutes  les 
— — *»  les  deux  racines  dedéqua- 

Le  nombre  des  essais  est  donc  en 
on  veut  dé- 

ou  celle  qui  exige 
choses  d'ailleurs  égales. 
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avantageuse,  au  moins  en  prenant  <x  impair;  car  si  l’on  fait  Ar=5a’+58f‘> 
le  nombre  des  essais  sera  ou  p^V/Af-  Si  l'on  suppose 

de  plus  dans  cette  seconde  formule,  que  le  nombre  G soit  impair,  ainsi 
que  a,  la  quantité  £*-f-io<xx — i gojr*  ne  pourra  être  de  la  forme  8/i-f-i, 
ni  par  conséquent  devenir  un  quarré,  à moins  qu’on  ue  suppose  x de  la 
forme  4 A ou  4 Æ — a,  et  ainsi  les  formes  4^+3,  4^'  — a étant  exclues, 

le  nombre  des  essais  se  réduit  à ^y/iV. 

(a5i)  Enfin  on  peut  observer  que  plus  a sera  petit,  plus  la  limite  de  .r 
sera  petite.  D'après  toutes  ces  considérations,  voici  la  manière  qui  parait 
la  plus  simple  de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand  qu'une  limite 
donnée  L. 

Ayant  fait  c=i,  prenez  pour  G un  nombre  impair  >^5^  et  non- 

drvisiHe  par  5,  vous  aurez  le  nombre  impair  N = 5-f-  38C*  plus  grand 
que  la  limite  donnée  L;  ce  nombre  n’a  point  de  diviseur  commun  avec 
igO;  donc  pour  savoir  si  N est  un  nombre  premier,  il  restera  à exa- 
miner s’il  y a une  valeur  de  x autre  que  zéro  qui  puisse  rendre  la  quan- 
tité 6*+  iojc — iqox*  égale  à un  quarré.  Les  valeurs  dex  à essayer  se- 
rout  tous  les  nombres  de  forme  4^  ou  4A  — 3 , tant  positifs  que  négatifs, 

moindres  que  : si  aucun  de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité  dont 

il  s’agit  égale  à un  quarré,  on  en  conclura  que  le  nombre  5-f-58£*  est 
un  nombre  premier. 

Soit  proposé,  par  exempte,  de  trouver  par  celte  méthode  un  uombre 
premier  plus  grand  que  1000000;  on  prendra  G impair  et  > 

Soit  |G3,  il  faudra  voir  si  ou  peut  satisfaire  à l'équation 
a65ftg  + iar  — igo.c’ 3±=y*.  *i 

Les  valeurs  de  x à essayer  seront  seulement  — 1 , 3,  ±4»  — ï,  y, 
±8 , — g,  11;  et  comme  aucune  d’elles  ne  rend  le  premier  membre 
égal  à un  quarré,  il  s'ensuit  que  le  nombre  5 -J-  38£*=  1009637  est  un 
nombre  premier. 

(>82)  Dans  des  exemples  plus  compliqués,  on  parviendrait  facile- 
ment à diminuer  encore  le  nombre  des  tentatives , en  observant  quels 
sont  les  restes  des  quarrés  divisés  par  5,  par  7,  ou  par  quelqu’autre 
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nombre  premier , et  excluant  les  valeurs  de  x qui  ne  peuvent  donner 
ces  restes.  Ainsi,  eu  prenant  G = 5 /»,  on  trouverait  que  x ne  peut  avoir 
aucune  des  quatre  formes  gÀ+3,  9^+4»  9*4-6,  9*4-7 , ce  qui  ré- 
duit le  nombre  des  essais  aux  J du  nombre  total.  Si  l’on  avait  6=22/cfci, 
les  formes  exclues  seraient  x=  1 1Z4- 1,  6,  8,  g,  10,  et  le  nombre  des 
essais  serait  réduit  aux  ■£.  Donc  par  la  combinaison  de  deux  semblables 
suppositions,  c’est-à-dire  en  prenant  G=66mzfcai , le  nombre  des  va- 
leurs de  x à essayer  se  réduirait  à ou  ÿj  du  nombre  total,  qui  est 
environ  et  deviendrait  seulement 

Soit,  par  exemple,  £=681;  pour  savoir  si  le  nombre  5-J-38G* 
si;  623  ga5  est  un  nombre  premier,  il  faut  voir  si  on  peut  satisfaire 
à l'équation  463761  -f-  iox — igox'tsy*;  et  d’après  ce  que  nous  venous 
de  trouver,  les  valeurs  de  x à essayer  se  réduisent  aux  suivantes  : 

11,  37,  35,  5G,  44,  47,  —4,  —8,  —9,  —17,  — a8,  -37,-40,  —44. 

Or  la  valeur  35  donne  = donc  le  nombre  dont  il  est  question 
n’est  pas  un  nombre  premier. 

Soit  encore  £=747,  on  aura  la  quantité  558009-f-iox — igox*, 
dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  x chacun  des  nombres  suivans  : 

1 »,  27,  35, 36, 44, 47, — 4, — 8, — 9, — 17, — 38, — 37,-40, — 44, — 5a, — 53. 

Et  comme  on  trouve  qu’aucun  de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité  dont  il 
s’agit  égale  à un  quarré  , il  s'ensuit  que  le  nombre  5-f-38G’=2i  ao4  347 
est  un  nombre  premier. 

(a53)  On  peut,  d’après  ces  principes,  expliquer  d’une  manière  satis- 
faisante, pourquoi  certaines  foi-mules  renferment  une  suite  de  nombres 
premiers  assez  étendue.  (Voyez  Introd.  n°  XX.) 

Par  exemple , on  trouve  dans  la  Table  ( n*  249  ) T10  formule 

4-*4-4I  dm*  être  égale  à un  nombre  premier,  toutes  les  fois  que  la 
quantité  1 ~f-  (4ct  -f-  a)x  — i63x*  ne  pourra  devenir  un  quarré  qu’en  fai- 
sant x — o.  Or  on  voit  au  premier  coup-d’œil,  que  cette  quantité  ne 
pourra  être  un  quarré , ni  même  un  nombre  positif,  tant  que  4a-f-a 
sera  < »63  , ou  a <40.  Donc  si  on  lait  successivement  a = o,  i, 
3,  3. . . jusqu'à  39,  toutes  les  valeurs  qui  en  résulteront  pour  f-41, 
doivent  être  des  nombres  premiers. 

On  trouve  également,  dans  la  Table  du  n“  249,  que  la  formule 
*‘  + 58  désigne  un  nombre  premier  ou  son  double,  toutes  les  fois  que 
1 -f-accr — 58x*  ne  pourra  être  un  quatre  (excepté  en  fusant  x = o). 
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Or  il  est  manifeste  que  cette  quantité  ne  peut  être  nn  quarré  tant  que  ot 
sera  au-dessous  de  ag.  On  voit  donc  a priori  que  les  ag  premiers  nombres 
contenus  dans  la  formule  a*  -f-  58  doivent  être  premiers  ou  doubles  de 
premiers. 

11  en  est  de  même  des  îg  premiers  nombres  contenus  dans  la  for- 
mule 5a* -f-  38,  parce  que  la  quantité  i -f-  toajc — igoa.*  ne  peut  devenir 
un  quarré  tant  que  a est  au-dessous  de  ig. 

Hemorque.  Le  problème  de  déterminer  un  nombre  premier  plus  grand 
qu’un  nombre  donné,  n’est  pas  résolu  complètement  dans  ce  paragraphe. 
On  a indiqué  seulement  diverses  formules,  dans  lesquelles  prenant  au 
hasard  un  nombre  plus  grand  que  la  limite  assignée,  il  y a déjà  une  pro- 
babilité assez  grande  que  ce  nombre  sera  premier.  Mais  pour  s’en  assu- 
rer entièrement , il  faut  faire  des  essais  qui  sont  d'autant  plus  longs  , que 
le  nombre  dont  il  s'agit  doit  être  plus  considérable  ; et  si  cette  grandeur 
passe  certaines  limites , il  pourra  être  plus  avantageux  de  suivre  les  mé- 
thodes indiquées  dans  le  paragraphe  suivant. 
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§ X V.  Usage  lias  Théorèmes  précédent  pour  reconnaître  si 
un  nombre  donné  est  premier  ou  s'il  ne  l'est  pas. 

(j54)  Les  Tables  <le  nombres  premiers  qu’on  a construites  jusqu'à 
présent  n'étant  pas  fort  étendues,  il  serait  à desirer,  pour  la  perfec- 
tion delà  théorie  des  nombres,  qu'ou  trouvât  une  méthode  praticable 
nu  moyen  de  laquelle  on  put  décider  assez  promptement  si  uu  nombre 
donné  qui  excède  les  limites  des  Tables  est  premier  ou  s'il  ne  l'est  pas. 
Eu  attendant  que  cette  méthode  soit  trouvée , nous  allons  faire  voir  quels 
secours  on  peut  tirer  des  théorèmes  exposés  jusqu'à  présent,  pour  la  so- 
lution de  ce  problème  particulier. 

On  a déjà  vu  que  si  le  nombre  proposé  A est  de  la  forme  n*  dfc  i , 
ou  s’il  est  seulement  diviseur  de  cette  formule  , tout  nombre  premier 
qui  divise  A doit  être  de  la  forme  rex-f-i  ou  a nx-f- 1 lorsque  n est  im- 
pair; car  s'il  n’était  pas  de  cette  forme,  il  diviserait  le  nombre  plus  petit 

a d=i , v étant  un  diviseur  impair  de  n.  Ayant  donc  examiné  tous  les 

nombres  a dtzi  , qui  remplissent  cette  condition,  si  aucun  de  leurs  fac- 
teurs premiers  ne  divise  A , on  sera  assuré  que  les  diviseurs  de  A ne 
peuvent  être  que  de  la  forme  mentionnée  n.r-f- 1 ou  a/i-r-f-  1;  et  si  n 
est  impair,  il  faudra  non-seulement  que  les  diviseurs  de  A soient  de  la 
forme  anx-f-  1 , mais  qu'ils  soient  aussi  de  l'une  des  formes  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  t’rtau*.  Ces  formes  étant  connues  par  nos 
Tables  (au  moius  lorsque  a ne  passe  pas  leurs  limites),  on  pourra,  par 
la  combinaison  de  ces  deux  conditions,  réduire  beaucoup  la  multitude 
des  nombres  premiers  moindres  que  ^ A par  lesquels  il  faut  essayer 
de  diviser  A.  Nous  avons  déjà  donné  des  exemples  de  cette  méthode 
dans  le  § V;  nous  ajouterons  encore  les  deux  suivans. 

(a55)  Considérons  1'.  le  nombre  a*1— 1 =(as— 1).  1060401 , et  pro- 
posons-nous de  trouver  tous  les  diviseurs  du  facteur  1080401  — A ; 
comine  ce  nombre  n’est  pas  divisiblé  par  as — 1 =5i , il  ne  peut  avoir 
pour  diviseur  qu»  des  nombres  de  la  forme  5ox-}- 1.  De  plus,  le  nombre 
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A étant  diviseur  de  la  formule  a*‘ — a qui  est  de  la  forme  <*— - au*,  il 
faudra  que  les  diviseurs  de  A soient  de  la  forme  Ba-f-i , ou  de  la  forme 
8/i-f-y.  Mais  la  forme  5ox-f-i  renferme  les  quatre 

aoox-f-i,  Sif  101,  i5t; 

excluant  donc  la  seconde  et  la  troisième  qui  ne  s'accordent  pas  avec  les 
formes  8n-+- 1 et  8«-f-7 , il  ne  restera  pour  les  diviseurs  de  A que  les 
deux  formes 

aoox-f-i,  aoox+i5i. 

Les  nombres  moindres  que  y/ A compris  dans  ces  formes  sont  : 

i5i,  aoi,  35i,  4°*»  55i,  6oi,  75i,  801,  gSi,  1001  ; 

d’où  excluant  ceux  qui  ne  sont  pas  premiers,  il  reste  les  quatre  seuls 
nombres  i5i , 401>  601,  75i,  par  lesquels  il  faut  essayer  de  diviser  A. 

La  division  ne  réussit  ni  par  i5i , ni  par  401,  mais  elle  réussit  par 
Goi  , et  on  a pour  quotient  1801  ; donc  le  nombre^  n’est  pas  un  nombre 
premier.  Et  quant  au  quotient  1801 , il  est  nécessairement  premier,  car 
s'il  ne  l'était  pas,  il  admettrait  la  division  par  un  nombre  moindre  que 
y'  1801 , ce  qui  n’est  pas  possible , puisque  le  moindre  nombre  premier 
qui  divise  A est  Goi.  Donc  on  a simplement  ^=601 .1801. 

Considérons  a”,  le  nombre  a”  — i=(a* — i).a6a657,  et  soit  proposé 
de  trouver  les  diviseurs  du  nombre  A= a6a657  ; il  est  facile  de  s’assurer 
que  ce  nombre  n’est  divisible  par  aucun  de  ceux  qui  divisent  a1 — t ou 
a*  — 1 ; donc  ses  diviseurs,  s’il  en  a,  sont  de  la  forme  54x  -f-  1. 
D’ailleurs  A étant  lui-mèrae  diviseur  de  a*'  — a,  les  diviseurs  de  A sont 
aussi  de  la  forme  <*—  au*,  et  par  conséquent  de  l’une  des  formes  8u-f-t 
et  8u-f-7.  Si  on  combine  donc  ces  deux  fermes  avec  la  forme  54x-f-r, 
on  aura  les  deux  formes  a 1 Gx-f- 1 , a iGx-)-S5,  lesquelles  ne  comprennent, 
au-dessous  de  — 5i  a , que  les  cinq  nombres  55,  at7,  a7i,  435,  487. 

Retranchant  de  ceux-ci  les  nombres  composés,  il  ne  reste  à essayer  que 
le»  trois  nombres  premiers  a7i,  453,  487  ; et  comme  aucun  de  ces  trois 
nombres  ne  divise  a6a657  , on  en  conclura  avec  certitude  que  aCa657 
est  un  nombre  premier. 

(a56)  En  général , étant  proposé  nn  nombre  quelconque  A , on  tâ- 
chera de  ramener  ce  nombre  ou  un  de  scs  multiples , à la  forme  C-f-au", 
a étant  un  nombre  le  moins  grand  possible , et  qui  ne  passe  pas  les  li- 
mites des  Tables.  Pour  cela,  ij  faut  extraire  la  racine  quarrée  tant  de 
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A que  de  quelques-uns  de  ses  multiples  a A , 5 A,  i\A , etc.,  et  on  fera 
ensorte  que  le  reste,  positif  ou  négatif,  soit  de  la  forme  au',  u'  étant 
le  plus  grand  quarré  par  lequel  ce  reste  est  divisible. 

Dès  qu'on  aura  mis  A , ou  en  général  kA  sous  la  forme  t'dzau',  on 
sera  sur  que  les  diviseurs  de  A sont  compris  parmi  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  la  formule  rd=au'\  et  comme  ces  formes  linéaires  ex- 
cluent la  moitié  des  nombres  premiers,  autant  on  aura  trouvé  de  formes 
différentes  pour  A ou  kA , autant  de  fois  on  aura  réduit  à moitié 

le  nombre  de  diviseurs  à essayer  pour  le  nombre  A.  Si  donc  il  y a m 
nombres  premiers  compris  depuis  i jusqu'à  A , et  que  i soit  le  nombre 
des  formes  <*±  ou*  dout  il  s’agit,  on  n'aura  plus  à essayer  que  (j)'.m 
nombres  premiers , pour  s'assurer  si  A est  premier,  ou  s’il  ne  l'est  pas. 

Si  A était  un  diviseur  de  la  formule  o*dbi , ou  a"±i",  a et  b élaut 
premifers  entre  eux,  on  aurait  de  plus  les  conditions  dout  nous  avons 
déjà  parlé,  qu’on  combinerait  avec  celles  qui  résultent  de  la  forme 
l'^zau'. 

(aSy)  Enfin  on  peut  encore  indiquer  un  moyen  qui  le  plus  souvent 
aura  du  succès.  11  consiste  à convertir  en  fraction  continue  ÿ A ou 

^/a  A,  t/5  A , etc.  Car  si  en  général  - ■ 1 est  un  quotient-complet 

provenant  du  développement  de  \ /kA , et  que  ~ soit  la  fraction  con- 
vergente qui  répond  à ce  quotient,  on  aura  (n*  3o)  ±Z>=/7* — kAtf‘, 
ou  kAi/'=/>'zç;D.  Donc  les  diviseurs  de  A sont  diviseurs  de  p'zpD , 
ou  en  général  de  t'^zDu',  savoir  de  t *-+-ZJu*  lorsque  le  quotient- 
complet  est  de  rang  pair,  et  de  t'  — Du * lorsqu'il  est  de  rang  impair. 

Dans  cette  opération,  le  nombre  D n'excède  jamais  a y'kA , et  le 
plus  souvent  il  est  beaucoup  plus  petit;  ainsi  ou  pourra  connaître,  par 
ce  moyen,  des  formules  assez  simples  t*±Du*  dont  les  facteurs  de  A 
doivent  être  diviseurs.  Et  s'il  arrivait  qu'on  trouvât  deux  formules 
t'-i-Du',  t*i — Du'  contenant  la  meme  valeur  de  D,  il  s'ensuivrait  que 
A qui  divise  l'une  et  l’autre,  divise  /*- f-t'*,  et  par  conséquent,  que  ses 
propres  diviseurs  doivent  être  aussi  de  la  forme  y‘+s’,  et  delà  forme 
linéaire  4*4- 1 » ce  abrégerait  les  calculs. 

(a58)  Appliquons  ces  principes  au  nombre  333667 —A.  On  trouvera 
d’abord,  par  l’extraction  de  la  racine,  A= 577* -J- 8a. 5*;  donc  A est 
ilc  la  fonue  t*4-8au*,  et  ses  diviseurs  doivent  être  du  nombre  de  ceux 
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qui  conviennent  à cette  formule.  Pour  trouver  d’autres  formes,  j’essaie 
de  décomposer  des  multiples  àc  A , je  trouve , par  exemple , . . . 
5A  = 1001 001  =(  1001  to(io)*,  quantité  de  la  forme  <* — iou*; 
donc  les  diviseurs  de  A doivent  être  de  l’une  des  formes  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  <*  — ion’.  Ces  deux  formes  réduiraient  déjà  au  quart 
sèulcment  les  nombres  premiers  qui  sont  à essayer  pour  diviseurs  de  A , 
et  qui  doivent  être  moindres  que  A ou  577.  Mais  comme  l'opération 
serait  encore  longue , nous  chercherons  de  nouvelles  formes  par  le  déve- 
loppement de  y/ A en  fraction  continue.  Ce  développement  donne  les 
quotiens-complets  qui  suivent  : 


ÿ A + 0 

VA  4-  577 

\/A  4-  161 

VA  4-  a5S 

VA  4-  387 

1 ■ » 

738  » 

4*7  ’ 

643  » 

286 

VA  +471 

y/  A 4-3n 

VA  4-  a<)5 

VA  4-  5ig 

Ÿ A -+■  4a9 

39i  * 

606  » 

4=7  ’ 

i58  * 

947 

t /A  4-  5i8 

VA  4-  5i7 

VA  4-  445 

V A + 54a 

etc. 

. 69  * 

1 

*4*  ’ 

288  » 

De  là  on  voit  que  les  diviseurs  de  A doivent  diviser  les  formules 

f -f-  738u*  ou  t*  -f-82u*,  t’ — F-}-G43u* , etc. 

Les  plus  simples  sont  f*4-8au*,  t*  — 69a*,  et  t*4-au*  , car  c’est  à 
cette  dernière  que  se  réduit  la  formule  t*  -J-  a 88u*  donnée  immédiate- 
ment par  le  terme  D = 388. 

Si  à ces  formes  on  ajoute  celle  qui  a été  déjà  trouvée  ('  — t ou* , on 
sera  en  état  de  dimiuuer  beaucoup  le  nombre  des  essais  qui  restent  à 
faire.  El  d’abord  les  diviseurs  de  t‘  -f-  au*  étant  de  la  forme  8/1  -f-  i 
ou  8u-f-3;  et  ceux  de  t*—  1 ou*  étant  ^ox-j-  1,  3,  9,  i3,  37,  5i,  37, 
39  ; si  on  rejette  parmi  ceux-ci  les  formes  qui  ne  sont  pas  8»  -f-  1 ot| 
8« -4-  3 , il  ne  restera  que  les  formes  4ox-f-i,  3,9,  37. 

Maintenant  si  on  développe  tous  les  nombres  premiers  compris  dans 
ces  formes  jusqu’à  577  qui  est  \/ A , on  trouvera 

1,  3,  41 , 43,  67,  83,  89,  107,  i63,  337,  341,  381,  a83, 
347,  4ot,  409,  443,  449,  467,  481,  53i,  533,  547,  563,  56g; 

d’où  éliminant  ceux  qui  ne  peuvent  être  diviseurs  de  t'  69;/* , ce  qu’ou 

reconnaîtra  facilement  (Table  III)  par  les  formes  37&C  -f-  a qui  con- 

37 
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tiennent  à ces  diviseurs , U rester*  > 

• a • • 

; r,  83,  8g,  10 7,  i63,  227,  281,  4OI'>’4°9>  467,  5a  1 j 

%- 1 563,  569. 

a. 

Enfin  rejetant  de  même  parmi  ces  derniers  ceux  qui  ne  peuvent  être 
diviseurs  de  la  formule  /*  -f-  8a u%,  ou  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  3a8x+<r 
<pii  convient  à ces  diviseurs  (Table  VI),  il  ne  restera  à essayer  que  les 
sept  nombres  premiers: 

83,  107,  i63,  401,  409,  467,  5Gg. 

Or  aucun  de  ces  nombre*  ne  divise  335G67 , ainsi  on  est  assure  que 
333667  est  un  nombre  premier: 

Ou  aurait  diminué  de  beaucoup  le  nombre  des  tentatives , si  on  eût 
observé  que  5 A étant  1001001  = io‘  -f-  io’  1 = ^ j , les  diviseurs 

de  A doivent  diviser  io* — 1 , et  par  conséquent  doivent  avoir  la  forme 
i8,r-+-  1.  Mais  nous  avons  voulu  foire  voir  comment  an  doit  procéder 
lorsqu'on  n'a  aucune  donnée  sur  la  nature  du  nombre  qu’on  examine. 


(>5g)  Proposons-nous  encore  le  nombre  to  ogi  4°i  —Ai  il  faudrait, 
suivant  le  principe  général , essayer  la  division  par  tous  les  nombres 
premiers  moindres  que  \ /A , c'est-à-dire  moindres  que  3176.  Mais  pour 
diminuer  le  nombre  de  ces  tentatives,  nous  chercherons  tout  d'un  coup, 
par  le  développement  de  \/ A en  fraction  continue  , les  diverses  formules 

l'  ± Du'  dont  A doit  être  diviseur.  Soit  1 l'expression  générale  du 

(uoùent-coiapJet,  ou  trouvera  que  les  valeurs  de  B fournies  par  cette 
opération  sont  successivement:  • 

D — 1,  44*3  = 177.5*,  1928  = 482.2*,  1709,  2189,  5o33  = 337.3*, 
2872=718.2*,  »3ii  = 3r.g*,  3735,  384=6.8*,  5585  , 4^7» 
3648  = 57.8*,  2619,  249-3,  i83,  2019,  720  = 5. 12* , 2963, 
i52=  38.2*,  2061  =?*  229, 3.* , 565,  43o  = 3o.4*,  1119,,  54*5, 
2712  = 678.2*,  *525=  ioi,5*,  3789  = 4a,-3*,  184=46.2*,  etc. 

De  là  011  deibiit  déjà  plusieurs  foi-mules  assez  simples  , desquelles  A 
doit  être  diviseur.  Ces  formules  sont  : 

5iV,  t*  -(-  6*^,  <*  — 57 «*,  i*  -f-5u* , i*-f-38u*,  /* — 3ou’,  t*  — 4®“*- 
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Mais  il  est  à observer  que  la  formule  — 5o u‘  n’apprend  rien  de  plus 

que  les  deux  précédentes  /*  -f-  6u*  > <*  + 5“'  » car  si  un  nombre  pre- 
mier est  diviseur  de  <*  + G«*  et  de  /*  -f-  5u* , il  sera  diviseur  de  t‘ — 3ou*; 
de  même  la  formule  t'  4-  58u*  est  censée  comprise  dans  les  deux  précé- 
dentes r*  -f-  6u* , t'  — 57 «*.  11  ne  reste  par  conséquent  des  sept  formule* 
précédentes,  que  cinq  qui  soient  distinctes  les  unes  des  autres,  et  qui 
pouvant  chacune  réduire  le  nombre  des  essais  à moitié,  pourront  par 
leur  combinaison  réduire  ce  nombre  h sa  trente-deuxième  partie.  Par  ce 
moyen , le  nombre  des  essais,  on  celui  des  nombres  premiers  moindres 
que  \/ A , qui  aurait  été  environ  434»  *e  réduit  à 14,  et  l’opération 
devient  pradcable-  On  aurait  pu  encore  prolonger  davantage  le  calcul 
des  valeurs  de  D , et  il  en  serait  résulté  les  nouvelles  formules  1‘ — 55 a*, 
t* — 97“*,  f-i -3u*,  dont  A doit  être  diviseur.  Avec  tous  ces  secours, 
voici  comment  on  trouvera  toutes  les  formes  liaéaires  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  A. 

1*.  Les  diviseurs  de  1‘  -)-  3 u*  sont  en  général  de  la  forme  (Àr  -f-  1 , 
laquelle  contient  les  quatre  formes  34x4-  I>7>  >3,  19. 

a*.  De  ces  quatre  formes , il  n’y  en  a que  deux  qui  peuvent  diviser 
t*  ri-6u*,  ce  sont  a4-r-f-i,  34x4-7. 

5*.  Ces  dernières,  considérées  par  rapport  aux  multiples  de  5 , con- 
tiennent les  huit  formes  1 aox  — f-  1 , 7 , 5i  , 49 , 7$ , 79 , 97 , io5 , parmi 
lesquelles  écartant  celles  qui  ne  peuvent  diviser  t‘  -f-  5u‘,  il  restera  les 
quatre  formes 

130x4-1,  7,  4g,  io3. 

Les  nombres  premiers  contenus  dans  ces  formes  diviseront  donc  à-la- 
fois  les  trois  formules  t‘  -f-  3u* , 1*  4-  fi «* , (•  -f-  5«*. 

4*.  Si  les  quatre  formes  précédentes  sont  développées  par  rapport  aux 
multiples  de  11  ; c’est-à-dire,  si  au  lieu  de  ,r,  on  met  successivement 
nx,  nx-f-i,  11x4-3,  etc.,  et  qu’on  rejette  les  multiples  de  11,  il 
en  résulte  les  quarante  formes  suivantes  : 

i3aox4-i,  7,  49»  io3,  137,  169,  aî3 , 341,  a47x  389,  343, 
3fii,  367,  409,  4^3,  481 , 4®7j  5ag,  601,  607,  703,  731, 
7a7>  769»  8a3>  84>>  a89»  943  , 96ij  967»  ,009  > «o**3» 
1081,  1087,  nag,  n83,  taoi,  1307,  1349,  i3o3. 

Parmi  ces  formes , il  ne  faut  conserver  que  celles  qui  peuvent  diviser 
t‘ — 55«*;  pour  cet  effet,  on  prendra  dans  la  Table  III  les  formes  aaox-f-d 
qui  divisent  t‘~  55u'  ; et  la  comparaison  faite,  on  trouvera  qu’il  ne  reste 
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que  les  vingt  formes  : 

1 320x4.  i,  49,  jo3,  169 , 223;  247,  289,  36i,  567,  46T; 
487,  529,727,823,841,-889,961,  io8r,  «087,  1 3o3. 

Maintenant  si  l'on  prend  les  nombres  moindres  que  5176  compris 
dans  cette  formule,  et  quon  en  exclue  les  nombres  composés,  ils  se 
réduiront  aux  suivans  : 

ioô,  223,  367,  487,  727,  823,  1087,  i3ai,  1423,  >489,  * 

i543,  1609,  i783,  2143,  21G1,  2281,  2689,  3ooi , SiGg. 

Excluant  encore  de  ceux-ci  les  nombres  qui  ne  peuvent  diviser  /*  | Siu* 
il  restera  les  onze  suivans  : 

io3,  727,  1087,  i32i,  1423,  1489,  1609,  i783, 

2143,  2281 , 3i6g. 

Enfin  si  on  exclut  de  même  ceux  qui  ne  peuvent  diviser  t'  4-  38 u‘,  on 
n’aura  plus  que  les  six  nombres 

727,  1087,  1423,  1489,  i783,  2281; 

et  la  condition  qu’ils  soient  diviseurs  de  t*  — 46tt* , les  réduira  de  nou- 
veau aux  trois  nombres 

727,  i4*5,  2281. 

11  est  inutile  d’aller  pins  loin  dans  la  réduction  de  ces  nombres,  et  on 
aurait  meme  pu  se  dispenser  d aller  aussi  loin  ; or  on  trouve  qu’aucun  de 
ces  nombres  ne  divise  10  ogi  401,  on  pourra  donc  conclure  avec  certi- 
tude que  10  091  401  est  un  nombre  premier. 

Euler  est  parvenu  au  même  résultat,  eu  s'assurant  que  10  oqi  401  ne 
peut  se  décomposer  que  d’une  seule  manière  en  deux  quarrés  , ce  qui 
est  un  caractère  essentiel  des  nombres  premiers  4/2 -f-  1.  (Voyez  le 
Tom.  IX  des  No  fi  Comm.  Petrop.  Voyez  aussi  les  Mémoires  de  Berlin 
année  17”!. ) > 
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THÉORIE  DES  NOMBRES  CONSIDÉRÉS  COMME 
DÉCOMPOSABLES  EN  TROIS  QUARRÉS. 


§ I.  Définition  de  la  Jbrme  trinaire  ; Nombres  et  diviseurs 
quadratiques  auxquels  cette  Jbrme  peut  ou  ne  peut  pas 
convenir. 

(2G0)  Les  nombres  susceptibles  d’être  décomposes  en  trois  quarrés, 
forment  diverses  classes  très-étendues  qui  jouissent  d’un  grand  nombre 
de  belles  propriétés,  et  sous  ce  point  de  vue,  ils  méritent  de  fixer  l’at- 
tention des  analystes.  Nous  appellerons,  pour  abréger , forme  trinaire 
d’un  nombre , toute  manière  d’exprimer  ce  nombre  par  la  somme  de 
trois  quarrés  ; ainsi  59  pouvant  se  représenter  par  a5  -j-  a5  + g , et 
par  49  + 9 + 1 i chacune  de  ces  expressions  sera  une  forme  ou  valeur 
trinaire  de  5 9. 

Une  forme  trinaire  est  composée  en  général  de  trois  quarrés,  mais 
elle  peut  ne  l’être  que  de  deux  ou  même  que  d’un  seul , parce  que  dans 
ces  cas  , zéro  sera  regardé  comme  quarré  complétif.  Ainsi  26  a deux 
formes  également  trinaircs  a5-f-i  et  1 6 — f—  q — f-  t . 

(2G1)  Lorsqu’un  nombre  est  divisible  par  un  quarré,  les  formes  tri- 
naires  particulières  à ce  nombre  sont  celles  dont  les  trois  termes  ne  sont 
pas  divisibles  par  un  même  quarré  : celles  dont  les  trois  termes  auraient 
un  même  diviseur,  sont  en  quelque  sorte  étrangères  à ce  nombre,  et 
doivent  être  regardées  comme  des  formes  trineures  impropres.  Ainsi  189 
a trois  formes  triuaires  propres , savoir 

i3*  + 4*  + a* 

10*4-8*  + 5* 

11*  + 8*  + 2*, 

et  une  forme  trinaire  impropre  , savoir  1 2*  + 6*  + 3*  ; car  les  trois 
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termes  de  celle-ci  étant  divisibles  par  3*,  cette  valenr  n'est  autre  chose 
qu’une  forme  trinaire  de  ai  , savoir  4’  + a*-+>  dont  on  a multiplié 
tous  les  termes  par  3*. 

Les  formes  trinaires  impropres  d'un  nombre  a*c  se  déduisent  des 
formes  trinaires  propres  du  nombre  c , en  multipliant  les  termes  de  celles- 
ci  par  a.';  et  s’il  y a plusieurs  quarrés  diffère  ns  qui  divisent  un  nombre 
proposé , il  y aura  également  plusieurs  manières  de  trouver  des  formes 
trinaires  impropres.  C’est  pourquoi , dans  tout  ce  qui  suit , nous  ne 
considérerons  jamais  que  les  formes  trinaires  propres  des  nombres  ; 
nous  les  appellerons  simplement  formes  trinaires,  et  nous  ferons  ab- 
straction des  formes  trinaires  impropres. 

(262)  Une  forme  trinaire  propre  peut  être  composée  de  deux  quarrés 
seulement , pourvu  qu’ils  n’aient  pas  de  commun  diviseur , car  en  y 
ajoutant  le  quarré  complétif  o* , les  trois  termes  ne  sont  pas  divisibles 
par  un  même  nombre.  Ainsi  a5  •+■  16  est  une  forme  trinaire  de  4>  , 
aussi  bien  que  36  -f-  4 1 . 

Mais  un  quarré  tout  seul,  excepté  1 , ne  peut  être  une  forme  trinaire, 
puisque  m*  o*  -f-  o*  a ses  trois  termes  divisibles  par  m*. 

(a63)  « Aucun  nombre  8» -{-7  ne  peut  être  de  forme  trinaire.  » 

Car  tout  quarré  pair  étant  de  la  forme  4"» , et  tout  quarré  impair  de 
la  forme  8m  -f-  1 , la  somme  de  trois  quarrés , si  elle  est  impaire,  ne 
peut  être  que  de  l’une  des  formes 

4m  4"  4m'  -f~  8m#  — f-  1 = 4^  1 

8m  -f-  1 -f-  8m'  -+-  1 -f-  8m'  — f-  1 = 84r  — 3, 

lesquelles  ne  renferment  pas  8n~t-y. 

a Pareillement  aucun  nombre  de  la  forme  4n,  ne  peut  avoir  une  forme 
» trinaire  propre.  » 

Car  comme  les  trois  quarrés  ne  peuvent  être  pairs , puisqu’on  exclut 
le  cas  où  ils  auraient  un  diviseur  commun  , la  somme  qui  en  résulte  ne 
peut  être  que  de  la  forme 

4n  -f-  8/1'  -f-  1 8n*  -f-  1 4*  -p  2 , 

laquelle  n’est  point  divisible  par  4- 

(264).  Ayant  ainsi  exclu  les  formes  8/j  -f-  7 et  4 n,  il  reste  les  trois 
formes  générales  4 «*4-  1 » 4n  + 3 et  8n  -f-  3 , dans  lesquelles  doivent 
être  compris  tous  les  nombres  susceptibles  de  la  forme  trinaire.  Or  la 
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théorie  que  nous  allons  exposer  , prouve  que  tout  nombre  compris  dans 
ces  formes  est  effectivement  décomposable  d’une  ou  de  plusieurs  ma- 
nières, en  trois  quarrés,  non  divisibles  par  un  même  facteur. 

(a65)  Pareillement,  si  le  nombre  c appartient  à l’une  des  formes 
4*-+-  i , 4/1  -(-  a , 8/x  — f—  3 , la  formule  -f-  eu*  aura  toujours  au  moins 
un  diviseur  quadratique  (ou  le  double  d'un  tel  diviseur  dans  le  cas  de 
c = 8«  -f-  3) , tel  qu'on  pourra  le  décomposer  indéfiniment  en  trois 
quarrés,  sans  attribuer  aucune  valeur  particulière  aux  indéterminées  jr 

et  s qu’il  renferme.  C’est  ainsi  que  le  diviseur  quadratique 

g/*  4-  8/a  -f-  93*  appartenant  à la  formule  /*  4-  65u*,  se  décompose  en 
çes  trois  quarrés  (□/  — s)*  -f-  (y  4-  as)*  4*  {j  + as)'. 

Cette  décomposition  fournissant  un  caractère  particulier  de  ce  genre 
de  diviseurs  ; nous  appellerons  diviseurs  quadratiques  trinaires , ou  sim- 
plement diviseurs  trinaires  ceux  qui  en  sont  susceptibles.  Mais  ils  doivent 
en  outre  satisfaire  à une  condition  que  nous  indiquerons  ci-après,  sans 
quoi  la  forme  trinaire  serait  impropre  et  du  nombre  de  celles  dont  nous 
faisons  abstraction. 

(a66)  Observons  qu’il  est  certaines  classes  de  diviseurs  quadratiques 
qui  ne  peuvent  jamais  être  de  forme  trinaire. 

i*.  Lorsque  c est  de  la  forme  t^n  -j-  i , les  diviseurs  quadratiques 
de  t'  -f-  eu*  sont  de  deux  sortes  ; les  uns  renferment  les  diviseurs  4«  4~  1 , 
les  autres  renferment  les  diviseurs  4«4“3.  Ceux-ci  renferment  à-la-fois 
les  nombres  8*  4-  5 et  8*  -f-  7 j et  comme  aucun  nombre  8ht  •+•  7 ne 
peut  être  de  forme  trinaire,  il  s'ensuit  qu’ancun  diviseur  quadratique 
4«  4-  3 ne  peut  non  plus  être  de  forme  trinaire. 

a*.  Lorsque  c est  de  la  forme  8n  4-  7 , il  n’y  a absolument  aucun  di- 
viseur quadratique  de  hi  formule  f*4-<a«*  qui  soit  de  forme  trinaire. 
l.a  raison  en  est  que  chaque  diviseur  quadratique  contient  à-la-fois  les 
nombres  4»  -f-  t et  4«  4-  3 ; il  contient  donc  aussi  les  nombres  8«  4-  7, 
dont  aucun  n'est  de  forme  trinaire. 

3*.  Lorsque  c est  de  la  forme  8re-f-5  , il  ne  peut  par  k même  raison 
y avoir  aucun  diviseur  quadratique  impair  qui  soit  de  la  forme  trinaire  ; 
cependant  il  peut  arriver , et  il  arrivera  réellement  dans  tous  les  vas , 
que  l’nn  au  moins  des  diviseurs  quadratiques  impairs  aura  son  double 
de  forme  trinaire.  Par  exemple  ,/*  4-/3  4- 5a*  représente  tout  diviseur 
impair  de  la  formule  t‘  4-  190";  ce  diviseur  quadratique  a’est  point  de 
forme  trinaire , mais  sou  double  y*  -f-  ijz  4-  10c*'  est  de  cette  forme , 
puisqu’il  se  résout  en  ces  trois  quarrés /*  -f-  (3s)*  4-  (/  -H  a)*. 
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§ IL  Correspondance  entre  tes  formes  trinaires  du  nombre  c 
et  les  dù’ùeurs  trinaires  de  la  formule  t*  4-  eu*. 

(367)  « Si  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t'-\-cu'  est  décompo- 
» sable  en  trois  quarrés  tels  que  (mj-\-nz)'-\-(m'j-\-rizy-\-(m‘j-\-nl'z)i)  je 
» dis  que  de  cette  forme  trinaire  du  diviseur  résulte  une  forme  triuaire 
» correspondante  du  nombre  c,  laquelle  est  c=(mri — m'»)*4-{mV— mV)* 

» -f-  (m'n  — nui)'. 

Car  en  représentant  le  diviseur  quadratique  dont  il  s’agit  par  la  formule 
ordinaire  py%  -f-  2fUz  -f-  rs* , on  aura 

p as  m'  4-  tri'  •+■  mi' , 

9 = mn  -f-  ni  ri  4*  ni  ni , 
r = n*  -J-  ri‘  4*  «**• 

Or  ces  valeurs  étant  susbstituées  dans  l'équation  c = pr  — 9*,  on  en 
tire 

c = (mn'  — mn)'  -j-  (mn  — ni  ri)'  4*  (m'n  — nui  y. 

Donc  il  y a toujours  une  forme  trinaire  déterminée  de  c qui  répond 

à une  forme  trinaire  déterminée  du  diviseur  quadratique « 

PJ  ' 4-  Z(!JZ  + r2‘- 

(a68).  Remarque  I.  Lorsque  c est  de  la  forme  8^4-3,  au  lieu  du 
diviseur  quadratique  à coefficiens  impairs,  lequel  ne  peut  jamais  être 
de  forme  trinaire,  on  considérera  son  double  apjr' nqj-z 2rz% , où 
l’on  a 4 pr — 9*  = c.  Si  donc  ce  double  est  décomposable  en  trois  quarrés , 
il  y aura  toujours  une  valeur  correspondante  de  c exprimée  aussi  par  la 
somme  de  trois  quarrés  déterminés;  c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  ’ 
que  chaque  forme  trinaire  d’un  diviseur  quadratique  tyn  -f-  a en  fournit 
une  correspondante  du  nombre  c.  Et  celle-ci  est  toujours  composée 
de  trois  quarrés  impairs , car  il  n’y  a aucune  autre  supposition  qui  puisse 
donner  une  somme  8k  4-  3. 

Remarque  II.  La  décomposition  d’un  diviseur  quadratique  ou  de  son 
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double  en  trois  quarrés,  ne  saurait  avoir  lieu  lorsque  e=8£  + 7;  car 
si  cette  décomposition  était  possible , il  résulterait  du  théorème  pré- 
cédent que  c est  la  somme  de  trois  quarrés , ce  qui  est  impossible  à 
l'égard  de  tout  nombre  8k  7. 

Remarque  III.  Les  troisquarrés  trouvés  en  général  pour  la  valeur  de  c, 
se  réduisent  à deux  ou  même  à un  seul,  dans  des  cas  qu’il  faut  examiner. 

i*.  Si  l'on  a (mV  — raV)*=o , ou  —.-  = ^7,  il  faudra  que  le  quarré 

(m’y  -f. n*s)*  ait  un  rapport  constant  avec  le  quarré  (m'y-\ -n'a)*,  et  alors 
le  diviseur  quadratique  proposé  A aura  la  forme 

A = (my  -f-  nz)‘  -f-  a*  (m'y  + riz)*  -+-  £*  {ni y + riz)’  ; 

d’où  l’on  déduit  la  valeur  trinaire  correspondante 

c = a*  ( m'n  — mri )*  -f-  C'  (ni n — nui)' , 

laquelle  n’est  composée  que  de  deux  quarrés.  De  plus  , ces  deux  quarrés 
sont  affectés  d’un  commun  diviseur , et  la  forme  trinaire  de  c sera  im- 
propre , à moins  qu’on  n’ait  mri  — m'n  = rfc  1.  Mais  alors  si  l’on  fait 
my  -\-nz—y  et  m'y  4-  n'a  — z',  on  ne  nuit  point  à la  généralité  des 
valeurs  de  y et  s (n*  43),  et  le  diviseur  A devient  y*  -f- (a* 4-  6‘) z'" , 
ou  f'  -f-  ci'.  Donc  lorsque  c n’a  point  de  facteur  quarré  , et  lorsqu’on 
n’a  point  c = a'  -f-  Ç‘,  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  ne  saurait 
avoir  lieu  , et  il  faudra  que  tout  diviseur  trinaire  de  la  formule  t'  -f-  eu* 
donne  une  valeur  trinaire  de  c composée  de  trois  quarrés  dont  aucun 
ne  sera  zéro. 

a*.  Si  les  trois  quarrés  qui  composent  la  valeur  de  c déduite  du  di- 
viseur A , se  réduisent  à un  seul , c’est-à-dire  si  l’on  a m’n'  — m'n  = o 
et  m'n  — mri  = o , il  en  résulte  ra'=oetn'  = o.  Donc  alors  le  diviseur 
quadratique  dont  il  s'agit  serait  simplement  (my  -f-  nz)‘  -f-  (m'y  -f-  n'z)' , 
et  la  valeur  de  c correspondante  c = ( nui  — m’n )',  laquelle  ne  sera  du 
nombre  des  formes  trinaircs  propres  que  dans  le  seul  cas  de  c =5  1 . 

(269)  On  ne  regardera  désormais  comme  forme  trinaire  d’un  diviseur 
quadratique  que  celle  d'où  l’on  déduit  une  forme  trinaire  propre  du 
nombre  c;  de  sorte  que  si  les  trois  nombres  nui  — ri  n,  mri  — rn/i , 
m’n  — nui , étaient  divisibles  par  un  même  facteur,  l’expression 

A — (my  + nz)' -h  ( m'y  4-  n'z)'  + (my  -f-  n’z)' 

serait  une  forme  trinaire  impropre,  laquelle  doit  être  exclue  comme  ne 
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participant  point  aux  propriétés  que  nous  avons  à démontrer  sur  le* 
diviseurs  trinaires.  Cette  condition  imposée  aux  diviseurs  trinaires , est 
celle  que  nous  avons  annoncée  n*  a65. 

Ainsi  quoique  le  diviseur  5/*-f-  njrz  -f-  38a*  de  la  formule  t*-f-  t8gu* 
soit  susceptible  de  ces  quatre  formes  trinaires 

(yr  -f  3s)*  ri-  (/  “ 5a)*  + 4**» 

(a/ -f-  aa)*  4-  ( 7 — 3s)*  ri-  a5s*, 

(a/  -f-  =)‘  ri-  (j  — s)*  -h  36s* , 

(a 7 — as)*  4-  (jr  + 5a)*  ri-  çp'i 

cependant  comme  les  deux  dernières  répondent  à la  forme  trinaire  im- 
propre c = i a*  -f-  6*  ri-  3* , on  ne  regardera  comme  formes  trinaires 
de  A que  les  deux  premières  qui  répondent  à des  formes  trinaires  propres 
de  c , savoir 

c=  i3* -f- 4*  ri- a*, 
c = io*  •+-  8*  -f-  5*. 

De  même  , le  diviseur  î 1 3a*  de  la  formule  <*  ri-  i53«*  ne 

pouvant  se  décomposer  en  trois  quarrés  que  de  cette  manière 

(a !T  ri-  M)‘  + QT*  + 9*'  > 

laquelle  répond  à une  valeur  trinaire  impropre  de  c,  savoir 
c = 9*  -f-  6*  -f-  6*, 

ce  diviseur  ne  doit  point  être  compté  parmi  les  diviseurs  trinaires  de 
la  formule  f*ri-  t53u*. 

(370)  Puisque  par  le  moyen  d’un  diviseur  trinaire  de  la  formule  P-^-cu', 
on  peut  trouver  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c;  réciproque- 
ment, étant  donnée  une  valeur  trinaire  de  c,  il  est  possible  de  trouver 
un  diviseur  trinaire  qui  corresponde  à cette  valeur.  Nous  allons  nous 
occuper  de  celte  question  qui  exige  une  discussion  assez  étendue. 

Soit  la  forme  trinaire  donnée  c = F‘  -f-  G*  -f-  H%  ; les  trois  nombres 
F , G,  II,  n’ayant  pas  de  commun  diviseur, peuvent  cependant  en  avoir, 
pris  deux  à deux.  Appelons  K le  commun  diviseur  de  G et  H,  p.  celui 
de  H et  F , v celui  de  F et  G;  alors  on  pourra  donner  à c la  forme 
suivante  : 

c =/>V  ri-  gVÀ*  ri-  A*X>*  ; 
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et  on  devra  supposer  de  plus  qu’il  n’y  a point  de  commun  diviseur  entre 
f\ % et  gX,  non  plus  qu’entre  gt  et  hgr  , ni  entre  hX  et  fi. 

Soit  A le  diviseur  triuaire  correspondant  à cette  valeur  de  e,  et  sup- 
posons qu'on  ait 


â = (mj  4-  ns)'  ■+■  (ni y 4 n's)*  -f-  (ni y 4-  ris)' , 


U faudra  que  la  valeur  donnée  de  c soit  identique  avec  celle  qu’on  dé- 
duit de  ce  diviseur,  laquelle  est 


c = (nui  — nin)'  -f-  (ni  ri  — ni «')*  -f-  (nin  — mri)'. 

Comme  les  cocfficiens  m,  n , ni,  etc.  sont  encore  indéterminés,  la  com- 
paraison des  deux  valeurs  peut  se  faire  dam  l’ordre  qu’on  voudra; 
d’ailleurs  les  signes  de  J , g,  h,  peuvent  être  changés  arbitrairement, 
ainsi  on  pourra  faire 

mri  — nin  ■=.  hXgt, 
ni  ri — ni  ri  — figur 
m’n  — mri  — g»  X. 


De  ces  trois  équations  on  déduit  les  deux  suivantes,  qui  sont  linéaires, 
fp.r . m 4-  grX . m'  -f-  hXg, . m‘  — o 
fis»  .n  -f • gvX. ri  -f-  hXfi.ri  — o, 

ou , ce  qui  revient  au  même , 


/ff»  | in  , a o» 

.7+g.-+k.T=o 
/.-+g.-+h.—  =0. 

9 K ' 0 fA.  1 V 


Mais  suivant  l’observation  qu’on  a déjà  faite,  il  n’y  a point  de  com- 
mun diviseur  entre  y et  X,  non  plus  qu’entre  g et  g.,  ni  entre  h et  r. 

Donc  les  six  quantités  ”,  ^ ^ , — , n-  , sont  des  entiers,  et  en 

appelant  ces  entiers  o,  a',  ri,  b,  b',  b",  respectivement,  on  aura  les 
trois  équations 

ab'  — ab=.h 

fa+gri  + hri  =0  (a) 

fb  +gb'  + hb'  = o , 

et  le  diviseur  A deviendra  * 


A — X'(ay  4*  bz)‘  4-  M*  «r  4-  *'=)*  4-  »*  «r  4-  *'*)*  ; 
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d’où  l’on  voit  que  les  trois  quarrés  composant  A sont  divisibles  res- 
pectivement par  les  quarrés  X*,  n‘,  y',  qui  divisent  deux  à deux  les 
fermes  de  la  valeur  ternaire  donnée  c = f'p.'y'  -f- #VX*  4-  h'X'p.'. 

(371)  Maintenant,  sans  entrer  daus  aucun  detail  sur  la  résolution  des 
équations  (a),  on  voit  que  si  l'on  fait  ay  4-  As  = x,  dy  4-  b'z  = x' , 
dy  4-  b'z  — x*,  on  aura 

A s=  X*x* 4- p.'x'  -f- »*x** , (a') 

et  les  trois  indéterminées  x,  x',  x*,  devront  satisfaire  à l’équation 
* o —fx  -j-gd  + Hx’.  (a*) 

Au  moyen  de  cette  dernière  équation,  on  pourra  toujours  réduire 
les  trois  indéterminées  x , x",  x*,  à deux  seulement  y et  s,  et  alors 
le  diviseur  X,x,-f-/u*x'*-f-*’x'*,  prendra  la  forme  ordinaire py‘-\-zqyz-\-rz', 
où  l’on  aura  pr — ÿ*=c.  Ce  diviseur  sera  celui  auquel  répond  la  valeur 
trinaire  donnée  de  c. 

Par  exemple,  si  l’on  cherche  le  diviseur  trinaire  de  t*4-  io45u“,  qui 
répond  à la  valeur  trinaire  1045=  5o*  + 9* + 8‘>  on  comparera  terme 
à terme  cette  valeur  avec  la  formule  f'p-'y'  -f-gVX*  4-  â*X*m*,  ce  qui 
donnera  d’abord  les  diviseurs  communs  X = i,  p=z,  r=3,  ensuite 
f=  5,  £=3,  h s=  4*  On  aura  donc  A = x* 4- 4^* 4- 9»**»  et 
5x4-3x'4-4x*  = o;  cette  dernière  équation  est  satisfaite  en  prenant 
x'=x — 43  et  x*=3z — ax,  alors  le  diviseur  A devient  x*+(ax — 8a)* 
-(-(gi — 6x)*  =4ix'—  i4oax  4-  i45s*î  puis  faisant  x—y  4-  as,  on  a 
son  expression  la  plus  simple  A = 4 IX*  ■+■  a4ya  4*  aç)a*  = (y  4-  aa)* 
4-  (ar— 4s)*  4- (Gy 4. 3s)‘,  et  la  valeur  correspondante  de  c est... 
c = 8*  4-  9*  4-  5o*. 

(37a)  La  forme  des  équations  (a'),  (a*),  fait  voir  qu’on  peut  permu- 
ter entre  elles  deux  des  quantités  f,  g,  h , pourvu  qu’on  fasse  une  sem- 
blable permutation  dans  deux  des  quantités  X,  p,  v;  et  le  diviseur  qua- 
dratique A restera  toujours  le  même.  11  ne  pourra  donc  y avoir  qu’un 
seul  diviseur  quadratique  de  la  formule  t'  4"  eu'  qui  réponde  è la  valeur 
trinaire  donnée  de  c.  Mais  comme  cette  propriété  est  fort  remarquable  , 
il  ne  sera  pas  inutile  de  s’en  assurer  par  une  autre  considération. 

De  quelque  manière  qu’on  satisfisse  à l’équation  o = fx-f-gx ' -f-  hx', 
•n  réduisant  les  trois  variables  x,  x',  x',  à deux  autres  y"  et  a,  il  faut 
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que  le  diviseur  transformé  A = pj'  4 iqyz  4 n‘  contienne  les  mêmes 

nombres  qui  sont  contenus  dans  le  diviseur  non  transformé 

A=X*x*+/x*jc'*-f-i,x'*,  en  ayant  égard  à la  condition  jx-\-gx'-{-hx'=o. 
Soient  donc  k et  k’  les  deux  plus  petits  nombres  contenus  dans  le  di- 
viseur A*x*  4 p^x‘‘  -f-  »*x'*,  il  faudra  que  ces  deux  mêmes  nombres  se 
retrouvent  dans  le  diviseur  transformé  77*4  ajrs  4 ra*;  or  si  ce  divi- 
seur est  réduit  à la  forme  la  plus  simple,  comme  on  peut  le  supposer, 
p et  r seront  les  deux  plus  petits  nombres  contenus  (n*  56);  donc  il 
faut  que  p et  r soient  égaux  à k et  k’ , de  sorte  que  le  diviseur  réduit 
sera  Ay*  -f-  a^yz-J-A's*.  D’ailleurs  il  faut  toujours  qu’on  ait  kk' — ÿ*=c; 
donc  q est  déterminé;  donc  il  ne  peut  y avoir  qu’un  diviseur  quadra- 
tique qui  résulte  de  la  transformation  de  X‘x‘ -+-^t*x'* -f- » ’x'*,  en  ayant 
égard  à la  condition  fx  -f-gx'-f-  Ax'  = o. 

Remarquons  en  même  temps  que  si  l’on  fait  x'  = o,  l’équation 
Jx 4 gx'  — o donnera  x'  —f,  x= — g et  A = \'g‘-\-p.‘f'.  De  même 
la  supposition  de  x'  = o donnera  A = X*A*  4 t'f*,  et  celle  de  x=o 
donnera  A=/4*A*4»’£*;  ce  s trois  nombres  devront  donc  être  contenus 
dans  le  diviseur  trausformé  A = ny*  -4-  iqjz  4 rz'. 

(373)  Une  même  valeur  trinaire  du  nombre  c ue  peut  répondre  qu’k 
un  seul  diviseur  quadratique,  ainsi  qu’on  vient  de  le  démontrer;  mais 
il  est  possible  qu’elle  réponde  à deux  formes  trinaires  de  ce  diviseur. 
Par  exemple,  le  diviseur  5y*  -f-  4/a  -f-  5a’,  qui  appartient  à la  formule 
l’-f-aiu*,  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes  trinaires 

(ay -l-s)»  4-7*4.43* 

(74  as)*  4 3*  4 47*, 

et  ces  denx  formes  répondent  à une  même  valeur  trinaire  de  c,  savoir, 
c = 16 444  > • U est  donc  nécessaire  de  chercher  a priori  quels  sont 
les  cas  où  différentes  formes  trinaires  d’un  diviseur  quadratique  don- 
neront la  même  valeur  trinaire  de  c. 

Puisque  deux  quelconques  des  trois  nombres  f,  g,  h sont  premiers 
entre  eux,  on  pourra  toujours  en  trouver  deux  autres  £ et  8 qui  sa- 
tisfassent à l’équation 

/=^448; 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  o = fx-\-gjd  4 haf  on  aura 
g (■*' 4 £x)  4 A(x'40x)  = o; 
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d’où  l'on  voit  qu'en  faisant  æ'-4-^x=: — hu,  on  aura  3? *+- &r an gu'. 

Alors  le  diviseur  A devient 

A = X\r’  -f- n'  (hu  -f-  £*)’  + »*  (gu—bx)' , 
et  il  se  re'duit  à la  forme  ordinaire  Au'  -j-  iBux-\-  Cxl , en  prenant 
A — fi'h'  -f-  v‘g% 

B = n'ih — 

C = X*  +/*.'£'  •+■ 

(374)  Soit  tn&iutenant  p/'-f-  3£7-a+rs*  l’expression  la  plus  simple  de 
ee  même  diviseur,  et  soit  l'une  des  formes  trinaires  qui  correspondent 
à la  valeur  donnée  de  c : 

A =5=  ùa)*-+-/x*  (•>*+-  *'*)’ 4“ »*  «T  *+■  i**)‘  » 

on  devra  avoir 

p = X*a*  + ft’a‘  -f-  ►’a'* 
q ss  X*ai-f-  p.'âb'-\-  v'a'b" 

■ r = X*i*  + -f- 

et  pour  que  la  forme  trinaire  supposée  corresponde  à la  valeur  donnée 
de  c,  il  faudra  de  plus  satisfaire  aux  équations 

ab'  — a’b  — h 
fa+gA  *+■  ha  s o 

fb+gb'  + kb’=:  o. 

Soit  comme  ci-dessus  f=g^-\-hü,  les  deux  dernières  équations  se 
résoudront , en  introduisant  deux  indéterminées  o. , Ç , de  cette  ma- 
nière : 

A —~^a  + ha,  b'  = —^b  + hS 
a = — 8a — ga , b’  =s  — 6b — gC, 

et  l’équation  ab'  —dbzszh  deviendra 

a€  — ab  z=  1 . 

Maintenant  si  on  substitue  les  valeurs  de  A,  a',  etc.  dans  les  expres- 
sions des  coefficiens  p,  q,  r,  on  aura 

p ss  Aaf  — 2 Boa,  -f.  Ca‘ 
q — AaÇi—  B(aÇ  4"  ab'j  4-  Cab 
r=A&  — iBb€+  O. 


0- 


Digitized  by 


TROISIÈME  PARTIE.  3o5 

Mai*  comme  on  a déjà  exprimé  la  condition  pr — 17*  = c,  on  peut  faire 
abstraction  de  la  seconde  équation  et  ne  considérer  que  les  deux 
autres 

p = A a'  — a Baa.  -f-  Ca' 
r=AÇ'  — 2BbÇ  + Cb'. 

Ces  valeurs  coïncident  avec  celles  qu’on  obtiendrait  en  réduisant  à U 
forme  la  plus  simple  le  diviseur  A — Au'  uBux  -f-  Cx'  ; car  en 
faisant 

u = — ajr  — C a 
, x — ay-j-bz, 

ce  diviseur  se  réduira  à la  forme  py'  -f-  iqys  ■+•  rs*,  et  les  valeurs  sup- 
posées de  u et  x sont  telles  qu’elles  doivent  être  pour  la  transformation, 
puisqu’on  a a(—  ab—i. 

(375)  Il  est  clair  maintenant  que  s’il  y a différentes  valeurs  de  a,  b , 
a,  b',  etc. , à raison  des  différentes  formes  triaaires  de  A qui  répondent 
à une  même  valeur  trinaire  de  c , il  faudra  que  l'une  au  moins  des  deux 
équations 

p — Aa'  — iBota  -f-  Ca * 
r = AC‘  — *BCb  + Cb' , 

soit  susceptible  de  deux  solutions.  Mais  comme  la  quantité 

A/' — a B/ 4 4-  Cz'  est  eu  général  équivalente  à pjr'  — zqyz-+-rz‘,  il 
faudra  donc  aussi  que  l'une  au  moins  des  deux  équations 

P —P?' — 

r = py'  — zqyz  -f-  rs* 

soit  susceptible  de  deux  solutions.  Or  le  second  membre  étant  réduit 
à l’expression  la  plus  simple , p et  r sont  les  moindres  nombres  que  la 
formule  py'  — 2/jyz -f- contient,  et  il  n'y  a que  très-peu  de  cas  où 
l'un  de  ces  nombres  soit  contenu  de  deux  manières  dans  cette  formule. 
Ces  cas  sont  ceux  des  diviseurs  quadratiques  bifides,  et  il  n'y  en  a que 
trois,  savoir,  i*.  lorsqu'on  a p =r;  a*,  lorsqu'on  a a q=.p  ou  s=r  ; 
3°.  lorsqu’on  1 f = o. 

(376)  Au  reste,  on  peut  voir  immédiatement  dans  ces  difiërcns  cas 
qu’il  y a ou  qu'il  peut  y avoir  deux  formes  ternaires  du  diviseur  A cor- 
respondantes à une  même  valeur  trinaire  de  c. 
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En  effet,  i\  si  l'on  a p=r,  les  deux  indéterminées  y et  z pourront 
être  échangées  entre  elles,  et  le  diviseur  A aura  à-la-fois  les  deux 
formes  trinaires 

A = (nty  + na  )*  + (m'y  + n'z  )*  + (n'y  + n'z  )* 

A = ( ny  + rnz)‘  + ( n'y  + m'z )*  4-  ( n'y  + m'a)*. 

Ces  deux  formes  seront  différentes  l'une  de  l'autre,  à moins  qu'on  n'ait 
A — (nty  -f  ns)'  + (ny + ms)'  4-  (m'y  ± m'z)'  ; 
car  alors  la  permutation  faite  entre  y et  a ne  change  rien  aux  trois 
quarrés  composant  A.  Dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  c serait 

c — (m*  — n*)*  -f-  (m'n  sp  mm)'  -f-  (m'mzp  mn)‘  ; 

et  comme  ces  trois  termes  sont  divisibles  par  (nspm)',  il  faut  faire 
n=pm=dci , ce  qui  donnera 

c — (n  ± m)*  -f*  m ‘ + m '- 

Soit  en  même  temps  ydsz  =/,  et  la  valeur  de  A deviendra 

(m/4-  z)'  4-  (n/  =p  s)*+m'*/*  = a a*  =p  tz/'  + '-^-f. 

Or  cette  forme  ne  peut  s’accorder  avec  la  forme  supposée  py'-\-aqyz-\-pz' , 
qu'en  supposant p = a =;(c4-t),  ou  c=3;  cas  dont  on  peut  faire 
abstraction,  puisqu’alors  le  diviseur  ay' -f- ayz  + az'  n’est  susceptible 
que  de  la  seule  forme  binaire /+(_y+ s)* +a\ 

a*.  Si  l’on  a r=  a q ou  A —py‘  4-  aqyz  4-  a qz‘,  la  simple  substitution 
de/  — s à la  place  de  y,  donne 

A =//*  — a ( p—q)/z+pa f, 

ce  qui  rentre  dans  le  cas  précédent  ; on  obtiendra  donc  alors  deux 
formes  trinaires  différentes  , excepté  lorsqu’on  a p—a  ou  aq=a.  Lors- 
que p=  a,  comme  aq  ne  peut  être  plus  grand  que  a , on  a aussi  néces- 
sairement aq  = a , et  on  retombe  sur  le  cas  de  c=5.  Lorsque  aq=  a, 
le  diviseur  A —py'  4-  Vs  "f"  aa*  ne  Peut  8e  partager  en  trois  quarrés 
que  de  cette  manière 

A =3  (4+7 . y + z)'  + (ay—z)'  + b'f 

laquelle  ne  change  pas  en  mettant — /—s  à la  place  de  s.  Ainsi  il 
n’y  a alors  qu'une  forme  binaire  de  A qui  réponde  à la  valeur  binaire 
donnée  de  c. 
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5*.  Enfin  lorsqu’on  a q=o,  ou  &—py'-\-  rz',  il  est  clair  qu'on  peut 
changer  à volonté  le  signe  de  l’une  des  indéterminées  ; de  sorte  qu’on 
aura  à-la-fois  les  deux  formes  : 

A = (mj  -f-  ns)*  -f-  ( niy  + n'a)*  + (m’y  + n'a)* 

A = (mj  — ns)*  -f-  (m’j  — n'a)*  -(-  (m’j  — n'a)* , 

lesquelles  répondront  à une  même  valeur  trinaire  de  c. 

Les  deux  formes  de  A seront  différentes  entre  elles , à moins  qu’on 
n’ait 

A = (»»/  -f  «)*  4-  (mj  — nz)'  + (m'a)*. 

Alors  la  valeur  correspondante  de  c serait 

c = (amn)‘  -f-  (mn)‘  -f- (mm)' , 

et  pour  qu’elle  n’ait  pas  de  (acteur  commun  à tous  ses  termes,  il  fau- 
dra faire  mz=  i,  ce  qui  donnera  A=ay*-4-rz*.  Donc  le  seul  cas  de 
p — a ou  r = a excepté,  il  y aura  toujours  deux  formes  trinaircs  du 
diviseur  A qui  correspondront  à une  même  valeur  trinaire  donnée  de  c. 

(377)  Il  résulte  de  cette  analyse,  qu’étant  donnée  la  forme  trinaire 
g'v'X' -i- h'X'p.',  si  l’on  veut  trouver  le  diviseur  trinaire 
correspondant  de  la  formule  t'  -f-  eu' , 

i*.  Ce  diviseur  sera  donné  par  la  formule  A = X*x*-f-yti*.r'*  -f-  r’ar**, 
où  les  indéterminées  x,  3? , x',  doivent  être  réduites  à deux,  d’après 
l’équation  fx  -f-  gx'  -j-  hx’  = o. 

a*.  De  quelque  manière  qu’on  fasse  cette  réduction , en  substituant 
deux  variables  quelconques  y et  a,  au  lieu  des  trois  x , x',  x',  le  ré- 
sultat, ramené  à l’expression  la  plus  simple,  offrira  toujours  le  même 
diviseur  quadratique  py‘  -f-  zqyz  -f-  rz'. 

3*.  Si  ce  diviseur  réduit  est  du  nombre  des  diviseurs  bifides,  c’est- 
à-dire,  s’il  tombe  dans  l’un  des  trois  cas  p = r,  a q—p  ou  r,  q—o, 
et  si  eu  même  temps  le  plus  petit  des  deux  nombres  p et  r,  n’est  ni 
1 ni  a,  le  diviseur  quadratique  A aura  toujours  deux  formes  Irinaires 
correspondantes  à la  valeur  donnée  de  c , et  il  n’en  pourra  avoir  plus 
de  deux. 

4*.  Si  le  diviseur  quadratique  A n’est  pas  bifide,  ou  si,  étant  bifide; 
sou  plus  petit  coefficient  est  1 ou  a,  il  n’y  aura  jamais  qu’une  forme 
trinaire  du  diviseur  A qui  répondra  à une  valeur  trinaire  donnée  de  c. 
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§ III.  Théorèmes  concernant  les  diviseurs  quadratiques 
trinaires. 


(378)  Tiiéorèmx  I.  « Si  c est  premier  ou  double  d'un  premier,  deux 
» formes  trinaires  différentes  de  c ne  pourrout  répondre  à un  meme 
» diviseur  trinaire  de  la  formule  t*-f-cu\  » 

Car  soit  l’une  des  formes  données  c = F-$-  (A*4-Z.‘)8‘,  et  l'autre 
c = F'’  + (K'‘-j-L'‘)&’,  K et  L étant  premiers  entre  eux,  ainsi  cjue 
À''  et  li  ; si  le  même  diviseur  quadratique  A répondait  à-la-fois  aux 
deux  formes  trinaires  données  de  c,  il  faudrait  que  les  deux  nombres 
A’-f-  L’  et  //*  appartinssent  à ce  diviseur  (n“  37a).  Ainsi  faisant 

K'-{-L’  = -rc,  On  devrait  avoir  (u*  a5i) 

irir'  —y’  -J-  cz’. 

Multipliant  celte  équation  par  8’9'*,  et  substituant  les  valeurs  7râ*=o — F, 
= c — F",  ou  aura 

(c~F)(c~F‘)  — (y’  + et’)  H’, 

ou  kien 

c‘—c(F  + F’)  4-  FF’  =y’H'’+cz’W’; 

d'où  l'on  voit  que  FF’ — j ’B’h’’  doit  être  divisible  par  c. 

Soit  i*.  t un  nombre  premier,  il  faudra  que  l'un  ."des  facteurs... 
FF — j88',  FF+jW,  soit  divisible  par  c;  et  comme  le  signe  de  y 
est  à volonté,  on  pourra  faire  FF' — jhV —eu  ou  jW  = FF — eu. 

Soit  a3,  c double  d'un  premier,  il  faudra  toujours  que  l'un  de  ces 
facteurs  soit  divisible  par  {c;  mais  leur  différence  a y'$S  étant  un  nombre 
pair,  si  leur  produit  est  divisible  par  un  nombre  ac , il  faudra  qu’ils 
soient  tous  deux  pairs.  Donc  FF — > 68'  sera  encore  divisible  par  c , 
et  ou  pourra  faire  de  meme  ; 8 / = FF — eu. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  , et  divisant  tout 
par  c , on  aura  c—  F' — F’  -f-  eu’  — auFF,  ou 

c—F=(F’  —Fu)‘  -\-{c—F)u’+z'H\ 

La  quantité  c — F étant  positive,  cette  équation  ne  peut  subsister  à 
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moins  qu'on  n’ait  u=o  , ce  qui  donne  jW  — FF  et 

c = .F‘4-jF’'*-I-3*fl,0'\ 

Maintenant  il  faut  considérer  les  trois  cas  qui  peuvent  avoir  lieu  selon 
les  diverses  formes  de  c. 

(279)  Soit  i*.  c de  la  forme  4n+t  1 alors  des  trois  quarrés  qui  com- 
posent la  valeur  trinaire  de  c,  il  y en  aura  nécessairement  deux  pairs  et 
un  impair.  Prenons  pour  F k et  i*v*  les  quarre’s  impairs  qui  se  trouvent 
dans  les  deux  valeurs  trinaires  de  c ; alors  l’e’quation  c=F"- 
serait  impossible , puisque  dans  cette  valeur  trinaire  il  y a deux  quarrés 
impairs.  Donc  les  deux  valeurs  trinaires  données  de  c ne  peuvent  ré- 
pondre à un  même  diviseur  quadratique  de  la  formule 

a°.  Soit  c de  la  forme  4»  4-  3,  alors  des  trois  quarrés  composant 
chaque  forme  trinaire  de  c,  il  y en  aura  nécessairement  deux  impairs 
et  un  pair.  Soient  F * et  F'  les  deux  pairs  pris  dans  les  deux  valeurs 
trinaires  de  c,  alors  l'équaliou  c=  'F  -\-F’'  4-  a’fl’é'"  sera  encore  im- 
possible. Donc  la  proposition  générale  a encore  lieu  pour  le  cas  où 
c est  de  la  forme  4»-f"a- 

3“.  Enfin  soit  c de  la  forme  8n-f-3,  les  trois  quarrés  composant 
chaque  forme  trinaire  de  c seront  impairs,  et  à cet  égard  l’équation 
c=  F 4- F’’ -f-  a’&'f)'1  ne  semble  plus  offrir  aucun  signe  d’impossibilité. 
C’est  pourquoi  il  faut  recourir  à une  sous-division  de  ce  troisième  cas. 

La  forme  8n-+-3,  à laquelle  se  rapporte  c,  se  subdivise  en  trois  autres 
34/ + 3,  34*4-1,,  a4*-f-,9-  La  première  24*4"  a étant  divisible 
par  5,  n’a  pas  lieu  lorsque  c est  un  nombre  premier,  et  parce  qu’on 
fait  abstraction  du  cas  où  e=  3 ; ainsi  il  suffira  de  considérer  les  deux 
autres  formes  de  c. 

Et  d’abord  observons  que  tout  nombre  impair  considéré  par  rapport 
aux  multiples  de  12,  est  de  l’une  des  formes  i3«4"i>  «an 4-3, 
ia/i-f-5,  ian-f-7,  13» 4-9,  1 3» -f- il.  Le  quarré  de  tout  nombre  im- 
pair est  doue  de  l’une  des  formes  34» 4-  1 et  24» 4- 9 (ou  plutôt 
7 3» -4- 9),  celle-ci  ayant  lieu  lorsque  le  nombre  est  divisible  par  3,  et 
l’autre  lorsqu'il  n’est  pas  divisible. 

Cela'  posé,  1°.  si  c est  de  la  forme  24*-+- 1 1 , des  trois  quarrés  qui 
composent  c , deux  seront  nécessairement  do  la  forme  2 4»  -f- 1 et  un 
delà  forme  34» 4* 9,  aucune  autre  combinaison  ne  pouvant  donner 
34*  4"  11  pour  somme  des  trois  quarrés.  Prenons  dans  les  deux  formes 
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trinaires  données  pour  F'  et  F"'  les  quarrés  de  la  forme  s4n  -4-  9 > alors 
l’e'quation  c — F -F  F '*  -f-  z‘fl* o'*  sera  impossible  , puisque  des  trois 
quarrés  du  second  membre  deux  sont  de  In  forme  a4«  + 9. 

3°.  Soit  c de  la  forme  14k  -f-  19,  alors  des  trois  quarrés  qui  com- 
posent  chaque  forme  trinaire  de  c,  deux  seront  de  la  forme  34»-+- 9, 
et  un  de  la  forme  a4n+i.  Si  donc  on  prend  pour  F'  et  F '■  les  quarrés 
qui  dans  les  deux  valeurs  trinaires  données  de  c sont  de  la  forme 
il  faudrait  qu’on  eût  c — F’‘-\-  F‘‘  -f-  z’fl'j'",  équation  im- 
possible. t 

Donc  la  proposition  énoncée  a lieu  dans  tous  les  cas. 

(280)  Remarque.  11  est  facile  de  démontrer  que  la  même  proposition 
aurait  lieu  si  c ou  4e  était  une  puissance  quelconque  d’un  nombre 
premier  a. 

En  effet,  soit  c—x"  ou  c= 2a",  puisque  le  produit  des  deux  facteurs 
FF -\-yW,  FF’ — jr&Çji  est  divisible  para"1,  il  faudra  qu’en  faisant.... 
m=ft- -f-r,  on  ait 

FF  4-/W  = x't , 

FF  — j%'  = eAt, 

ce  qui  donnera  3 FF  x t -f-  x'u.  Donc  si  l’un  des  deux  nombres  w. 
et  r n’est  pas  zéro,  il  faudra  que  l’un  au  moins  des  deux  nombres  F 
et  F soit  divisible  par  a. 

Mais  comme  chaque  forme  triuaire  donnée  de  c est  une  forme  tri- 
naire propre  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  divisibles  par  un  même 
nombre , il  est  clair  qu’il  doit  y avoir  dans  chaque  forme  au  moins  un 
terme  non-divisible  par  a.  Supposons  que  F et  F‘  soient  ces  termes 
pris  dans  l’une  et  l’autre  formes,  alors  FF'  n’étant  pas  divisible  par  a, 
il  faudra  que  l’un  des  exposans  /t  et  1 soit  zéro.  Faisons  r = o,  ou 
/a.  = m , alors  on  aura  FF'  — y 69'  = a”u  ; le  second  membre  = eu  si  c 
est  impair,  et  si  c est  pair,  le  premier  membre  devant  être  pair,  on 
pourra  faire  encore  FF — y%'  = eu.  Ee  reste  de  la  démonstration  sera 
le  même  que  ci-dessus;  d’où  l’on  voit  que  la  proposition  générale  a 
lieu  lorsque  c ou  je  est  une  puissance  d’un  nombre  premier.  11  faut 
en  excepter  seulement  le  cas  de  c = 5*■,",',,  qui  exigerait  une  démons- 
tration particulière,  parce  qu’il  est  compris  dans  la  forme  24/1-1-3,  dont 
nous  avons  fait  abstraction. 

(281)  Théorème  II.  «Si  le  nombre  c est  premier  ou  double  d'un 
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» premier,  la  formule  <‘-f-c«*  aura  autant  de  diviseurs  quadratiques 
» trinaires  qn’il  y a de  formes  trinaires  du  nombre  c.  » 

Car  chaque  diviseur  triuaire  de  la  formule  (’ -f- eu'  répond  à une 
forme  trinaire  de  c qui  s’en  déduit  immédiatement , et  réciproquement 
chaque  forme  trinaire  du  nombre  c conduit  à un  diviseur  trinaire  cor- 
respondant de  la  formule  + S'il  n’y  avait  donc  pas  un  égal 
nombre  des  uns  et  des  autres , il  faudrait  on  que  deux  formes  trinaires 
de  c répondissent  au  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  <*-f-cn*, 
ou  que  deux  diviseurs  quadratiques  différens  répondissent  à la  même 
forme  trinaire  de  c.  La  seconde  hypothèse  n’a  beu  pour  aucune  valeur 
de  c (n°  37a)  , et  la  première  n’a  pas  lieu , en  vert»  du  théorème  pré- 
cédent, puisque  c est  premier  ou  double  d’un  premier.  Donc,  etc. 

(a8*)  Théorème  III.  « Si  le  nombre  c est  premier  ou  double  d’un 
» premier,  chaque  diviseur  trinaire  de  la  formule  f’-f-cn*  ne  pourra  se 
» décomposer  que  d'une  seule  manière  en  trois  quarrés,  c'est-à-dire  ne 
>1  pourra  avoir  qu’une  seule  forme  trinaire.  n 

Car  si  un  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  t * -f-  eu*  avait 
plusieurs  formes  trinaires,  il  faudrait,  d’après  le  théorème  précédent,  que 
ces  diverses  formes  répondissent  à une  même  valeur  trinaire  de  c.  Mais 
on  a prouvé  (n*  375)  qu’une  valeur  trinaire  dounée  de  c ne  peut  répondre 
à deux  formes  trinaires  diilérentes  d’un  même  diviseur  quadratique  , 
que  lorsque  celui-ci  est  de  l’une  des  formes  py'-{-rz*,  py'-\-3qyz-\-3qz' , 
py ’ -f-  iqyz-\-pz',  et  qu’en  même  temps  les  coefïiciens  extrêmes  sont 
l’un  et  l’autre  plus  grands  que  3.  Or  dans  tous  ces  cas,  il  est  facile  de 
voir  que  le  nombre  c,  représenté  successivement  par  pr , 3 pq  — q%, 
p‘ — q% , ne  peut  être  ni  premier,  ni  double  d’un  premier.  Donc,  etc. 

Remarque.  Cette  proposition  aurait  également  lieu  si  c ou  je  était 
une  puissance  d’un  nombre  premier;  elle  contient  ainsi  une  propriété 
qui  convient  exclusivement  aux  puissances  des  nombres  premiers  ou  à 
leurs  doubles,  et  qui  peut  servir  à distinguer  ces  nombres  de  tous  les 
autres. 

(a83)  Théorème  IV.  w Si  le  nombre  N est  compris  dans  un  divi— 
» scur  trinaire  de  la  formule  t'-f-cu*,  réciproquement  le  nombre  c 
» sera  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  l' -f-  Nu'  ; de 
>1  plus,  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  N et  de  c seront  les 
» mêmes,  soit  qu’on  considère  N comme  diviseur  de  ou  c 

» comme  diviseur  de  t*+ÉVu*.  » 


5io  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

En  faisant  comme  ci-dcssus  c=/V*»‘4-  #VA*  4- AV^/u,*,  le  diviseuf 
trinaire  correspondant  sera  A s=  A*.r*  -f*  pourvu  qu’on  sa- 

tisfasse à la  condition  o=fx-\-gx'-\~  hx’.  Soit  N un  nombre  quel- 
conque compris  dans  le  diviseur  A,  ensorte  qu’on  ait  simultanément 

. N = >'mx  4- /a*m'*  + >‘m,‘  \ 

o = fm  -f-  g ni  4-  Am*  / 

Si  d’apres  cette  valeur  trinaire  de  N on  cherche  le  diviseur  trinaire 
correspondant  de  la  formule  t‘+Nu‘,  il  faudra  considérer  les  diviseurs 
communs  qu’il  peut  y avoir  entre  les  quantités  m,  ni,  m ',  prises  deux 
à deux.  Soit  a le  diviseur  commun  de  tri  et  m',  € celui  de  m'  et  m , 
y celui  de  Ai  et  ni,  on  pourra  donc  faire 

N = \‘£%y'n'  4*  /Ji‘a’y*ri‘  t‘a'G'/i‘  1 

o = /ôyn  -f-  g«-y  n liaGii  / 

La  seconde  de  ces  équations  étant  mise  sous  la  forme  : 

f . g , , h , 

— Tl  -f-  5 Tl  4 Tl  ■ — O , 

« ‘ C 1 y 

on  voit  que  f»  doivent  être  des  entiers;  car  si  « et  a avaient 

un  commun  diviseur,  les  trois  nombres  m,  ni,  ni  en  auraient  un,  ce 
qui  est  un  cas  toujours  exclus.  On  prouvera  pareillement  que  ri  et  G 
n’ont  pas  de  commun  diviseur,  non  plus  que  ri  et  y.  Soit  doncJ=a/', 
g = Çgf,  h — y h',  l’équation  précédente  deviendra 

f'n  4-  g' >i  4-  AV  = o. 

Appelons  T le  diviseur  trinaire  de  t*4-7\f«*,  correspondant  h la  va- 
leur 1V=  A*6*>*«*4~/t**y»'*4-»v6*«'*,  nous  aurons  les  deux  équa- 
tions simultanées: 

T=  «\r*  4-  6*x'*  4-  >*V*  1 
. o = Xnx  4*  M-Tixf  4-  t rix‘  f 

Mais  en  substituant  les  valeurs  de  f,  g,  h,  dans  l’expression  de  c,  on  a 

c = 4-  V 4*  >*A>*A'*  ; 

valeur,  qui  sera  comprise  dans  r , si  on  fait  .r . — g-f  , x — , 

x“  t=  AjuA',  et  si  en  même  temps  la  condition  o = À«x 4~ gn'x-\-  trix’ 
est  satisfaite;  or  celle-ci  se  réduit  à 

o = f'n  +gf'i  4“  AV. 
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Elle  a donc  lien  en  effet , et  la  proposition  est  vérifiée  dans  tonte  sa 
généralité. 

(284)  Exemple.  La  formule  /*- f-65«*  a pour  diviseur  trinaire... 
9T‘  -h  + = (aJ— =)*  4-  'y  + 3-)'  4-  «lla  valeur  cor- 

respondante de  c est  e=6*-f-  3*4-  5*.  Soit  jr  = 5,  s = — a,  on  aura 
le  nombre  compris  N—  181  = 1 a*  4-6*  -f- 1*;  si  d’après  cette  valeur 
ou  cherche  le  diviseur  trinaire  correspondant  de  t*4-i8i«*,  on  trouvera 
que  ce  diviseur  est  5^+4^"*+  57a*=,7*4-  (63)*  4-  (ay-f-s)*»  or  cette 
fonnulc  comprend  65,  en  faisant jr=a  et  =1,  et  on  a la  forme  trinaire 
65=2*4-6*4-5*»  tandis  que  la  valeur  trinaire  de  N qui  résulte  du 
même  diviseur  est  181=13*4-6’-+-»*.  De  là  on  voit  que  65  et  181 
se  reproduisent  sous  les  mêmes  Carmes  trinaires,  soit  qu’on  considère 
65  comme  diviseur  de  /*4-*8i«’,  ou  181  comme  diviseur  de  i’-f-65u’, 
ce  qui  est  conforme  au  théorème. 

(a85)  TrirortÈM*  V.  «Si  le  diviseur  quadratique  A = /y*4-a27’34-rs  *, 
n appartenant  à la  formule  <*-+-cu*,  est  susceptible  de  plusieurs  formes 
» trinaires,  et  que  dans  ces  diverses  formes  on  substitue  pour  / et  s 
>1  les  valeurs  déterminées  y —f,  %—g,  je  dis  que  les  formes  trinaires 
« qui  en  résulteront  pour  le  nombre  seront  toutes 

» différentes  entre  elles,  an  moins  tant  que  N surpassera  je.  » 

En  effet,  si  on  cherche  par  une  analyse  directe  quels  sont  les  ras 
où  deux  formes  trinaires  du  diviseur  A donnent  pour  le  nombre  dé- 
terminé N une  même  valeur  trinaire,  on  trouvera  que  iV  ne  peut  sur- 
passer je.  C'est  ce  que  nous  allons  développer. 

Supposons  que  le  diviseur  A =/y * -+- aiya -+- rs*  soit  susceptible  des 
deux  formes  trinaires  : 

A = (nry  -4-  ns)*  4"  (»'Y  4“  n'z)%  4-  (m’y  4-  n’ s)* 

« = }Z +«.)•+!*>+ 4 i U + 

ensorte  qu'on  ait  simultanément  : 

p = m*  -+-  m'*  -+-  mi**  = ju.’  4-  u.'*  4-  /*'* 

q = mn  -+-  m'n  -f-  ni  ri  — -+-  pi*  -+-  P- Y 

r = n*  4-  n'*  4-  n’1  =>*-+-  >'*  4-  »**. 

' Si  les  valeurs  particulières  jr=f,  s=g,  qui  rendent  le  diviseur  A 

égal  à N,  sont  telles  que  les  doux  formes  trinaires  de  A se  réduisent 
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k une  Mole  de  N , il  faudra  qu’on  ait 

mf  + ng  = pf  + tg 

"(f  + n'g—  ïf  H-  ’g 

™j+  n‘g=  nZ-\r  /g. 

Car  les  deux  formes  binaires  qui  doivent  coïncider,  peuvent  être  dis- 
posées de  manière  que  les  termes  égaux  soient  de  même  rang  et  de 
même  signe. 

D'ailleurs  puisque  f et  g sont  premiers  entre  eux , on  satisfera  géné- 
ralement aux  trois  équations  précédentes,  en  prenant  trois  indétermi- 
nées a,  d y d,  et  faisant 

fi  = m — ag,  p.'  = m'  — dg,  p.’  = m’  — dg 

r=n-\-af,  »'  = d + df,  t"  =n‘ +a’f-, 

substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  p , q,  r,  on  aura  les  trois 
équations  ; 

jl  g (a* -f- n'* — ma  — nid — m’a  = o 1 
■ /(a-  + a'*  + a'*)  + «a  + dd  4.  „V  = o J ' ' 
fg  (a*  + «,‘  + a,‘)+g('w  + n‘d  + »'«')  I _ 

— f ( ma  -f-  ma’  -(-m'a*)  / 0 ’ 

où  l’on  voit  que  la  troisième  est  une  suite  des  deux  autres  , et  qu’ainsi 
il  suffit  d'avoir  égard  à celles-ci. 

De  quelque  manière  qu’on  satisfasse  aux  équations  ( A ),  les  valeurs 
de  f cl  de  ;r  détermineront’ un  nombre  N =pf‘  -f-  îqfg  ~h  rg',  tel 
qu’en  y appliquant  les  deux  formes  binaires  de  A , elles  se  réduiront  à 
une  seule  valeur  binaire  de  N.  Cherchons  donc  la  plus  grande  valeur 
de  N qui  donne  lieu  à cette  coïncidence. 

Et  d'abord  observons  que  comme  / et  g ne  peuvent  être  tous  deux 
pairs,  il  résulte  des  équations  (si)  que  le  nombre  o* -f- o'* -j- a**  doit 
être  pair.  Soit  donc 

o*  + a"  -f-  «*■  = aê, 

ou  aura 

„ f na  -f-  «V+  n*a*  \ ma  m'a* 

/=—  V J )*  s~ Ï * 

d’où  l’on  tire 

k (mf  -f-  ng)  = (m'n  — mri) d — (nui  — m’n)d 
k (ni f -{-n’g)  — (m’n’  — ni  n‘)d — (m'n  — mn')a 
k (m’f  + n’g)  = (W  — m’n)a  — (/«V — m'n')a'. 
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La  forme  trinaire  de  c qui  répond  au  diviseur  trinaire  (roy-J-n a)* 
-f-  (m'y  -f-  n'a)*  -f-  (ni y -f-  ns)',  étant  c = (nui — niri)'  -f-  (m‘n‘  — m'a')*, 
•f-  (m’n — nin'y.  Élisons  pour  abréger, 

mri  — ni  n = et , ni  h'  — niri  — G , m’n  — nui  = y, 

afin  qu’on  ait  c = a’  -f-  ff*  -f-  y',  les  équations  précédentes  donneront 

k(ntf  + ng)  = yri  — Ga“ 
k(m[f+n'g)  — <*■»’—  ya 
k(nif  -y  ng)  = Ga  — an', 

Quarrant  ces  équations  et  les  ajoutant,  on  aura 

k'N  = ('td  — Ga’)‘  -f  - (xa’  — y t>y  -f-  (Ga  — an')*. 

Mais  puisqu’on  a c = a*  -f-  G‘  -f  - > ‘ et  aA  = a*  + n'*  -f-  a'*,  il  est  facile 
de  voir  que  le  second  membre  se  réduit  à a ck — (oa-f-  Ga' -j-  ya')‘,  de 
sorte  qu’on  aura 

k‘N  = a ck  — (a a -f-  Ga'  -f-  >'<*’)*• 

Ce  résultat  prouve  que  la  limite  de  N est  et  que  N ne  peut  at- 
teindre cette  limite  que  lorsqu’on  a xa-j-Ga'  -{-ya"  = o. 

(a86)  La  limite  de  N sera  d’autant  plus  grande  que  k sera  plus  petit} 
voyons  donc  quelle  peut  être  la  plus  petite  valeur  de  k.  , 

Les  valeurs  que  doivent  avoir  a,  a',  a*,  pour  que  a*-|-a'*-f-a'‘  soit 
le  plus  petit  possible  et  cependant  pair , sont  o,  i,  i;  mais  alors  on 
aurait  f — — n‘ — n",  g = ni  -f-  m‘,  et  la  forme  ( gy  -f-  >z)*  -}-  ( //iy-^-iz)' 
-{-(u’y-hy’z)',  ne  différerait  que  par  l’ordre  des  termes,  de  la  forme 
(my  + my -j- (m'y ri i)‘  (m'y  -t-riz)*,  ce  qni  est  contre  la  sup- 
position. 

On  ne  peut  faire  non  plus  a=o,  a'=o,  a'=a,  parce  qu’alors  les  deux 
formes  trinaires  de  A se  réduiraient  encorcà  une  même  forme.  La  moindre 
valeur  de  A a donc  beu  lorsqu’on  fait  u=i,  a'=  i , a*  = a;  alors  on 
a A = 3,  et  la  limite  cherchée  est  N < 3 c,  conformement  à l’énoncé  du 
théorème. 

(787)  Pour  que  N atteigne  cette  limite,  il  faudra  qu’on  ait.... 
a-f-ê-f-a>=o,  ou  a= — G — a y;  delà  c=a‘+G‘-hy,=2(G+y  )*+3y*,  et 
comme  on  a N = j c,  il  faudra  que  c soit  divisible  par  3.  Faisant  donc 

4o 
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C-t-y  = 5/,  on  aura  c=  3 y' -h  et  devra  être  impair,  sam  quoi 

iV  serait  divisible  par  4,  ce  qui  n’a  pat  lieu  dans  les  nombres  suscep- 
tibles de  formes  triuaires. 

Ces  re'sultaU  sont  faciles  à vérifier  ; car  d'après  la  valeur  trouvée  de  c, 
l’un  des  diviseurs  quadratiques  de  t*  -(-  eu',  est 

A = 1 a -H  (a >*  + 1 iS")js  -f-  ( 2— ^ 4*  3«f‘  ) z% 

lequel  se  décompose  en  trois  quarrés , de  ces  deux  manières  : 

(H-aJy+iH-i+J'- 3)*-K> — — ï — «r  .a)*+(aJ>-f-5:^T.  a)*, 

— ï-|-J'.s)*-K> — ifj+ïy-hï — J'.ï)*+(jjy+l+i  .*)• 

et  ces  deux  formes  se  réduisent  à une  seule  lorsqu’on  fait  y — i,  -a=a, 
ce  qui  donne  N ■=  ay'~i-  = 

(a88)  Théorème  VI.  « Si  le  nombre  N est  compris  de  m manières 
» différentes  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
» t’-f-ou*;  si  en  outre  chacun  de  ces  diviseurs  est  décomposabie  en* 
m formes  trinaires , et  qu’en  conséquence  le  namhrc  N reçoive,  comme 
» diviseur  de  la  formule  t’-f-cu*,  nui  valeurs  trinaires;  je  dis  que  toutes 
» ces  valeurs  trinaires  seront  différentes  les  unes  des  autres,  excepte 
b ïe  cas  de  ‘N  <|c,  et  celui  où  on  pourrait  satisfaire  à l’équation 
» cj  =_y*  Nz',  sans  supposer  s=o.  » 

En  effet,  l’une  des  formes  trinaires  de  N peut  toujours  être  repré- 
sentée par  la  formule  N—  en  supposant  que  la  va- 
leur correspondante  de  c soit  f'fJi't'  — f—  ft'K'/i.',  et  qu'au  ait 

entre  les  uombres  A , B,  C la  relation ~\~gB  -f-  hC  = o. 

Une  seconde  forme  trinairc  de  N pourra  de  même  être  représentée 
par  la  formule  N = h'‘A'‘ -f-  fï'B'*  en  supposant  semblable- 

meut  cc/yV+^V'À'*-!-  et  fut  -j-g'B'-t-  h‘C  =o. 

Mnrntemtrt  si  l’on  veut  que  ces  deux  valeurs  trinaires  de  N soient 
identiques,  il  fondra  -ferre  f.A  = A'.f,  t*.B  —/AB',  ÿC—t'C.  Tirant 
de  ces  équations  les  valeurs  de  A',  B! , C , et  les  substituant  dans  l'é- 
quation. f A' g B"  h!  O — o,  on  aura 

~kA  4 ’à’  . uJB  -f—  fl  . ( C aa  o. 

Celle-ci  étant  combinée  avec  l'équation  fA  -f- gB  s=o , il  on 


résulte 
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i*b /yy . a vu — hys  .fia 

kA  AV/ . g*K  — t 

»c  __g'>y.fr>  — /yv.CTA 

*.<  ÀVft' . çîa — -Vx' . Aa^" 

Soient,  pour  abréger,  //xr  = a , g»A  = fi,  h\/t  = y;  />V  = a' , 
#Vx'=£',  h'h'fjL  = 5/,  ensorte  que  les  valeurs  trinaires  de  c qui  ré* 
pondent  aux  valeurs  identiques  de  iV,  soient  c = «*  + €*•+■  j.* , 
c = a*  -f-  fi'1  -f- >'*,  on  aura 

fuit Ay—tyf  rC  C'a  — Coc' 

A.C  — y'C — yC  * KA  y’C  — yC 

Mais  les  trois  nombres  \A , fiB , iC  ne  peuvent  être  divisibles  par 
un  même  facteur;  si  donc  on  appelle  <p  le  plus  grand  diviseur  commun 
des  trois  quantités  a! y — *ÿt  C'a — fi*',  y'C — yC,  on  aura 

q>\A  = y'C  — yC' 

<pitB  = a'y  — tey! 
f,C  C'a  — Ca'-, 

d'où  l'on  déduit  <f>’(  A’/^’-f-l|x’i9’-f-»’C’)  ou  $'N—(yC — — a}/)* 
-f-(fi'* — fia')’.  Or  par  une  réduction  qui  se  présente  fréquemment  dans 
ce  genre  d’analyse , ou  sait  que  le  second  membre  de  cette  équation 
est  la  même  chose  que  , 

(a* -f.fi’  -+->’)  (a'*  + fi'’  -+->'•)  - («a'  + fifi'  +»')’  } 

de  sorte  qne  si  on  fait  pour  abréger  «e'-f-fifi'  + »'=8 , on  aura 
ip’rV  =r  c* — 8*  ou  c*=8’-f.A>’.  Donc  deux  formes  trinaires  de  N 
ne  sauraient  être  identiques,  à moins  que  le  nombre  N ne  soit  plus 
petit  que  c*  et  tel  qu’on  puisse  satisfaire  à l’équation  c*==y'*-f.iYs*. 

Ce  résultat  ne  souffre  d’exception  que  lorsque  <p  — o;  alors  on  a 
2-  = ; de  sorte  que  la  forme  a'*-f-fi'*-f- j,'*  coïncide  entièrement 

avec  la  forme  a’-f- fi* +>*•  Mais  alors  les  deux  valeurs  trinaires  de  N, 
que  l’on  compare,  sont  tirées  d’un  même  diviseur  quadratique,  puis- 
qu’elles répondent  à des  valeurs  trinaires  identiques  de  c;  donc  ces 
deux  valeurs  doivent  être  differentes  entre  elles  (a85),  à moins  qu’on 
n’ait  A’<  j c.  Ainsi  en  ajoutant  ce  cas  d’exception  à celui  qu’on  a déjà 
trouvé,  il  en  résulte  la  proposition  générale  telle  que  nous  l’avons 
énoncée. 
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(289)  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  considérons  la 
formule  <*  + 21 et  son  diviseur  quadratique  A = 5/-*  + 4 J- + 5a‘,  le- 
quel est  susceptible  de  ces  deux  formes  trinaires: 

a — S Ca/  + 3)‘+7‘  + /l** 

* (7 + 33)* + 3* + 47*. 

Dans  ce  diviseur  est  compris  le  nombre  17765  = 5.11.17.19,  qui, 
étant  de  la  forme  84Æ+41 , ne  peut  (d’après  la  Table  IV)  appartenir 
à aucun  autre  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*  + 3 ru'.  D’ailleurs  ce 
nombre,  à cause  des  quatre  facteurs  dont  il  est  composé,  doit  être  con- 
tenu 3'  ou  8 fois,  dans  le  diviseur  5r* + 47-  + 53* ; en  effet,  si  on  ré- 
sout l'équation  17766  = 67'*  +473  + 53*,  on  trouve  les  huit  solutions 
suivantes  : 

7 = 5a,  —64,  5i , — 63,  — 1,  — 47,  — a4,  — a8 

3 = i5,  i5,  4°,  40,  60,  60,  65,  65. 

On  en  trouverait  même  huit  autres,  mais  qui  ne  produiraient  aucun 
nouveau  résultat,  parce  que  le  diviseur  quadratique  5^*  + 4/*  + 5** 
est  du  nombre  des  bifides.  Cela  posé,  les  huit  solutions  trouvées  don- 
neront chacune  deux  formes  trinaires  de  17766,  lesquelles  seront  diffé- 
rentes entre  elles,  puisqu’il  est  visible  que  l’équation  c'—j'  + Nz'  ne 
saurait  avoir  lieu  ; donc  le  nombre  17765,  considéré  comme  diviseur 
de  <*+2i«*,  doit  avoir  seize  formes  trinaires  différentes;  et  en  effet 
on  trouve  que  ces  seize  formes  sont  : 


119*+  6o'-l-  3* 
58*+i20*+  1* 
* 1 3*-4—  64‘-f-5o* 
34’-f-ia8*-f-i5‘ 


1 1 9*— f-  5a‘+3o* 
83’-f-io4‘4-i5- 
106+  65*+/,8‘ 
17*+!  3o‘+24* 


102*+  65‘-f-56* 
9*+i  3o*+28* 
1 1 1 •+  4°*-H*2* 
ioa*+  8o*+3i* 


86*+  65*+8o* 
I7*+I26*+4o* 
73*+  6o*+94* 
54*+i  ao*+47* 


(290)  Remarque.  Si  N est  pair  et  > je*,  l’équation  c*=7*+iVz*  ne 
pourra  avoir  lieu , et  la  proposition  générale  ne  sera  sujette  à aucune 
exception.  Car  la  condition  JV>  Jc  est  satisfaite  d'elle-méme,  ensuite 
l'équation  c'—f’  + N 3*  exige  qu'on  ait  3=1  et  c* — mais 
N étant  pair,  le  premier  membre  devra  être  pair,  et  alors  il  serait  di- 
visible par  4 , tandis  que  N n’est  divisible  que  par  2. 

Dans  la  même  supposition  de  iV>jc*,  l'équation  c*  — S*  ne 

pourra  encore  avoir  lieu  si  N est  de  la  forme  4n+1  e*  c pair- 
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(agi)  Théorème  VII.  « Soit  /y'-f-a^ya-t-ra*  un  diviseur  quadra- 
» tique  de  la  formule  /*- f-  eu',  et  soient  p et  c premiers  entre  eux  ; si  le 
h nombre  c est  diviseur  de  t‘  -\-pu',  je  dis  que  c sera  diviseur  de 
» t'  -f-  Nu',  N étant  un  nombre  quelconque  renfermé  dans  la  formule 
» PJ'  ■+■  + rz'-  " 

En  effet,  soit  N — pu' -f-  xqaS  -f-  rC‘,  on  aura  pN  (px  që)'-\-c€'. 

Mais  par  hypothèse  c est  diviseur  de  l'-\-pu‘ ; donc  il  existe  un  entier 
1 , , A*  + p , IVh‘+  Np 

k tel  que  — est  uu  entierj  donc  — - sera  aussi  un  entier. 

Mettant  au  lieu  de  pN  sa.  valeur,  on  aura  -~=e;  or  c et 

k sont  premiers  entre  eux,  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  S,  l’cx- 
. k*  4-  n • • • 

pression  - — — — étant  un  entier,  il  faudrait  que  p et  c eussent  le  même 
commun  diviseur  8,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Donc  on  peut  faire 
px-+-qÇ=kx-{-cu,  et  on  aura  ‘V  = c.  Donc  c est  diviseur  de 
x'-f-N,  ou  en  général  de  la  formule  t'-i-Nu'. 

(aga)  Remarque.  La  même  proposition  aura  lieu  en  supposant  seule- 
ment que  le  diviseur  quadratique  /y*  -f-  a<ya  -f- rz'  renferme  un  nombre 
p'  premier  à c,  et  tel  que  c soit  diviseur  de  t'  -f- pu'.  Car  on  pourra 
toujours,  par  une  transformation,  faire  ensorte  que  ce  nombre  p'  tienne 
la  place  du  premier  coefficient  p (n*  a3i). 

Donc  si  le  diviseur  quadratique  /y*  -J-  a^ys-J-rs*  contient  un  seul 
nombre/»'  premier  à e,  et  tel  que  c soit  diviseur  de  l'-\-p'u',  tout 
nombre  N compris  dans  ce  même  diviseur  quadratique  jouira  de  la 
même  propriété,  de  sorte  que  c sera  toujours  diviseur  de  la  formule 
r -t-  Nu'. 

(ag3)  Théorème  VIII.  « Au  contraire  si  un  seul  nombre  p’  renfermé 
» dans  le  diviseur  quadratique  pj'  -+-  a<y 3 -|- rz' , est  tel  que  eue  divise 
» pas  t'-j-p  u' , je  dis  que  tout  nombre  N renfermé  dans  le  même  di- 
» viseur  quadratique , est  tel  aussi  que  c ne  peut  diviser  t1  -J-  Nu' , au 
n moins  en  supposant  N et  c premiers  entre  eux.  » 

Car  puisque  c et  N sont  premiers  entre  eux,  si  c divisait  t'  + Nu' , 
il  faudrait,  suivant  le  théorème  précédent,  que  c divisât  aussi  <*+/»V, 
ce  qui  est  contre  la  supposition. 
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(394)  Nous  appellerons,  pour  abréger,  diviseur  rèciprcxpse  (ont  divi- 
seur quadratique  de  la  formule  C -+-  eu',  dont  la  propriété  est  telle  que 
N étant  un  nombre  quelconque  compris  dans  ce  diviseur,  réciproque- 
ment c soit  diviseur  de  t*  -f-  Nu'. 

Nous  appellerons  par  opposition  diviseur  non-reciprot/ue  tout  diviseur 
quadratique  qui  ne  jouit  pas  de  cette  propriété,  ou  qui  n’en  jouit  que 
par  rapport  à quelques  nombres  particuliers  N qui  ont  un  commua  di- 
viseur avec  c. 

Les  conditions  pôur  qu'un  diviseur  quadratique  soit  réciproque  ou 
ne  le  soit  pas,  sont  tellement  précisées  par  les  deux  théorèmes  précé- 
dons, qu'on  pourra  toujours  décider  promptement,  et  presqu'à  la  seule 
inspection,  si  un  diviseur  quadratique  donné  est  réciproque  ou  non. 

(aj5)  Prenons  pour  exemple  la  formule  dont  un  diviseur 

quadratique  est  5/%-\-a/s  ,4**.  Pour  savoir  si  ce  diviseur  est  réci- 

proque , j’observe  que  le  coefficient  5 est  premier  à 69;  je  cherche  donc 
si  69  est  diviseur  de  t*-f-5u\  Or  il  est  manifeste  que  69  divise  8*+5; 
donc  le  diviseur  quadratique  dont  il  s’agit  est  un  diviseur  réciproque  ; 
c'est-à-dire  que  si  N est  un  nombre  quelconque  compris  dans  la  for- 
mule 14*‘,  on  peut  être  assuré  que  69  sera  diviseur  de 

t'+Nu'. 

La  même  formule  (*+69»*  ayant  un  autre  diviseur  quadratique 
fy*  -f-  6jz  -f- 1 3s*  ; pour  savoir  si  celai-ei  est  réciproque , je  prends  le 
nombre  compris  ,5  premier  à 69,  et  je  cherche  si  69  est  diviseur  de 
r-f-,3u\  Or  on  voit  immédiatement  que  3,  facteur  de  69,  n’est  point 
diviseur  de  <*-f-i5u‘;  donc  69  ne  peut  l'être , donc  le  diviseur  qua- 
dratique (y’-f-Cys-f-  ,3s*  est  un  diviseur  non-réciproque. 

Considérons  encore  la  formule  t'  -\-^5u'  et  son  diviseur  quadratique 

-j-45s*.  Pour  déterminer  la  nature  de  ce  diviseur,  je  prends  le  coeffi- 
cient t du  premier  terme,  et  je  cherche  si  45  est  diviseur  de 
Mais  on  voit  tout  de  suite  que  5 ne  divise  pas  r*  -j-«*  ( car  on  suppose 
toujours  l et  u premiers  entre  eux)  ; donc  45  ne  peut  le  diviser.  Doue 
le  diviseur  quadratique  dont  il  s’agit  est  un  diviseur  non-réciproque. 

(296)  On  fera  voir  ci-après  que  les  diviseurs  quadratiques  réciproques 
■ne  contiennent  que  les  nombres  susceptibles  de  prendre  la  forme  tri— 
naife , c’est-à-dire  les  nombres  de  l’une  des  formes  8«  -f- 1 , Sri  -f-  1 , 
8/J-+-3,  8n-}-5,  8n-t-6.  Or  si  l’on  a égard  à l’éqnation  /w—  f*s=e. 
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on  trouve  aisément  (comme  au  n"  aa3)  que  pour  chacune  des  cinq  formes 
principales  de  c,  les  diviseurs  quadratiques  de  {’-f-ru*  se  divisent  en 
deux  espèces  , déterminées  par  rapport  aux  multiples  de  4 et  8 , comme 
on  le  voit  dans  le  Tableau  suivant. 


Nombre  c. 

Diviseurs  de  i"*  espèce. 

Diviseurs  de  a*  espèce. 

8«-4-t 

4»  4-  * » 6/i  4-  a 

4*  *4”  ) p 8/î  4-  Q 

8/i-J- 5 

4*  ■}“  i f 8/i  -f*  ô 

4*4-3,  8/i-l- a 

8/i4-3 

4/i  4”  > 

8n -f- a 

8/i  4*  i f 8/i  *4"  5 

C,  C + 4 

8/i  4“  3 9 8n  -f-  y 
c — • 4,  c -f-  8 

8n  -f-6 

S/i  *4“  3 > 8n  -4-  5 
c — 4 y c -|-8 

8/2  4-  * ) 8«  4*  7 

c 9 *4-4 

Lorsque  le  nombre  c est  de  la  forme  8*  4-  3 , on  voit  qu’il  n’y  a 
qu'une  seule  espèce  de  diviseurs  quadratiques,  savoir,  les  diviseurs 
4 n-+-a.  Si  le  nombre  c se  rapporte  aux  formes  8*4- a,  8* -4-6,  ou 
pourra  préciser  davantage  les  diviseurs  pairs  correspondant;  pour  cela,, 
il  faudra  subdiviser  chacune  de  ces  formes  en  deux  autres , et  alors  au 
lieu  des  deux  dentiers  articles  du  Tableau,  on  aura  les  quatre  suivant. 


i6/i-l-a 

8*4-  > » 

8«  4-  3 

8/1 4-  5 , fin  4-  7 

16/1 4- a. 

16/1  4-  6 

16// 4- 10,  i6«4-i4 

16/1 4- 10 

8/1  4”  * y 

8/1 4-  3 

8/1 4-  5 , 8*  -J-  y 

16/1 4-io, 

«6« 4- 14 

iCu  4-  a , i6«  4-  6 

16/14-6 

8/14-3, 

8/1 4-  3 

8//  4-  1 , 8/14-7 

16//  4-  a , 

16/1 4-  14 

16*4-16,  rû»4-  10 

“ 16*4-14 

8//  4-  3 , 

S/i-f-5 

fi*  4-  1 > 8*  4-  7 

r6//4-  6 , 

i6«  4-  10 

- 16*4-2,  16*4-14 

A l’aide  de  ce  Tableau , ou  recouuail  tout  d'un  coup  ai  un  nombre 
donné,  diviseur  de  appartient  à la  première  ou  à la  seconde 

espèce;  il  suffit  de  considérer  le  reste  que  donne  ce  nombre  divisé  par 
4,  par  8 ou  par  tC. 
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En  général,  comme  les  diviseurs  quadratiques  de  seconde  espèce  corn 
tiennent  toujours  des  nombres  de  la  forme  8n  -f-  7 , ces  diviseurs  ne 
peuvent  jamais  être  trinaires.  Ainsi  les  diviseurs  réciproques  doivent 
toujours  se  trouver  parmi  ceux  de  la  première  espèce. 

(397)  Théorème  IX.  « Si  le  nombre  c est  premier  ou  double  d’un 
» premier,  tout  diviseur  quadratique  de  première  espèce  de  la  formule 
>1  f*  c«*,  sera  un  diviseur  réciproque.  » 

En  effet,  i*.  si  c est  un  nombre  premier  de  la  forme  4n+I  qu* 
comprend  les  deux  8n-f-t,  8n-f-5,  il  a été  déjà  démontré  (n“  196), 
que  N étant  un  diviseur  quelconque  4 »-+■  1 de  la  formule  t*  + c«%  on  a 

^)  = i;  de  sorte  que  c doit  être  diviseur  de  Donc  le 

diviseur  quadratique  qui  renferme  N est  un  diviseur  réciproque.  Donc 
tout  diviseur  quadratique  de  première  espèce  de  la  formule  /’  cu‘  est 
un  diviseur  réciproque. 

a*.  Si  c est  un  nombre  premier  8/i-f-3,  et  P un  diviseur  quelconque 
impair  de  la  formule  on  aura  (a*  197)  = i ; mais  par  la 

nature  du  nombre  c,  on  a (n*  148)  = — 1;  donc  = — 1. 

Donc  c est  diviseur  de  t‘  + aPn*  ou  de  <*  -f-  Nu',  N étant  un  diviseur 
quelconque  4 e-4-a  de  la  formule  f-f-cu'.  Donc  tout  diviseur  quadra- 
tique 4 n-t-a  de  cette  formule,  est  un  diviseur  réciproque. 

5*.  Si  le  nombre  c = aa , a étant  un  nombre  premier  4n~f~ 1 > il  ré- 
sulte du  n*  198  qu'on  a ^ = 1 , N étant  un  diviseur  quelconque 

8n-f-i  ou  8/1-)- 3 de  la  formule  t‘-(-cu*  ou  <*-f-aau*.  Donc  le  divi- 
seur quadratique  qui  renferme  N,  c’est-à-dire,  tout  diviseur  quadra- 
tique de  première  espèce  de  la  formule  t'-feen’,  est  un  diviseur  réci- 
proque. 

4°.  Enfin  si  le  nombre  c=aa,  a étant  un  nombre  premier  4 n-f-  3 , 
on  a prouvé  n*  198,  que  N étant  un  diviseur  quelconque  8«-f-3  ou 

8n-f-5  de  la  formule  t*-f-  aou*,  on  a ^ = — 1.  Donc  a est  divi-* 

seur  de  la  formule  i’  -f-  Nu'  ; donc  ao  ou  c l’est  aussi.  Donc  le  diviseur 
quadratique  qui  renferme  N est  un  diviseur  réciproque. 

(398)  Théorème  X.  « Si  le  nombre  c ou  sa  moitié  est  un  nombre 
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» compose,  parmi  les  diviseurs  quadratiques  de  première  espèce  de  la 
» formule  /*  -f-  eu*,  il  y en  aura  toujours  au  moins  un  réciproque.  » 
Cette  proposition  et  la  précédente  supposent  que  le  nombre  c est 
de  l’une  des  trois  formes  4»+  1 , 8n-f-3,  4«  + mais  nous  nous  con- 
tenterons de  démontrer  celle-ci  pour  les  nombres  de  la  forme  4 n-4-i 
attendu  que  le  raisonnement  est  le  même  à l'égard  des  autres  formes. 

Soit  donc  c un  nombre  composé  4"4-i  » si  l’on  peut  prouver  qu’il 
existe  un  nombre  premier  TV,  également  de  forme  4,H- 1 , tel  que  c soit 

diviseur  de  i*4-TVu*  ; il  s'ensuivra  (n“  196)  que  ^ ^ j — 1 , ou  que  TV  est 

diviseur  de  la  formule  t'  eu',  et  qu’ainsi  le  diviseur  quadratique  de 
cette  formule,  qui  contient  TV,  est  un  diviseur  réciproque. 

Pour  cet  effet,  décomposons  c en  ses  facteurs  premiers  égaux  ou  iné- 
gaux : soient  a,  a',  «*,  etc.  les  facteurs  4 n + t , et  C,  €’...  les 
facteurs  4”-+- 5,  ceux-ci  étant  en  nombre  pair,  puisque  c est  déformé 
4»  4-*-  On  aura  donc  c = aa!a’....  . . . . ; et  pour  que  c 

divise  la  formule  t* -f-TVu*,  il  faut  qu’on  ait  successivement: 


Or  chacune  de  ces  conditions  rapportée  à un  dénominateur  différent , 
fournit  en  général  plusieurs  valeurs  linéaires  de  TV  (n*  193),  et  ces  va- 
leurs étant  combinées  entre  elles  pour  satisfaire  à toutes  les  équations , 
puis  réduites  à la  forme  4^-f-  « , donneront  un  grand  nombre  de  for- 
mules dont  chacune  contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  On 
pourra  donc  trouver  tant  de  nombres  premiers  qu’on  voudra  pour  va- 
leurs de  TV:  or  un  seul  de  ces  nombres  suffit  pour  déterminer  un  divi- 
seur quadratique  de  la  formule  t'-f-cu",  lequel  sera  réciproque,  puisque 
c divisant  il  s’ensuit  que  TV  divise  (*-f-cu\ 

(399)  Remarque.  Les  diviseurs  réciproques  de  la  formule  t*  -f-  eu* 
formeront  l’un  des  groupes  dans  lesquels  sc  partage  le  système  entier  des 
diviseurs  quadratiques  de  cette  formule.  Soit  i le  nombre  des  facteurs 
premiers  inégaux  *,  a!,  a.’...  G,  £',  6',  etc.;  alors  ai  sera  le  nombre 
total  des  groupes  , et  l’un  d’eux,  celui  qui  satisfait  aux  conditions 

= 1 , =3  1 , = — 1 > etc.,  et  qui  d’ailleurs  est  de  la  pre- 

mière espèce,  sera  le  groupe  des  diviseurs  réciproques. 
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On  trouver»  de  semblable*  résultat*  lorsque  c est  de  la  forme  8/»— f-3 
et  lorsqu'il  est  de  la  forme  a. 

(Soo)  Théorème  XI.  «Tout  diviseur  quadratique  trioaire  est  un  di- 
» viseur  réciproque.  » 

Car  soit  A un  diviseur  quadratique  trinaire  de  la  formule  et 

N un  nombre  quelconque  contenu  dans  A;  on  a vu  que  c est  divi- 
seur de  t‘  -+■  Nu'  (n“  a83).  Donc  A est  un  diviseur  réciproque  (n’  394). 

(3oi)  La  proposition  inverse  de  la  précédente  est  encore  vraie , c’est- 
à-dire  que  tout  diviseur  réciproque  est  trinaire  ; en  effet,  la  Table  VIH 
contient  les  diviseurs  trinaircs  de  la  formule  C -j-  eu',  pour  toutes  les 
valeurs  de  c depuis  c = 1 jusqu'à  c=2i4,  et  on  peut  s'assurer  qu’il 
n’y  a aucun  diviseur  réciproque  de  la  formule  t'-\-cu'  qui  n’y  soit 
compris. 

Cette  proposition  peut  donc  être  censée  établie  par  la  vérification 
immédiate  jusqu’à  une  limite  donnée  L,  et  il  s'agit  de  faire  voir  que 
lorsque  c passera  cette  limite , la  proposition  sera  encore  vraie. 

C’est  par  une  telle  réciprocité  que  chaque  formule  <*  -f-  eu * est  liée 
avec  les  inférieures  où  c est  plus  petit , de  manière  que  les  propriétés 
connues  des  unes  servent  à démontrer  les  propriétés  des  autres. 

Voici  donc  la  proposition  générale  que  nous  devons  établir. 

(3oa)  Théorème  Xn.  « Tout  diviseur  réciproque  de  la  formule 
» (*  -f-  Nu * est  un  diviseur  trinaire , et  ce  diviseur  a autant  de  formes 
» trinaircs  qu'il  y a d'unités  dans  2'~‘ , i étant  le  nombre  des  facteur» 
» premiers , impairs  et  inégaux  qui  divisent  N.  » 

Ce  théorème  doit  être  regardé  comme  l’un  des  plus  remarquables  de , 
la  théorie  des  nombres;  c’est  pourquoi  nous  en  donnerons  deux  dé- 
monstrations, la  première  fondée  sur  la  possibilité  de  trouver  dans  le 
diviseur  réciproque  donné,  et  entre  des  limites  données,  un  nombre 
compris  qui  soit  premier  ou  double  d'un  premier,  l'autre  indépendante 
de  cette  supposition. 

Première  démonstration. 

(3o3)  Supposons  d’abord  que  JIo u \N  soit  un  nombre  premier; 
alors  tout  diviseur  de  première  espèce  de  la  formule  <*  -f-  Nu'  est  un 
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diviseur  réciproque  (n*  297).  Soit  ce  diviseur  T = je 

dis  que  T est  en  même  temps  un  diviseur  trinaire. 

En  effet , par  la  propriété  de  ce  diviseur , le  nombre  N est  compris 
dans  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  lequel  est  réciproque 

et  par  conséquent  trinaire,  puisque  c est  plus  petit  que  la  limite  L , 
jusqua  laquelle  la  Table  est  vérifiée.  D'ailleurs  le  nombre  N étant  pre- 
mier ou  double  de  premier,  il  ne  peut  être  compris  que  dans  un  seul 
des  diviseurs  quadratiques  de  et  d’une  manière  seulement. 

Soit  donc  A —PJ*  + + rs*  le  diviseur  trinaire  de  P -4 -eu?,  dans 

lequel  N est  compris;  si  l’on  désigne  par  k le  nombre  des  facteurs  pre- 
miers, impairs  et  inégaux  qui  divisent  c,  A aura  a1-'  formes  trinaires, 
lesquelles  seront  différentes  entre  elles,  puisque  N est  >c,  et  à plus 
forte  raison  >|c  (n*  a85). 

Cela  posé,  les  a1-1  formes  trinaires  de  N détermineront  autant  de 
diviseurs  quadratiques  trinaires  de  la  formule  P-j-iVw*,  dans  chacun 
desquels  c sera  compris.  Ces  diviseurs  trinaires  seront  tous  différens 
entre  eux,  puisqu'ils  correspondent  à des  valeurs  trinaires  de  N diffé- 
rentes entre  elles  (n"  281)  ; et  comme  c ne  peut  être  contenu  plus  de 
a’-1  fois  parmi  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t‘+Nu‘  (n“  a43), 
il  s’ensuit  que  le  diviseur  proposé  T sera  l’un  des  a*- 1 diviseurs  tri- 
paires  qui  comprennent  c.  Donc  T est  un  diviseur  trinaire  , et  de  plus 
ce  diviseur  n’a  qu’une  forme  trinaire,  ce  qui  s'accorde  avec  la  propo- 
sition générale,  puisqu'ayant  dans  ce  cas  1=1,  il  s'ensuit  a1-1  = t. 

1 . »*  . . » • • t * • » 

(3©4)  Au  moyen  de  ce  premier  cas,  on  voit  que  la  Table  ayant  été 
vérifiée  jUsqu’à  la  limite  L,  les  propriétés  énoncées  dans  le  théorème 
général  auront  lieu  jusqu'à  la  limite  J L',  pour  tous  les  nombres  N pre- 
miers ou  doubles  de  premiers  qui  entrent  dans  la  formule  /*  — f—  rViu*. 
Eu  effet  cj'  -J-  ibrz  -(-  as*  étant  un  diviseur  réciproque  de  la  formule 
t'  -f-  Nu',  on  pourra  toujours  supposer  c <2  y/jiV;  ainsi  c sera  < Lh 
sî  N'est  <\L'. 

(5o5)  Soit  maintenant  N un  nombre  quelconque  immédiatement  au-des- 
siri  delà  limite  L , et  soit  Xrr=cj'-\-ibjz-{-az'  un  diviseur  réciproque  donné 
delà  formule  je  dis  que  ce  diviseur  aura  a1- 1 formes  trinaires, 

rétant  le  nombre  des  facteurs  premiers,  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N. 

En  effet,  soit  p un  nombre  premier  ou  double  de  premier,  contenu  dans 
le  diviseur  T et  compris  entre  les  limites  *.Y  et  J /.* , limites  très-éloi- 
gnées  l’une  de  l’autre,  puisque  la  Table  étant  continuée  seulement  jus- 
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qu'l  ai4>  on  a |L=i43  et  */>==  54347.  Alors  le  nombre  N sera 
diviseur  de  <’  et  comme  tel  contenu  dans  un  on  plusieurs  divi- 

seurs réciproques  de  f*  -+-  pu',  lesquels  seront  censés  connus  et  assujétis 
à la  loi  générale,  puisque  p est  premier  ou  double  de  premier  et 
moindre  que  \L'.  De  plus,  puisque  le  nombre  N est  <fp,  il  ne  pourra 
être  contenu  qu’une  fois  dans  chacun  des  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  t*  -f-  pu * ; et  comme  à raison  du  nombre  de  ses  facteurs , il  doit 
être  contenu  a'-'  fois  dans  tous  ces  diviseurs,  il  devra  y avoir  un  pa- 
reil nombre  a'-1  de  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t*  -f- pu',  con- 
tenant chacun  une  fois  le  nombre  N. 

Ces  diviseurs  quadratiques  étant  différens  entre  eux,  répondront  cha- 
cun à une  forme  trinaire  différente  de  p ; donc  il  y aura  a'-1  valeurs  tri- 
naires  de  p,  différentes  entre  elles,  dont  chacune  répondra  1 une  forme 
trinaire  de  N.  Et  quand  même  parmi  ces  dernières  il  y eu  aurait  d'égales 
entre  elles  (ce  qui  supposerait  p'  —y*  -f-  Nz')  ; comme  ces  formes  tri- 
naires  égales  de  N répondent  à des  formes  binaires  inégales  de  p,  le 
système  d'une  forme  trinaire  de  p et  de  la  forme  trinaire  correspondante 
de  N sera  toujours  différent  de  tout  autre  système  semblable. 

Ces  mêmes  systèmes , dont  le  nombre  est  a,-‘,  doivent  se  reproduire 
(n°  a83),  lorsque  p à son  tour  est  considéré  comme  diviseur  de  f*-f-Ar«*r 
or  p étant  premier  ou  double  de  premier,  ne  peut  appartenir  qu’à  un 
seul  diviseur  quadratique  qui  est  le  diviseur  réciproque  proposé  T,  et 
il  ne  peut  y être  contenu  que  d’une  manière;  donc  puisque  p dans  ce 
diviseur  doit  recevoir  ai— * formes  trinaires  différentes  , il  s’ensuit  que 
le  diviseur  T est  décomposablc  en  V- 1 formes  trinaires,  conformément 
à la  proposition  qu’il  s'agissait  de  démontrer. 

(5o6)  Remarque.  I,c  diviseur  réciproque  T appartenant  à la  for- 
mule f* -f-  AV,  où  N est  divisible  par  i nombres  premiers,  impairs 
et  inégaux,  ne  peut  avoir  plus  de  a1-1  formes  trinaires.  Car  soit,  s’il 
est  possible,  le  nombre  de  ses  formes  trinaires  = A> a1- ’,  et  soit  P un 
nombre  premier  plus  grand  que  AT*  contenu  dans  le  diviseur  T;  le  nombre 
P , comme  diviseur  de  A7«*,  aura  k formes  trinaires , lesquelles  ré- 
pondront à un  pareil  nombre  de  formes  trinaires  de  N.  Les  k valeurs 
trinaires  de  P seront  inégales  entre  elles,  puisqn’ayant  /*>  N'  on  ne  peut 
satisfaire  à l’équation  N'  = r‘  + Pz*.  Cela  posé,  les  k valeurs  trinaires 
de  P différentes  entre  elles , déterminent  un  pareil  nombre  k de  diviseurs 
trinaires  de  la  formule  l'-\-Pif,  dans  chacun  desquels  N doit  être  com- 
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pris.  Donc  N sera  contenu  k fois  dans  les  diviseurs  trinaires  de  /‘-j-Pu* ; 
mais  à raison  de  ses  i facteurs  inégaux,  il  ne  peut  être  contenu  que  a1-' 
fois  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  /*  -f-  Pu'  ; donc  k ne  peut  être 
plus  grand  que  a1-1. 

Ainsi  le  nombre  a‘_‘,  énoncé  dans  le  théorème  général,  est  le  juste 
nombre  des  fermes  trinaires  dont  le  diviseur  T est  susceptible  et  qu'il 
a effectivement.  Cependant  lorsque  N a un  facteur  quarré , il  pourra  y 
avoir  d'autres  formes  trinaires  du  diviseur  T ; mais  ces  formes  ne  seraieut 
qu’impropres,  c’est-à-dire  qu’elles  répondraient  à des  valeurs  trinaires 
de  c dont  tous  les  termes  seraient  divisibles  par  uu  même  quarré,  et 
nous  avons  déjà  prévenu  (n*  369)  que  ces  formes  doivent  être  rejetées. 

Seconde  démonstration. 

(307)  Pour  mieux  faire  saisir  la  méthode  sur  laquelle  cette  seconde 
démonstration  est  fondée , nous  l’appliquerons  d'abord  à quelques  for- 
mules particulières,  en  faisant  successivement  c=  1 , a,  3,  5,  etc., 
et  déterminant  les  valeurs  correspondantes  de  b par  la  condition  b c 
ou  fc=îc.  Laissant  ensuite  a indéterminé,  chaque  formule 
en  comprendra  une  infinité  d'autres  dans  lesquelles  la  proposition  géné- 
rale sera  vérifiée. 

Soit  d'abord  c=  1,  on  devra  avoir  6 = 0,  N— a,  et  le  diviseur  ré- 
ciproque proposé  sera  T =/’  -f-  «-*.  Le  nombre  1 étant  contenu  dans 
ce  diviseur,  il  faudra  que  N divise  la  formule  ou  1‘ -f- u*;  d’où 

il  suit  que  N ou  JJV  ne  pourra  avoir  pour  facteurs  premiers  que  des 
nombres  de  la  forme  4n-f-i.  Et  comme  le  nombre  de  ces  facteurs  im- 
pairs et  inégaux  est  1,  on  pourra  satisfaire  de  a,— ’ manières  différentes 
à l’équation  iV==  -f- z\ 

Soit  une  de  ces  solutions  N—f'-t-çf,  alors  il  est  visible  que  T pourra 
être  mis  sous  la  forme  triuaire 

r =7» +yv +*•*., 

à laquelle  répond  la  valeur  trinaire 

N-f'+g'- 

Chaque  décomposition  de  N en  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  four- 
nissant un  résultat  semblable , il  est  clair  que  le  diviseur  réciproque  T 
recevra  a1-'  formes  trinaires,  auxquelles  répondront  autant  de  valeurs 
trinaires  de  N } ce  qui  est  conforme  au  théorème  général.  / . 


3a6  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

f3o8)  Soit  c=  a,  r=aj*-hai/s+<j3*,  N—  ia  — b't  la  valeur  de  b 
ne  pourra  être  que  o ou  i. 

Dans  les  deux  cas,  N devant  être  diviseur  de  t*-f-au*,  il  est  clair  que 
les  facteurs  premiers  de  N seront  de  la  meme  forme,  et  qu'aiusi  on 
pourra  satisfaire  de  a1-1  manières  différentes  à l'équation  N =j-‘+3z'. 
Représentons  une  de  ces  solutions  par  Y ~f‘  -f-  ig‘,  nous  aurons 

° + (~i“0  ' De  ^ on  vo‘l  T16  di* 

viseur  T peut  être  mis  sous  la  forme  trinaire  i 


a laquelle  répond  la  valeur  trinaire  N=zJ'' 

Puis  donc  que  N est  a'-'  fois  de  la  forme  y*  -f-  ig'y  il  s'ensuit  que  T 
aura  a‘— 1 fbnnes  trinaires,  conformément  à la  proposition  générale. 

(3og)  Soit  c=$,  r=3y  + abjz+  az',  JY—  3a— ê*;  la  valeur  de  b 
ne  pourra  être  encore  que  o ou  i. 

Puisque  i est  un  diviseur  réciproque  et  que  5 est  compris  dans  ce 
diviseur,  il  faudra  que  N soit  diviseur  (le  la  formule  t'-j-Zu',  et  comme 
tel  compris  dans  le  diviseur  réciproque  de  cette  formule,  qui  est. . , 
a/'  -f-  a/5  + as*.  Donc  il  devra  y avoir  a1-1  solutions  de  l’équation. .. 
N=3j'+  3jz  -f-  as*,  si  Y n’est  point  divisible  par  3,  et  a‘~*  seule- 
ment s’il  est  divisible. 

Soit  i*.  b =o  et  N—  3a;  représentons  l’une  des  ai_*  valeurs  de  Y. 
par  N—  3f‘  -f-  a fg  -f-  a g',  nous  aurons 

«/*  4-  «/ ir  4-  «à* (af  -f-  g)‘  4-  5y*  ■ ; ; 

3 fl. 5 il,  i» 

Par  cette  valeur,  on  voit  que  zf-hg  doit  être  divisible  par  3;  soit 
donc  3f-\-g = 3 h,  et  on  aura 


:=,,+(e±*y+((=-‘j; 


de  là  résulte  cette  forme  trinaire  de  f : 


r = (r  -h  *)' + (x  + ^ z )’+  (f  _ kzy. 

• . • j’  * ’*  " . - . i 

Et  comme  le  diviseur  r = 3y-f-«s*  est  bifide,  on  aura  une  seconde 
forme  trinaire  de  T , en  changeant  simplement  le  signe  de  a , ce  qui 
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donner» 

et  la  valeur  trinaire  de  N qui  répond  à ces  deux  formes  est 

N=f‘  -f-  (f+gT 4|g‘- 

Maintenant  puisqu'il  y a a‘~‘  valeurs  semblables  de  N , et  que  cha- 
cune produit  deux  formes  trinaires  de  T,  il  est  clair  que  le  nombre 
total  des  formes  trinaires  de  T sera  ai— lesquelles  correspondront  à 
autant  de  formes  trinaires  de  N égales  deux  à deux. 

Soit  a*.  A = i,  iV=3 a — i;  alors  N aura  a*-'  valeurs  de  la  forme 
N — af'-t-rfg-t-ag",  chacune  desquelles  donnera 

a=  *•  + »/•  + 3ft -h  ^ +C»/+g),  + 5g*- 

3 a. 3 

Cette  valeur  fait  voir  que  ai*  -f-  (rf-hg)'  doit  être  divisible  par  3,  et 
alors  le  quotient  ne  poorra  être  que  de  la  forme  m*-f-a»*,  de  sorte 
qu'on  pourra  faire  > 

(3/  + g)'  + ai'  = SC»»*  4-  a«*)  i 

ce  qui  donnera  af+g  =m  -f-  an,  b — m — n ; d’où 

. a __  £+.?"?+<•  ^ p±*y+  (~)’+  «*• 

Comme  on  a d’ailleurs  ê = î = m — n,  la  décomposition  du  diviseur 
T = $j‘  + a/z-i-as'  est  indiquée  assez  ciairemcut  de  cette  manière: 

r=(r+  ^~sy+(j+~-^y~h  (/—"*)•» 

et  la  valeur  trinaire  correspondante  de  N est 

»=s-+(!!t£+")'+(:Ç£+“)'. 

ce  qui  revient  à la  valeur  N—g'-+-  (^f-\~gY  -+-/'■ 

Donc,  comme  on  a a*- * valeurs  semblables  de  N , il  y a aussi  a*-* 
formes  trinaires  du  diviseur  T,  conformément  à la  proposition  générale. 

(5io)  Soit  c=5  et  le  diviseur  proposé  r=5y*-f-  abjz  + az',  on  aura 
iV  = 5 a — b’,  et  b ne  pourra  avoir  que  l’une  des  valeurs  o,  i , a. 

Quelle  que  soit  cette  valeur,  comme  le  diviseur  V est  supposé  réci- 
proque et  que  5 y est  contenu , il  làudra  que  N soit  diviseur  de  t‘-+-5u'. 
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et  comme  tel  compris  dans  les  diviseurs  réciproques  de  cette  formule.' 
Mais  il  y a deux  cas  à considérer  , selon  que  N est  ou  n’est  pas  di- 
visible par  5. 

Soit  i*.  A=o  et  N—Hti-,  comme  la  formule  t‘-j-5u'  n’a  que  le 
seul  diviseur  réciproque  j’-f-Sz',  il  faudra  que  N soit  a*~ * fois  de  la 
forme  yk  -f-  5a*.  Désignons  une  de  ces  valeurs  par  JV  =y*  5g* , on 

aura  donc  il  faut  que  f soit  divisible  par  5.  Faisant  f=5h, 

on  aura  a = g*  ■+•  5A*  =g*  + A*  — f-  4A*;  cette  forme  trinaire  indique  celle 
du  diviseur  T = 5y*-f-ns*,  laquelle  est 

F = (y -f- /«)*■+•  (j — aAz)*  -f-gV. 

Si  l’on  observe,  de  plus , que  le  diviseur  5/*-f-az*  est  bifide,  on  aura, 
en  changeant  le  signe  de  z,  cette  seconde  forme  trinaire  : 

r = (y—  ,tzY +(s+ 3hs)'  -+-g‘z'  » 

et  les  deux  répondront  h la  même  valeur  trinaire  N = a5A* -t-4g*-f-g*. 

Le  nombre  des  solutions  de  l'équation  N =jr“  -f-  5z*  étant  a1-*,  et 
chacune  fournissant  deux  formes  trinaires  de  T,  il  est  clair  qu’on  aura 
en  tout  a‘“'  formes  trinaires  de  T , conformément  à la  proposition 
générale. 

Soit  a*.  A = t ou  a,  et  N=!>a — A*;  alors  N,  comme  diviseur  de 
t*+5u*,  sera  contenu  a*-1  fois  dans  le  diviseur  quadratique  y'-f-5z'. 
Soit  une  de  ces  solutions  JV=/‘  -f-  5g*,  on  aura 

* _ *l±£-±i£ . 

a—  5 » 

d’où  l’on  voit  que  A* -f-/*  doit  être  divisible  par  5.  Faisant  donc... 
A*+/*  = 5(m*-f-n*),  on  en  déduira  b=rn  — zn,f—  um-+-n,  et 

a = m'  + n‘+g‘. 

Cette  valeur  de  a et  celle  de  A indiquent  assez  clairement  la  forme  tri- 
naire du  diviseur  T , savoir  : 

r = (j  + «O*  + (vr—nz)‘  + g‘z'> 

et  la  valeur  correspondante  de  N est  N ==( 3m -|-n)*-f- g* -f- 4g*,  ce  qui 
revient  à la  forme  donnée  /'  -f-g*-t- 4g*- 

Puis  donc  qu’il  y a a1- 1 de  ces  valeurs  de  iV,  il  y aura  aussi  a*-* 
formes  trinaires  du  diviseur  V. 
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(Su)  Considérons  maintenant  le  diviseur  réciproque  ^=er,^-ai/s-(-a^, 
dans  toute  sa  généralité,  et  supposons  seulement  que  le  coefficient  c est 
premier  à N et  plus  petit  que  N,  condition  qu’il  est  toujours  facile  de 
remplir  (i).  « 

Cela  posé , puisque  T est  un  diviseur  réciproque , il  faudra  que  iY 
*oit  diviseur  de  la  formule  t’-f-  eu',  et  comme  tel  compris  dans  les  di- 
viseurs réciproques  de  cette  formule.  De  plus,  comme  on  a désigné 
par  i le  nombre  des  facteurs  premiers,  impairs  et  inégaux  de  N , il 
faudra  que  N soit  contenu  a'~‘  fois  dans  les  diviseurs  réciproques  de 
la  formule  <*-j-en*,  lesquels  forment  un  des  groupes  dans  lesquels  se 
partagent  les  diviseurs  de  cette  formule. 

Soit  donc  pjrx  -f-ra*  l’un  des  diviseurs  réciproques  de  la  for- 

mule t*  -f-  eu*,  dans  lesquels  N est  compris,  ou  pourra  supposer 

’ N —p/‘  + 2ifg  + rs' —ac  — 4‘» 

ce  qui  donnera 

a_  **  + A'_  (pf+w)‘  + cg‘+pP 
c cp 

On  Voit  par  cette  expression  que  (pf -h  </{>)'  ~i~  pb'  doit  être  divisible 
par  c;  pour  effectuer  la  division,  supposons  qu’ou  a cherché  tous  les' 
diviseurs  quadratiques  de  i*-f -pu*  qui  contiennent  c;  l’un  quelconque 
de  ces  diviseurs  sera  de  la  forme  cyx  -f~  ib’jz  ~f-  azx , et  les  valeurs  de  b’ 
seront  tous  les  nombres  non  plus  grands  que  j c qui  satisfont  à l'équa- 
tion et ■i — b'xz=pt  ou  qui  rendent  4*-f-  p divisible  par  e. 

Soit  donc  pb‘z=  cN" , et  on  devra  avoir 

IT=  cyx  -f-  zb'yj’  -f-  a' S"  ; 

d’où  cN'=(cy  -f-  b’ S~y  Ces  deux  valeurs  de  cN’  devant  être 

identiques  , on  fera  b et  cy  ± (jtf  -f-  </g) , ce  qui  donnera 

+çz)  — b'b 

y e__ . 

11  faudra  donc  chercher  parmi  les  diverses  valeurs  de  b' , celle  qui 
donne  y égale  à un  entier , et  on  doit  nécessairement  en  trouver  une 
puisque  le  diviseur  proposé  T est  réciproque , et  que  c’est  la  seule  sup- 
position sur  laquelle  cette  analyse  est  fondée.  Il  ne  pourra  y avoir 


(t)  Voyez  ci-après  le  § X,  IV*  partie.  Cette  condition,  au  reste,  n'est  pa»  ri- 
goureusement nécessaire  pour  le  succès  de  la'  démonstration , puisque  dans  les  exemples 
précédons , on  a vu  des  cas  où  les  nombres  c et  N ont  un  commun  diviseur 
(a*  Q09  et  3io).  1 
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qu’une  de»  valeurs  de  b'  qui  rende  y entier  ; esr  s'il  y eu 
avait  deux  b',  6' , il  faudrait  que  *-*  ~ Cb  fût  un  entier , ou  que 
-Fr:--  en  fut  un , parce  que  c et  b sont  premiers  entre  eux.  Or  è'  et  C 

sont  tous  deux  plus  petits  que  ; c , ou  si  l’un  des  deux  est  égal  aie, 
il  faut  que  l'autre  soit  plus  petit  que  i c , puisqu'ils  sont  inégaux  ; donc 
la  somme  b'  -f-  C'  est  plus  petite  que  c , et  ne  saurait  être  divisible  par  c. 
U faut  observer  aussi  que  les  nombres  y et  J' , ou  y et  b seront  tels 
que  le  calcul  les  donne  , et  pourront  avoir  accidentellement  un  commun 
diviseur;  car  ici  on  ne  cherche  autre  chose  que  la  forme  du  nombre 
déterminé  N'  : or  y étaut  trouvé  , on  a N'  = cy‘  -f-  a b'y£  -f-  a’<S‘ } 
mais  comme  le  diviseur  quadratique  cj'  + ib’yz as*  de  la  formule 
P-f-pu‘ , peut  Se  réduire  à la  forme  p’jr' -f-  a /s*,  où  l'on  aura 
p'  <a  ŸhP>  1»  valeur  de  N'  prendra  la  forme 

dans  laquelle  f et  g pourront,  suivant  les  différcus  cas , avoir  ou  n'avoir 
pas  de  commun  diviseur. 

Cela  posé  , ]a  valeur  de  a deviendra 

a —g*  4-  IV  __  (pf  + qiï)'  + prf‘+PK' 

P W * 

et  dans  celte  nouvelle  expression,  oa  voit  que  Cpf-P-  gjt'Y  -f-  p'e%  doit 

être  divisible  par  p ; ainsi , en  frisant 

W "+-  + p’f  = pN‘> 

on  trouvera  par  des  opérations  semblables  aux  précédentes , 

expression  où  l’on  peut  supposer  p ’ < ay'fp';  on  aura  donc  cette  troi- 
sième valeur  de  a ; 

* =£1+-*:=:  (pr+nr+w+irf 

p pp 

Ces  diverses  opérations  devront  être  continuées  jusqu'à  ce  que  les  deux 

derniers  termes  de  la  suite  décroissante  p , p',p‘,  etc.,  soient  î et  i , 
cm  a et  i . S’ils  sont  tous  deux  égaux  à l'umté , la  dernière  valeur  de  a 
sera  de  la  forme  A* -f- »*  + >*;  si  le  dernier  terme  est  i et  l'avwnt-dcr- 
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niera,  alors  a sera  de  la  forme  ' ^ , laquelle  se  change  encore  en 

une  somme  de  trois  quarrés , savoir  r*  -f-  ■ 

En  général  donc  le  nombre  a sera  toujours  réduit  à une  forme  tri- 
naire  telle  que  -j-  /u,‘  -f-  i‘  ; en  même  temps  on  trouvera,  par  la  suite 
des  opérations,  que  b peut  être  mis  sous  la  forme 

b = \l  pun  -{-rit; 

d’où  l’on  conclura  que  le  diviseur  proposé  T se  décompose  en  trois 
qnarrés,  de  cette  manière  : 

r = (*T  + Aï)*  -f-  ( mjr  -f-/aa)‘  -H  («J  + »s)*- 

Mais  on  peut  parvenir  à ce  résultat  d’une  manière  encore  plus  immé- 
diate et  sans  le  secours  de  la  valeur  précédente  de  b. 

(5ia)  En  effet,  les  opérations  nécessaires  pour  parvenir  à la  valeur 
trinaire  de  a,  peuvent  s’exécuter  en  laissant  a et  b indéterminés,  puis- 
que les  nombres  p,  p' , etc.  sur  lesquels  ces  opérations  sont  établies,  se 
déduisent  du  seul  nombre  connu  c;  de  sorte  qu’ils  restent  toujours  les 
mêmes,  on  n’éprouvent  de  changement  que  par  le  choix  qu'il  peut  y 
avoir  dans  les  valeurs  de  p’ , s'il  y a plusieurs  diviseurs  quadratiques 
de  /*  -f- pu'  qui  contiennent  c , ou  dans  les  valeurs  de  p‘ , s’il  y a plu- 
sieurs diviseurs  quadratiques  de  t‘  -f-  pu'  qui  contiennent  p,  et  ainsi  de 
suite.  Dans  tous  les  cas,  la  suite  p,  p\  p’,  etc. , sera  toujours  telle, 
qu’on  aura  y/j p,  p’<i  Pi  etc. , de  sorte  que  cette  suite  décroîtra 
très-promptement  jusqu’à  son  dernier  terme  I.  On  peut  donc  arriver 
ainsi  à des  résultats  généraux  qui  s’appliquent  à une  infinité  de  valeurs 
de  N,  ainsi  qu'on  en  a vu  des  exemples  , lorsque  c = i , a,  5,  5. 

Si  on  laisse  le  nombre  N déterminé  , on  pourra  néanmoins  intro- 
duire dans  le  diviseur  proposé  une  indétermination  qui  facilitera  beaucoup 
sa  décomposition  en  trois  quarrés.  Pour  cet  effet,  il  suffira  de  mettre 
y -J-  ks  au  lieu  de  y,  et  le  diviseur  T deviendra 

T = cy‘  -f-  a(i  -f-  ck)yz  -f-  (»-f-aM-f-ed*)a\ 

La  méthode  précédente  étant  appliquée  à ce  diviseur,  les  nombres 
Pi  p’i  p’  i e,c-  seront  les  mêmes  sans  aucun  changement,  que  lorsqu’on 
a/li=o.  On  obtiendra  donc  encore  la  valeur  du  dernier  coefficient 
a zbk  cfr  exprimée  par  trois  quarrés  , et  ces  quarrés , où  k reste 
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indéterminé , ne  pourront  être  que  de  la  forme  . 

(l-h  **)*  -f-  (»4-M)"  4-  > 

d'où  l’on  conclura  immédiatement  la  forme  trinaire  de  T , 

F = (lj  4-  A*)*  + (mjr  + fis)'  + ( ny  4-  «)*• 

Tel  est  le  moyen  d’éviter  tout  tâtonnement  dans  la  détermination  de 
la  forme  trinaire  de  T,  et  en  même  temps  d'y  parvenir  de  la  manière 
la  plus  simple  et  la  plus  directe.  Et  puisque  le  nombre  N est  contenu 
de  ai_‘  manières  différentes  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  la  for- 
mule chacune  de  ces  expressions  donnera  une  forme  trinaire 

du  diviseur  T ; donc  ce  diviseur  aura  a,— 1 formes  trinaircs , conformé- 
ment à la  proposition  générale. 

Par  cette  analyse , la  limite  de  la  Table  VIH,  qui  est  d’abord  à volonté, 
peut  être  reculée  indéfiniment,  et  le  théorème  énoncé  aura  lieu  daus 
toute  son  étendue. 

Exemple. 

(3i5)  Soit  proposé  le  diviseur  réciproque  T =s  i8$r’+3qyz4-5oz*f 
qui  appartient  à la  formule  /*  -f-  Nu',  où  l’on  a N = gaj5  = 5*. 5*.  4*  ; 
il  s’agit  de  faire  voir  que  ce  diviseur  peut  se  décomposer  de  a,— 1 ou  4 
manières  en  trois  quarrés. 

Les  coefTiciens  extrêmes  5o  et  189  ayant  l’un  et  l'autre  un  diviseur 
commun  avec  N,  il  conviendra,  pour  se  conformer  à la  méthode  géné- 
rale , de  chercher  dans  T un  nombre  premier  à N.  Ce  nombre  se  pré- 
sente immédiatement  en  faisant  y — 1,3  = — i , et  ou  a le  résultat 
189 — 5o -f- 5o  = 209  = 11.19,  nombre  qui  n’a  point  de  diviseur 
commun  avec  N.  Il  faut  donc  préalablement  faire  ensorte  que  209  soit 
le  premier  coefficient  de  T ; pour  cela , il  suffit  de  mettre  2 — y à la 
place  de  z,  et  de  changer  ensuite  le  signe  de  s,  ce  qui  donnera 

T = 2099-’  -f-  7 oyz  -f-  5oa*. 

Mettant  enfin  y~j~  ks  à la  place  dey)  afin  d’introduire  une  indétermi- 
nation dans  le  dernier  coefficient,  on  aura 

T = 2099-*  4-2(35  -f-  2<X)k)yz  + (5o4-  70*4-  209*’)  3*. 

Ainsi  nous  ferons 

c=2og,  * = 354-209*,  11  = 504-70*4-209**. 
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Le  nombre  jV  ayant  trois  facteurs  premiers  inégaux , doit  être  contenu 
a*-'  pu  4 fois  dans  les  diviseurs  réciproques  de  t*  aoyu*.  Or  cette 
formule  a trois  diviseurs  réciproques , savoir  i 

a>  * -f-  a/a  -f-  io5s*  • 

tcjjt*  -f-  3j-z  a ta* 

+ lojrs 18 a*, 

et  on  trouve  en  effet  que  gaa5  est  contenu  une  fois  dans  le  second  de 
ces  diviseurs,  et  trois  fois  dans  le  troisième,  comme  il  suit  : 

Considérons  d’abord  la  troisième  forme  qui  doit  fournir  trois  valeurs 
trirtaires  de  f.  Ou  aura,  d'après  cette  forme, 

t‘  + lV i3A*-J-  (i3/"-f-  5g)*  +•  scgg*  ..  : •; 

° , c 309.  il  ’ 

et  la  première  opération  est  de  trouver  le  quotient  de  (i3 f 5g)'  -f-  1 34' 

divisé  par  aog.  Or  20g , à raison  de  ses  (acteurs  it  et  îg,  doit  être  con- 
tenu deux  fois  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  l'  -f-  i3u‘;  et  en  effet, 
si  on  représente  le  diviseur  quadratique  qui  contient  aog,  par 

aog/*  -f-  2A/5  -f-  oV, 


la  condition  aogn'  — A'*  — i3  sera  remplie  de  deux  manières,  Inme  en 
faisant  b'  = 14,  a = 1 , l’autre  en  faisant  A'  = 5a,  a'  = i3.  O11  pourra 
donc  poser 


( i3f  + 5g)*  + i3A* 

—1 — JU — aog/*  -+-  zbj  z -f-  a -. 


ce  qui  donnera  ( 1 3f-f-  5g )‘  -f- 1 3A*  = ( aog/  -f-  A's)*  -f-  1 3s*  ; donc  ou 
aura  s :=  A,  et  aog/ A's  = ± (i3/"-f- 5g)  ; d’où 

y — ±(.‘bf+Sg)-b’b 
J aog 


Prenons  pour  f et  g la  solution  f = 19  , g = — aa  , nous  aurons 
i3/+%=  137,  et 

± i37 — &'  ( 35+ao<)&) 

y aog 
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Dans  cette  «pression,  il  faut  choisir  le  signe  de  1S7,  et  la  valeur 
de  V , de  sorte  que  y soit  un  entier  ; c’est  ce  qu’on  obtient  eu  prenant 
le  signe  inférieur  et  faisant  b'  = 14,  on  a ainsi 

/ = — 5 — «4*. 

Le  quotient  cherché  devient  aog/*  38/3  4*  3" , et  sa  forme  la  plu* 
simple  est  (s  4-  i4/)*4-  i3/\  En  représentant  celle-ci  par /'■-(-  i%  ’> 
on  aura  donc 

/»-7  + «5*, 

g = - 3 - 14*, 

et  la  valeur  de  a deviendra 

a = 

1»  i. 

Il  reste  à diviser  g’  +fr‘  par  1 3;  pour  cela , il  faut  considérer  1 3 comme 
diviseur  de  la  formule  t*+n‘;  or  cette  formule  n’a  qu’un  diviseur  qua- 
dratique y*  4-  z*,  et  celui-ci  étant  préparé  de  manière  que  i3  soit  son 
premier  coefficient,  ü devient 

i3 x‘  4-  iq yz  4-  a»*- 

Soit  donc  * 

g*  4-/'*  = t3  (i ’by'  4-  10/34-33*)  = (i3/ 4- 5s)*  4-s*  ,• 

on  pourra  faire  *e=g,  et  i3 y -|-5a=4=/',  ou  a ssf  et  i3/ 4-5a=±g. 
Or  il  résulte  également  de  ce*  deux  solutions,  que  la  quantité  ■ "I/- 
— ,5^4-  iq^s-t-  33*=±=(34-3/),4-(s4-3/),>  se  réduit  à (4 4- 3*)* 
4-  (5  — 34)*  ; donc  on  aura 

«1  = (14^4*  3)*  4“  (a^  +4)*  4-  (3A-— 5)*; 

et  puisque  telle  est  la  valeur  de  5o  4*7°*+ ao9*‘>  **  .s  ensu*1  T16 
diviseur  T = 30<y*  4-  7<>r=  4-  5os*  aura  la  forme  trinaire 

(,4j  4-  5a)* 4-  (*y  4-  4*)‘  4-  (3/  — 5a)*. 

Mettant  3—/  à la  place  de  s,  et  changeant  le  signe  de  3,  le  diviseur 
T reprendra  la  première  forme  proposée  189/’  4-  3q/s  4-  5os*,  et  la 
forme  triuaire  qu’on  vient  de  trouver  deviendra 

(11/  — 3s)*  4-  (a/  4*  4e)’  4-  (8/4-  5s)*. 

Cherchant  de  même  les  deux  autre*  formes  trinaircs  qui  se  déduisent 
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de  la  forme  2f  = 1 5/"*  -4-  1 o/g  4-  i %*,  ainsi  que  relie  qui  se  déduit  de 
la  forme  JV=  iof'  -f-  ofg  - f-  21  g‘,  ou  aura  les  quatre  formes  trinaires 
du  diviseur  proposé  T=  189/*  4-  ôojs+  5os*.  Ces  quatre  formes  et 
les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  N sont  : 


r = (iy- 3a)‘  4-  <a/+4 s)*  + (8/4-5*)* 
î = (ioj— 43)*  4-  (8/4-5*)*  4-  (5/4-5*)' 
r = (.”/-  *)*  4-  (a/)*  4-  (4r4-7*)‘ 

r = ( 10/4-4-)’  4.  (8/— .5*)’  4-  (5/ 4-3z/ 


N ~ 79*  4-  5o*  4-  33» 
JY  = 83*  4-  5o*  4*  »* 
JY  =s  95V4-  14*  4-  a* 
JY  s»  83*  4-  4»*  4-  »o* 


Corollaires  généraux. 


(3i4)  Le  résultat  do  cette  théorie,  contenu  eu  grande  partie  dans 
la  Table  VIU,  offre  les  propriétés  suivantes,  qu'on  doit  regarder  main- 
tenant comme  démontrées  avec  toute  1a  généralité  nécessaire. 

I.  Tonte  formule  t‘4-cw‘,  dans  laquelle  c n'est  ni  de  la  forme  4n , 
ni  de  la  forme  8n  4*  7 > contient  toujours  au  moins  un  diviseur  quadra- 
tique réciproque , c’est-à-dire  uu  diviseur  quadratique  tel  que  iV  étant  un 
nombre  quelconque  compris  dans  ce  diviseur , le  nombre  ç sera  divi- 
seur de  la  foi-mule  1‘  4 -JYu‘. 

II.  Tout  diviseur  quadratique  réciproque  est  en  même  temps  trinnire, 
c'est-à-dire  qu’il  peut  sc  décomposer  géuéralemeut  en  trois  quarrés , 
sans  .attribuer  aucune  valeur  aux  indétermiuées  qui  le  composent. 

III.  Dans  le  cas  où  c est  dé  la  forme  8n  4”  5,  le  diviseur  réciproque 
ue  contient  que  des  nombres  ,\n 4- a , et  il  est  représenté  parla  formule 
npy'  4-  nqjrz-\-nrz%,  où  l’on  a \pr — q'  = c. 

IV.  Lorsque  c ou  jc  est  un  nombre  premier  ou  en  général  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier,  chaque  diviseur  réciproque  de  la  formule 
/'4-cu*  oc  peut  se  décomposer  en  trois  quarrés  que  d'une  seule  ma- 
nière , et  n’a  ainsi  qu’une  seule  forme  trinaire. 

V.  Lorsqu'au  contraire  c ou  * c est  divisible  par  i nombres  premiers 

différons^  chaque  diviseur  réciproque  de  la  formule  aura  ai—‘ 

formes  trjnaires. 

VI. '  Tout  diviseur  qui  est  trinaire,  est  nécessairement  réciproque;  et 
tout  diviseur  qui  est  réciproque,  est  en  même  temps  trinaire.  Ces  deux 
propriétés  sont  inséparables  l’une  de  l’autre  et  appartiennent  exclusive- 
ment à l’un  des  groupes  dans  lesquels  se  partagent  les  diviseurs  qua- 
dratiques d’une  même  formule  (’  4- eu*  (n“  20a  et  aoî). 

Vil.  Lorsque  c est  un  nombre  premier  4n  4“  1 > ou  le  double  d’un 
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nombre  premier  quelconque , tout  diviseur  quadratique  4”  + 1 de 

la  formule  t*+c«*,  est  un  diviseur  réciproque. 

VIII.  Lorsque  c est  un  nombre  premier  8/1  + 5,  tout,  diviseur  qua- 
dratique 4/1+3  de  la  formule  1*  eu',  est  un  diviseur  réciproque.  i 

IX.  Chaque  forme  triuaire  d’un  diviseur  réciproque  correspond  tou- 
jours h une  forme  trinaire  du  nombre  c ; de  sorte  qu'il  y a pour  chaque 
diviseur  réciproque  autant  de  formes  trinaires  du  nombre  c qu'il  y a de 
formes  trinaire»  de  ce  diviseur. 

X.  Les  valeur»  trinaires  du  nombre  c,  déduites  d’ün  même  diviseur 
réciproque , sont  égales  deux  à deux  si  ce  diviseur  est  bifide.  ( Nous 
avons  appelé  ainsi  le  diviseur  py*  + ajy* + /■**,  lorsqu'il  tombe  dans 
l'un  des  trois  cas  7 = 0,3 <J—p  ou  r,  p — r,  et  qu'en  même  temps  le 
plus  petit  des  coefliciens  //et  r est  plus  grand  que  a.) 

XI.  Dans  tout  autre  cas  , les  valeurs  trinaires  de  c,  déduites  d’un 
même  diviseuj  triuaire  ou  réciproque,  sont  inégales  entre  elles;  elles- 
le  sont  toujours  lorsqu’elles  sont  déduites  de  deux  diviseurs  réciproques 
différons. 

XII.  Les  nombres  compris  dans  tout  diviseur  trinaire  ou  réciproque, 
se  rapportent  toujours,  comme  les  nombres  c,  à l’une  des  formes1 
4«+  i , 4»  + a,  8r»  — j—  3/  il  ne  s’y  rencontre  aucun  nombre  des  formes 
4«  et  8/1+7. 

XIII.  Lorsque  N est  compris  dans  un  diviseur  réciproque  de  la  for- 
mule <*  + cu’,  et  par  suite  c dans  un  diviseur  réciproque  de  la  formule 
t' + Nu',  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  N et  de  c seront  les 
mêmes  dans  les  deux  cas. 

r 

, , , . ' t 

(5i5)  TnÉonÈME  XIII.  «Tout  nombre  impair,  excepté  seulement  les 
u nombres  8/1+7,  est  la  somme  de  trois  quarrés.  » 

Cette  proposition  est  un  corollaire  très-simple  de  la  théorie  précé- 
dente. Car  tout  nombre  impair  c qui  n’est  pas  de  la  forme  8n  + 7 sera, 
soit  de  la  forme  4 n + 1,  soit  de  la  forme  8/1  + 3;  la  formule  <•+£»* 
sera  donc  comprise  parmi  celles  de  la  Table  Vltl,  qu’on  doit  regar- 
der comme  indéfinie.  Mais  il  a été  démontré  par  le  théorème  X,  que 
toute  formule  de  cette  Table  a au  moins  un  diviseur  quadratique  réci- 
proque, et  par  le  théorème  XII,  on  a prouvé  que  ce  diviseur  est  tri- 
naire, et  qu’ainsi  il  y a au  moins  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c. 
Donc  tout  nombre  impair  de  l’une  des  formes  4 «’+’i,  8/1+  3,  est  la 
somme  de  trois  quarrés. 
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(!îî?>)  Il  résulte  en  même  temps  de  la  théorie  précédente  que,  quand 
même  c aurait  des  facteurs  quarrés,  on  pourra  toujours  exprimer  e 
par  la  somme  de  trois  quarrés  qui  n'auront  pas  de  diviseur  commun. 
Car  nous  ne  regardons  comme  formes  trinaircs  que  celles  qui  satisfont 
à cette  condition,  et  la  Table  VIII  n’en  offre  pas  d’autres. 

C’est  ainsi  qu’on  a 81  =8*  -f-4*  ■+■  as5  = l4*+5*-+-  a",  etc. ;d’oii 
l’on  voit  que  tout  nombre  /jn-f-i  ou  8n-{-3,  a au  moins  une  valeur 
trinaire  qui  lui  est  propre  et  qui  est  indépendante  de  celles  des  nombres 
inférieurs.  « • •- 

La  partie  de  ce  théorème  concernant  les  nombres  8«  -f-  3 , prouve 
que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires , ce  qui  est 
le  fameux  théorème  de  Fermât,  dont  nous  avons  parlé  (n*  i55). 

(5i7)  TbéouIme  XIV.  «Tout  nombre  double  d’un  impair  est  la 
h somme  de  trois  quarrés.  » 

C’est  encore  une  conséquence  immédiate  des  théorèmes  X et  XIT  ap- 
pliqués à la  Table  VIII,  et  on  voit  de  plus,  par  cette  théorie  , que  le 
nombre  dont  il  s’agit,  de  la  forme  4,,'+"a>  peut  toujours  se  décompo- 
ser en  trois  quarrés  qui  n’auront  pas  de  diviseur  commun. 


(5i8)  Corollaire  /.  Un  nombre  quelconque  double  d’un  impair  étant 
désigné  par  4 u-f-a,  on  pourra  toujours  satisfaire  à l’équation 

4a-Ha  = **-t-J*+a*J 

or  par  la  forme  du  premier  membre,  on  voit  que  des  trois  quarrés 
x‘,  j',  z*,  deux  doivent  être  impairs  et  un  pair.  C’est  pourquoi  faisant 
x —p-\-q,jr—p — <j,z—ir,  on  aura 

2«-f-  1 =p' 2T*.  •> 

Donc  tout  nombre  impair  est  de  la  forme  p'  -f-  </'  -f-  a r*. 

Cette  proposition  avait  été  avancée  par  Fermât',  comme  particulière 
aux  nombres  premiers  8/1  -f-  7;  mais  on  voit  qu’elle  convient  générale-* 
ment  à tous  les  nombres  impairs,  et  on  observera  toujours  que  quand 
même  le  nombre  dont  il  s’agit  serait  divisible  par  un  quarré , on  pourra 
supposer  que  les  trois  quarrés  p *,  7*,  t*  ne  sont  pas  divisibles  par  u» 
même  nombre.* 

(5ig).  Corollaire  JJ.  Un  nombre  entier  quelconque  peut  toujours 
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être  représenté  par  l’une  des  formules  (a«-J- 1)  a”,  (aa-f- 1)  aM+'.  S'il 
appartient  à la  première,  il  sera , suivant  ce  qu’on  vient  de  démontrer, 
de  la  forme  o''(p'-\-q'-\-  ar*);  s’il  appartient  à la  seconde,  il  sera  de 
la  forme  a“  (/»* + ÿ*  + /•*)  ; donc  tout  nombre  entier,  ou  au  moine  ton 
double , eu  la  somme  de  trois  quarrés. 

(5ao)  Théorèmï  XV.  «Soit  *V  un  nombre  quelconque  de  l’une  des 
a formes  4“+  J , 4n-h 3 > 8n-f-3,  lesquelles  comprennent  tous  les 
» nombres  impairs  et  doubles  d’un  impair,  excepté  seulement  les 
a nombres  Su  *4-7  ; si  on  désigne  par  i le  nombre  des  facteurs  premiers, 
h impairs  et  inégaux  qui  divisent  N , je  dis  que  le  nombre  des  formes 
» trinaires  de  N est  toujours  multiple  du  a*~* , de  sorte  qu’il  ne  peut 
» être  moindre  que  a1-*.  » 

Eu  effet,  soit  ni-+-n  le  nombre  des  diviseurs  réciproques  de  A-f -Nu‘, 
sur  lesquels  il  y en  ait  m de  bifides , et  n de  non-bifides.  Chaque  divi- 
seur réciproque  non-bifide  se  décompose  en  a1'-'  formes  trinaires 
auxquelles  répond  ua  pareil  nombre  de  valeurs  trinaires  de  N,  diffé- 
rentes entre  elles.  Chaque  diviseur  bifide  se  décompose  de  même  en 
a f~‘  formes  trinaires;  mais  comme  elles  répondent  deux  h deux  à des 
valeurs  trinaires  égales  de  N,  le  nombre  de  celles-ci  est  seulement  ai_*. 
Donc  le  nombre  total  des  valeurs  trinaires  de  N étant  nommé  x , 
on  aura 

■x  = a‘— '(a 

Donc  ce  nombre  ne  peut  être  moindre  que  a'-’,  et  il  sera  en  général 
«n  multiple  de  a'~*.  Si  on  1 1 = 1,  comme  alors  il  ne  peut  y avoir  de 
diviseur  bifide , la  formule  se  réduit  à x — n. 

Appliquant  ce  théorème  au  nombre  gaa5=  3*. 5*. 4* , et  observant 
qne  la  formule  <‘-(-()aa5u*  a cinq  diviseurs  réciproques,  dont  deux 
bifides,  on  aura  m — 2,  n = 3,  <=3;  donc  le  uombre  des  formes 
trinaires  de  N est  a. (G a)— 16,  ce  que  l’on  peut  aisément  vérifier. 
»,  ; 

(3a  1)  De  Ikon  voitqu’il  n’est  pas  difficile  defrowwrrw  nombre  qui  ait  tant 
de  formes  trinaires  quion  voudra.  Si  on  veut  qu’il  ait  on  moins  un  nombre 
donné  de  formes  trinaires,  il  suffira  de  multiplier  jusqu’à  un  certain  degré 
le  nombre  de  scs  facteurs  premicrsjnégaux.  Ainsi  si  on  vent  qu’un  nombre 
ait  au  moins  3a  ou  a5  formes  trinaires,  on  sera  sur  qu’en  donnant  sept  fac- 
teurs premiers  à ce  uombre , pourvu  que  le  produit  no  «oit  pas  de  la  forme 
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8n— f~7»  il  satisfera  à la  question.  Tel  sera,  par  exemple,  le  nombre 
3.5.7.11.13.17.19,  qui  est  de  la  forme  8«+5. 

Mais  si  on  veut  que  le  nombre  cherché  ait  exactement  un  nombre 
déterminé  de  formes  trioaires,  il  faudra  quelques  essais  pour  y réussir. 
Par  exemple,  si  on  veut  que  x—20,  on  pourra  faire  i=4  et  a«-f-m=5, 
et  il  restera  à trouver  parmi  les  nombres  les  plus  simples,  composés  de 
quatre  facteurs  premiers  inégaux,  dont  le  produit  n’est  pas  811+7, 
celui  qui  aura  trois  diviseurs  réciproques  dont  un  bifide,  ou  quatre  di- 
viseurs réciproques  dont  trois  bifides  ; car  dans  ces  deux  cas  on  aurait 
également  an+»»=5. 


QUATRIÈME  PARTIE. 

MÉTHODES  ET  RECHERCHES  DIVERSES. 


§ I.  Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres.  £ 

La  méthode  dont  nous  allons  donner  diverses  applications,  mé- 
rite une  attention  particulière,  en  ce  qu'elfe  est  jusqu'à  présent  la  seule 
par  laquelle  on  ait  pu  démontrer  Certaines  propositions  négatives  sur  les 
puissances  des  nombres.  Le  but  de  cette  méthode  est  de  faire  voir  que 
si  la  propriété  dont  on  nie  l'existence  avait  lieu  pour  de  grands  nombres, 
elle  aurait  Ifhu  également  pour  des  nombres  plus  petits.  Ce  premier  point 
étant  établi , la  proposition  est  démontrée,  car  pour  que  le  contraire 
eût  lieu , il  faudrait  qu'une  suite  de  nombres  entiers  décroissans  pût 
être  prolongée  à l'infini,  ce  qui  implique  contradiction.  Fermât  est  le 
premier  qui  ait  indiqué  cette  méthode  dans  une  de  ses  notes  sur 
Diophante,  où  il  prouve  que  l’aire  d’un  triangle  rectangle* en  nombres 
entiers  (i)  ne  saurait  être  égale  à un  quarré.  Euler  en  a depuis  étendu 
les  applications,  et  la  exposée  avec  beaucoup  de  clarté,  dans  le  Tom.  II 
de  ses  Élémcns  d' Algèbre. 

(5aa)  Thïorksie  I.  « L'aire  d’un  triangle  rectangle  en  nombres  en- 
» tiers  ne  saurait  être  égale  à un  quarré.  » 

Puisqu’on  a (a* — (aai)1,  il  est  clair  que  les  trois 

«ôtés  d'un  triangle  rectangle  peuvent  être  représentés  par  les  nombres 
a * — i‘,  iab\  c’est  aussi  l'expression  générale  qu’on  déduirait 
delà  résolution  directe  de  l’équation  (n*  17).  Ces  trois 

nombres  pourraient  de  plus  être  multipliés  par  un  facteur  commun  9; 


(1)  Trois  nombres  tels  que  le  quarré  du  plus  grand  équivaut  à la  tomme  des  quarrés 
des  deux  autres , sont  ce  qu'on  appelle  un  triangle  rectangle.  On  peut  donner  pour 
exemple  les  nombres  3,  4,  à,  les  nombres  5,  ta,  i3,  et  use  inimité  d'autres. 
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mais  nous  ferons  abstraction  de  ce  facteur,  qui  est  inutile  pour  notre 
objet,  et  par  la  même  raison,  nous  supposerons  a et  b premiers  entre 
eux.  En  effet,  si  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  divisibles  par  6,  l'aire 
sera  divisible  par  6*  ; donc  si  cette  aire  est  un  quarré , elle  le  sera  encore 
après  avoir  été  divisée  par  son  facteur  9*. 

Cela  posé,  appelons  A l’aire  du  triangle  dont  il  s'agit,  nous  aurons 
A=ab  (a* — b')  ; et  comme  les  facteurs  a et  b sont  premiers  entre  eux , 
ils  le  seront  également  avec  a'  — b'  ; donc  pour  que  A soit  un  quarré, 
il  faut  que  chacun  des  facteurs  a,  b,  a * — ■ b *,  en  soit  un.  Soit  donc 
a=m ’,  i = «* , il  restera  à faire  ensortc  que  a* — b * ou  /«' — n(i) * * 4  soit  égal 
à un  quarré. 

Cette  quantité  m * — n(  est  le  produit  des  deux  facteurs 
m*  — /»•  : or  m et  « sont  premiers  entre  eux , puisque  a et  b le  sont.  De 
plus,  ils  doivent  être  supposés  l'un  pair  et  l'autre  impair;  car  s'ils  étaient 
impairs  tous  deux,  a et  b le  seraient  aussi,  et  ainsi  les  trois  côtés  a'-\-b'y 
a* — b',  aviseraient  divisibles  par  a,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
Donc  les  facteurs  /»*-j-n*  et  m*  — n‘  sont  premiers  entre  eux  , et  puis- 
que leur  produit  doit  être  un  quarré , il  faudra  que  chacun  d’eux  eu 
soit  un. 

Faisons  en  conséquence  m'-f-n'—p’,  m* — /i*  nous  aurons... 

n*  -(-  q'  = m',  et  a n'  q'  = p‘.  Donc  « si  l’aire  d’un  triangle  rectangle 

» est  un  quarré,  on  pourra  trouver  deux  quarrés  //',  «*,  tels  que  cha- 
» cune  des  deux  quantités  n%,  q'  -f-  an*  soit  égale  à un  quarré  (i). 


(i)  Voici  le  passage  de  Fermât  que  noos  suivons  asscx  strictement,  en  ajoutant 
seulement  les  dévcloppemens  nécessaires  pour  rendre  la  démonstration  plus  claire  et 
plus  complète  : • 

<*  Si  area  triangnli  esset  quadrants  darentur  quadratn- quadrati  qnorum  dilTerentia 
n esset  quadratus  : Unde  sequitur  dari  duoquadrata  quorum  et  sumraa  et  différencia  esset 
n quadratus.  Datur  itaque  numéros  compnsitus  ex  quadratn  et  dupln  quadrati  æqualis 
n quadratn , eâ  conditions  ut  quadrati  enm  componentes  faciant  qtiadratom.  Sed  si  nn- 
n merus  quadratus  componftur  ex  quadratn  et  dupln  alterius  quadrati,  ejus  latus  simi- 
n Iiter  componitur  ex  quadrato  et  duplo  quadrati , ut  facillimè  possumus  demonstrare. 

n Unde  concluditur  lattis  illud  esse  summam  latcrum  circa  rectum  trianguli  rec- 
n tanguli  et  unum  ex  quadrat»  illud  componentibus  efficere  basem  et  duplum  qua- 
rt dratum  tequari  perpendiculo. 

n Illud  itaque  triangulum  rectangulum  conücietur  à duobus  quadratis  qnorum 
n sutnma  et  differentia  erunt  quadrati.  At  isti  duo  quadrati  minores  probabuntur  pri- 
i rois  quadratis  supposais  quorum  tàm  sunna  quàm  differentia  faciunt  quadratum. 
v Ergo  si  denturduo  quadrat  a quorum  summa  et  differentia  faciuut  quadratum,  data- 
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Puisqu'on  ■ ^*=y*-f-3B*,  il  faut  (n*  141)  que  p soit  de  la  forme. ... 
/"‘-f-  or  on  satisfait  à l’équation  q'  -f-  an*  =x  (J*  -f-  3 g*ÿ  en  faisant 
q+ny/~-,  = (f+gÿ—3)‘,  ce  *1“  donne 

?=/*—  M* 

. '»==a/g'; 

et  cette  solution  est  d’ailleurs  aussi  complète  qu'on  peut  le  desirer , 
comme  on  peut  s’en  assurer  par  les  formules  du  n"  17.  U reste  donc  à 
satisfaire  à l'équation  ÿ'-f-»*  =:»!*,  dans  laquelle  substituant  les  valeurs 
trouvées  pour  y et  »,  on  aura  y*  4#'  — m\ 

Celte  dernière  équation,  qui  doit  être  possible  si  l’aire  A est  un 
quatre , présente  un  nouveau  triangle  rectangle  formé  avec  l’hypothé- 
uuse  m et  les  deux  côtés  f ',  7g'  : or  l'aire  de  ce  triangle  étant  f'g',  et 
par  conséquent  égale  à un  quarré , il  s’ensuit  que  si  l’aire  A du  triangle 
rectangle  proposé  est  égale  a un  quarré , au  pourra,  par  le  moyen  de  ce 
triangle,  eu  découvrir  un  beaucoup  plus  petit,  mais  non  pas  nul,  dont 
l'aire  sera  pareillement  égale  à un  quarré. 

(5aS)  Pour  juger  de  la  petitesse  de  ce  second  triangle  rectangle  sa 
comparaison  du  premier,  il  faut  exprimer  la  valeur  de  A eafçlgs 
or  on  trouve 

A s=(m<  — n*)m'n‘  = if‘g'  (f‘—3g"j%  (/*  4-  ^*)*  (f*  4-  <&)■ 
D'ailleurs  f 1 — ig*  ne  peut  être  moindre  que  1,  et  on  a toujours... 
W‘+3g‘)‘>¥‘S'>  /<  + 4g*>4/‘g'i  donc  l’aire  A est  plus  grande 
que  1 ifÿ'g’  i donc  f'g’,  qui  est  l’aire  du  second  triangle,  étant  nommée 

A',  on  aura  A"  < 

De  là  on  voit  que  s’il  existe  un  triangle  rectangle  en  nombres  en- 
tiers , dont  l'aire  A soit  égale  à un  quarré , il  existera  en  même  temps 

un  triangle  rectangle  dont  Faire  A',  pins  petite  que  sera  en- 

eere  égale  à un  quarré,  et  cependant  ne  sera  pas  nulle,  car  l’un  des 
nombres  f et  g ne  peut  être  nui  sans  rendre  4 — 0. 

n tur  in  mtegris  summa  duorum  quadratorum  ejusdem  nature  priore  miner.  Codent 
a ratiaciaia  dihitur  cl  minor  ista  inventa  par  viam  priori;  et  aemper  in  infwitum  mi- 
a nam  invaaiestur  wuaeri  in  intégré  idem  prenantes  : quod  impossible  est , quia 
a data  numéro  quovia  integio  non  poeeunt  dan  infiniti  in  intégré  iHo  minore*,  n F.d, 
«U.  tk  Otoph.  pag.  S3q. 
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, Mais  par  la  même  raison,  du  triangle  rectangle  dont  l'aire  M est  égala 
à an  quarré,  on  pourra  déduire  uu  troisième  triangle  dont  faire  A", 

plus  petite  que  y'  , sera  égale  à un  quarré,  et  ainsi  à l’infini.  Or 

il  implique  contradiction  qu’une  suite  de  nombres  entiers  A,  A‘ , A’,  etc., 
quand  mime  ils  ne  seraient  pas  quarrés,  soit  décroissante  et  prolongée 
à l'infini.  Donc  il  n’existe  aucun  triangle  rectangle  dont  l'aire  soit  égale 
à un  quarre. 

Corollaire.  La  mime  démonstration  prouve  que  la  formule  ra*  — n4 
ne  peut  être  un  quarré,  non  plus  que  la  formule  f*  -f-.,#',  excepté  Seu- 
lement dans  les  cas  évidens,  l'un  de  m ou  n = o;  l’autre  de 

/ o»  g=o. 

On  peut  aussi  en  conclure  que  l’équation  jr* -j-f*  = *p‘  est  im- 
possible, hors  le  Cas  d exs=jr;  car  de  cette  équation  on  tirerait... 

; or  on  vient  de  voir  que  le  premier  membre  ne 

peut  être  uu  quarré. 

(3a4)  Thsorème  II.  «La  somme  de  deux  biquarres  ne  peut  être  égale 
s à un  quarré,  à moins  que  l’uu  d’eux  ne  soit  nul.  » 

Soit,  s'il  est  possible,  a*-j-  b‘  = c‘  ; il  faudra  d’abord  qu’on  ait 
a‘=p‘  — q *,  A*  = ipq , c—p'-\-q'-  J’observe  ensuite  que  a ci  b pou- 
vant être  supposés  premiers  entre  eux , p et  q seront  pareillement  pre- 
miers entre  eux , et  même  ils  ne  pourront  être  tous  deux  impairs  ; car 
s’ils  l’étaient,  n et  A seraient  tous  deux  pairs.  On  ne  pourra  non  pins 
supposer  p pair  et  q impair,  parce  qu’alors  p ’ — q'  serait  de  la  forme 
f\k — i , laquelle  ne  peut  convenir  au  qnarré  a*.  Donc  il  faudra  que  p 
soit  impair  et  q pair,  et  ainsi,  pour  satisfaire  à l’équation  b'  — ipq,  on 
prendra  p±^m‘,  q=?n',  valeurs  qui  étant  substituées  dans  l’autre  équa- 
tion a*=^* — q‘,  donneront  m4  — 4n4=a*. 

Cette  dernière  équation  exprimant  que  le  quarré  m 4 est  égal  à la  somme 
de  deux  autres  quarrés  4«4,  <*’,  le  seul  moyen  d’y  satisfaire  est  de  prendre 
'n*==/,4-(Ç%  a=f'—g‘ ■ °r  l’équation  n' z=/g , où/et  g 

doivent  être  premiers  entre  eux,  donne  _/=  a*,  g=Ç',  et  par  ces  va- 
leurs, l'cquation  m'—f'-lrg'  devient  a4-f-64=m*. 

D’où  l’on  voit  que  s’il  existe  deux  biquarres  a',  A*  dont  la  somme  soit 
égale  à un  quarré  c*,  il  existera  en  même  temps  deux  autres  biquarres 
beaucoup  plus  petits  a4,  6*  dont  la  somme  sera  pareillement  égal*  à 
un  quarré.  , • , 
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(3a5)  Et  pour  rendre  sensible  la  petitesse  de  ceux-ci  eu  comparaison 
des  premiers , ou  déduira  des  valeurs  précédentes, 

a — *4  — £< 
b — 2*C  [/(a'  H- S')  j 

ce  qui  donne  t/[î°* +TV^(a‘+^)]»  ct  P®1"  conséquent... 

/(a*-\-b*).  On  remarquera  d’ailleurs  que  a ni  € ne  peuvent 
être  zéro,  parce  qu'il  s'ensuivrait  b—o,  cas  exclu. 

S’il  existe  donc  uu  quarré  c*  égal  à la  somme  de  deux  biquarrés, 
on  connaîtra  par  son  moyen  un  second  quarré  d',  pareillement  égal  à 

^ 4 

la  somme  de  deux  biquarrés,  ct  dont  le  côté  d sera  < \ r,  sans 
être  nul;  mais  par  la  même  raison,  le  quarré  c*  en  fera  connaître  un 
troisième  c'*  jouissant  de  la  même  propriété , et  dont  le  côté  c*  sera 

< [/  d,  sans  être  nul  ; ainsi  de  suite.  Or  il  implique  contradiction  qu’une 
suite  de  nombres  entiers  c , ç,  <■*,  etc.  dont  chacun  est  plus  petit  que 
la  racine  quatrième  du  précédent,  sans  être  nul,  puisse  être  prolongée 
à l’infîni.  Donc  il  est  impossible  qu’un  quarré  se  décompose  en  deux 
biquarrés. 

Corollaire.  La  même  démonstration  prouve  que  la  formule  m' — /pi* 
ne  peut  être  égale  à un  quarré,  si  ce  n’est  lorsque  /t=o. 

(3a6)  Théorème  III.  « La  formule  x^-f-  y4  ne  peut  être  égale  à uu 
» quarré,  si  ce  n’est  lorsque^  = o.  » 

Car  si  l’on  fait  x*-f- a;-*  il  faudra  d’abord  supposer  3=/»’-f-2ÿ“, 
x’—p' — a y*,  ^*=a pq  } ensuite  l’équation  x'  — p" — 29*  donnera. .. 
x=m'  — 2/1*;  p = m* -f-a/p,  — Ces  valeurs  étant  substituées 

dans  l’équation  y'  = apq , un  aura  y'=./p>m  (m*-f-2/i*).  Pour  satisfaire 
à cette  dernière  équation , j’observe  que  les  nombres  m ct  n sont  pre- 
miers entre  eux  ; car  s’ils  avaient  un  commun  diviseur- , p et  (/  en 
auraient  un  aussi,  ct  par  suite  x et  y , ce  qu’on  ne  doit  pas  supposer. 
Donc  si  mn [m' au’)  est  un  quarré,  il  faudra  que  ses  trois  facteurs  m, 
n , /»*-{- an*  soient  chacun  un  quarré.  Soit  donc  m=f‘ , n=g‘,  et  il 
restera  à faire  ensorte  qu cfi  + agi  soit  égale  à un  quarré. 

Cette  formule  est  semblable  à la  proposée , et  il  est  visible  qu’elle 
est  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits , car  on  a x‘  -J- 

et  par  conséquent  p ou  /*  -f-  2g*  < v/(x*  -j-  ay4)  ; d’ailleurs  les  nombres 
f et  g ne  sont  nuis,  ni  l’un  ni  l’autre,  puisque  s’ils  letaient,  ils  ren- 


Digitized  by 


QUATRIÈME  PARTIE.  345 

draient  y nui , ce  qui  est  un  cas  dont  on  fait  abstraction.  De  là  il  suit 
que  si  on  a un  quarré  A‘  qui  soit  de  la  forme  x‘-f-  a y4,  on  pourra  en 
déduire  un  second  quarré  A1'  qui  sera  de  la  même  forme , et  dont  le 

côté  A’  sera  < )/  A : mais  par  la  même  raison  le  quarré  A1'  en  fera 
connaître  un  troisième  jf'  de  même  forme,  et  ainsi  de  suite.  Or  il  est 
impossible  qu’une  suite  de  nombres  entiers  A , A',  A°,  etc.  soit  dé- 
croissante et  prolongée  à l’infini  ; donc  il  est  impossible  que  la  formule 
x4  -4-  aj-4  soit  un  quarré,  à moins  qu’on  n'ait  y—o. 

Corollaire.  Il  suit  de  cette  proposition,  que  la  formule  x4 — ■ 8j-*  ne 
peut  non  plus  être  égale  à un  quarré;  car  si  on  avait  x4 — fy4=z*,  il 
s’ensuivrait  que  a4-!-  zfyjry)4  est  égale  au  quarré  (x*  ce  qui  ne 

peut  avoir  lieu  que  lorsque  y—o. 


(527)  Tuéokèmi  IV.  u Aucun  nombre  triangulaire,  excepté  l’unité, 
» n’est  égal  à un  biquarré.  » 

Soit,  s’il  est  possible,  îx(x*4-i)=b7*,  ou  x (jc -f* •)  — a/4;  si  l'on 
fait^=m/i,  m et  n étant  deux  indéterminées  , cette  équation  ne  pourra 
se  décomposer  que  de  l'une  de  ces  deux  manières  : 


x = 2 m4 
x -f-  1 = n4 


x -f-  1 = 3/n4 
x = n 4 


lesquelles  donnent,  soit  1 = ra4  — 3m4,  soit  1 = 2 nt4  — n4. 

La  seconde  combinaison  donnerait  m' — n4  = (m4 — i)* , équation 
impossible,  parce  que  le  premier  membre  est  de  la  forme  p4  — y4, 
laquelle  ne  peut  être  un  quarré,  que  dans  le  cas  évident  de  œ=i=x. 

La  première  combinaison  donne  1 -t-  3m4  — n4,  équation  également 
impossible,  parce  qu’en  vertu  du  théorème  précédent,  le  premier 
membre  ne  peut  être  un  quarré.  Donc  aucun  nombre  triangulaire,  ex- 
cepté 1 , n'est  égal  à un  biquarré. 


(3a8)  TnéoRèsre  V.  « La  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  ne 
» peut  être  égale  à un  cube.  » 

Soit,  s’il  est  possible,  x3±_7J  = s5,  on  pourra  supposera  l’ordinaire 
que  les  deux  nombres  x et  y sont  premiers  entre  eux,  et  alors  y et  z 
seront  également  premiers  entre  eux,  ainsi  que  x et  z.  Cela  posé,  des 
trois  nombres  x,y , z,  il  y en  aura  toujours  deux  impairs  et  un  pair; 
soient  x et  j les  deux  impairs,  qu’on  peut  toujours  placer  dans  un  même 
membre;  si  l’on  fait  x dtzy  = op , x -=f.y  sc  27 , ou  bien  x=zp  + /j, 


540  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

dsjf^ip  — if  , on  aura  par  la  substitution  ap(p'+iq')  a*  »*;  et  on 
observera  ulte'rieuremcnt , qne  puisque  p~h  q et  p — q doivent  être  im- 
pairs, il  faut  que  p et  q soient  l'un  pair,  l'autre  impair;  de  sorte  que 
p'- f-  3 q'  sera  toujours  impair.  Mais  ip  (p'  -f-  5 q‘)  devant  être  un  cube, 
il  est  clair  que  3p  sera  divisible  par  8,  et  ainsi  p sera  pair  et  q im- 
pair. Maintenant  il  y a deux  cas  à distinguer,  selon  que  p est  ou  n’est  pas 
divisible  par  3. 

(3ag)  Premier  cas.  Si  p n’est  pas  divisible  par  3,  les  facteurs  *p  , 
p'  3 y*  seront  premiers  entre  eux  , et  si  leur  produit  est  un  cube , il 

faudra  que  chacun  d’eux  en  soit  un.  Soit  donc  p'-\-  3ÿ*=  r?,  alors  r 
sera  de  la  forme  m'  -f-  3 n‘,  et  on  pourra  faire  p-hqV — 3=(/»-f-«  y/ — 3)’, 
ce  qui  donnera 

p — m 1 — gmn* 
q ==  3 m'n  — Su1. 

Os  valeurs  satisfont  à l’équation  p'-i-$q‘  —r3,  mais  d’ailleurs  elles 
ont  toute  la  généralité  nécessaire , ainsi  qu'on  peut  s’en  assurer  par  la 
résolution  directe  de  cette  équation.  11  ne  reste  donc  plus  qu’à  faire 
ensorte  que  a p ou  jm  (m  -f-  3n)  ( m — 3n)  soit  un  cube.  Or  il  est  aisé 
de  voir  que  les  trois  facteurs  de  celte  quantité  sont  premiers  entre 
eux,  et  ainsi  chacun  d’eux  doit  être  un  cube  ; soit  en  conséquence 
m -f-  3n  = a3,  m — 3n=A’,  a m-c*,  on  aura  a1  -f-ê5  = c1.  Delà  on 
voit  que  si  l’équation  ar5  ±yJ=z3  est  possible  en  nombres  entiers.  Té- 
quation  aî4-ê’  = cs,  semblable  à la  première  et  exprimée  en  nombres 
beaucoup  plus  petits,  sera  également  possible. 

Soit  A = jc1  i/5  = ap  (p'-\-Sq%) , et  jf—  a1  + à’,  on  aura  par  la  sub- 
stitution des  valeurs  précédentes , 

a — (a1  -f  vyp»  (°* + "J +■**  y , . - 

et  à cause  de  a*  -f-  à*  > aa’i’,  cette  formule  donnera  A > 

Mais  (excepté  dans  le  cas  de  a = b = i qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu) 

on  a toujours  a’i3  > üiil . doue  ^ est  plus  grand  que  ^ ^ ^ ou 

(£)*;  donc  Mais  par  le  même  raisonnement  on  déduirait 

du  cube  A"  un  troisième  cube  A“  tel  que  ~A‘  serait  <t /^A",  et  ainsi 
à l’infini  : or  il  est  impossible  qu’une  suite  de  nombres  entiers  A,  A\ 
jf,  etc.  soit  décroissante  et  prolongée  à l'infini;  donc  il  est  impossible 
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que  la  formule  ip  (p'-j-Zc/')  soit  un  cube,  au  moins  lorsque  p n’est 
pas  divisible  par  3. 

• h ' 1 • 1 

(330)  Second  cas.  Si  p est  divisible  par  3,  on  fera  p=3rt  et  la  for- 
mate ip  {p'  3y‘)  deviendra  -f-  3/-*).  Maintenant  comme  les  fac- 

teurs i8r,  7*-+- 3 r*  sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  que  chacun  d’eux 
soit  un  cube.  Faisant  donc  d’abord  7*-f-Sr*=(y*-f-  ou  plutôt 

7-f-rt/ — 3 = (/+£!/ — 5)1,  ce  qui  donnera 

k**r-*nr 

r=  ¥’s—^s\ 

t 

il  restera  h faire  ensorte  que  i8r  ou  a 7 . ">g{f-\~g)  g)  soit  un  cube. 
De  là  on  déduira  comme  ci-dessus  /'-f-g,=a3,  f — g = b',  ig  = c*, 
et  par  conséquent  a5  — A3  = c’.  Or  on  fera  voir  de  même  que  le  cube1 
c 3 égal  àa1  — A’,  est  beaucoup  plus  petit  que  le  cube  s1  égal  à 3p(p‘-f-  3y*) 

9 

(car  on  aurait  c<p'  * a)  on  retombera  donc  encore  sur  une  suite  do  nombres 
entiers  qui  devrait  être  décroissante  et  prolongée  à l'infini  ; d'où  l’on  con- 
clura que  l’équation  x,dcys—zs  est  impossible,  à moins  que  l'uu  des 
termes  ne  soit  zéro. 

(331)  Théorème  VI.  « La  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  iné- 
u gaux  ne  peut  être  double  d’un  cube.  » 

Soit,  s’il  est  possible,  x*±r3  = 2-’,  les  nombres  x et  y qu’on  peut 
supposer  premiers  entre  eux  seront  tous  deux  impairs;  ainsi  on  pourra 
faire  x—p-\-q,  dey  = />  — <7 , ce  qui  donnera  p {p‘-\-  57*)  = s\  et 
il  faudra  distinguer  deux  cas,  selon  que  p est  ou  n’est  pas  divisible 
Pj«r  3. 

i*.  Si  p n’est  pas  divisible  par  5,  les  deux  facteurs  p,  p'  -f-  Zq‘  se- 
ront premiers  entre  eux,  ainsi  il  faudra  que  chacun  d’eux  soit  un  cube. 
Or  en  faisant  ^*-f-5ÿ*=(wi*-i-3»,)s,  ou  plutôt  p-\-q  \/ — 3={>n-4-'i  \/ — S)3, 
on  aura  comme  ci-dessus,  p=sm' — gm/**=scw(m-f-3«)  (//«— 3«).  Donc 
puisque  ce  produit  est  un  cube,  et  que  ses  'trois  facteurs  sont  premiers  i 
entre  eux,  il  faudra  faire  m-4-3«  = a’,  m — 3n  = A3,  m = c>J  ce  qui 
donnera  a’  -f-  A3  = ac’,  équation  semblable  à la  proposée , mais  expri- 
mée en  nombres  beaucoup  plus  petits. 

a’.  Si  p est  divisible  par  5,  soit  p = 3r,  on  aura  gr(3r*  -f- 7“)  = 31, 
de  sorte  que  gr  doit  être  un  cube  aussi  bien  que  3r*  -f-  7*.  Celui-ci  de- 
vient un  cube  en  faisant  7-f -ry/ — .3  = (ni  -f-  n\/ — 3)5,  ce  qui  donne 
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r=5m*n—  3n*,  parlant  gr=  sqn(m  -f-  n)  (m  — n).  Cette  quantité  de- 
vant être  un  cube,  on  fera  comme  ci-dessus  m+»  = a’,  m — n = è3, 
n= rc3,  ce  qui  donnera  de  nouveau  n3  — i'  = ae’,  équation  encore  sem- 
blable à la  proposée,  mais  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits. 

De  là  on  conclura , comme  dans  les  théorèmes  précédons , que 
l’équation  proposée  x1dby3  — aa’  est  impossible,  à moins  que  x ne 
soit  égal  ày. 


(35a)  Thi  orème  VII.  « Aucun  nombre  triangulaire,  excepté  i,  n’est 
» égal  à un  cube.  » 

Car  supposons  pour  un  moment  qu’on  ait  Jx  (x  -f- 1)  — y3,  ou 
x(x-f-  i)  = ajJ;  si  on  fait  y = mn,  m ci  n étant  deux  indéterminées, 
cette  équation  ne  pourra  se  décomposer  que  de  l’une  de  ces  deux 
manières  : 


i -f.  x = n* 
x=  a m5 


lesquelles  donnent  nJ±  1 = amJ.  Mais  suivant  le  théorème  précédent , 
cette  équation  ne  peut  avoir  lieu , à moins  qu’on  n’ait  n=  i , donc , *V 
excepté  les  cas  de  x=o  et  x=si,  il  ne  peut  y avoir  aucun  nombre 
triangulaire  égal  à un  cube. 

Corollaire.  L’équation  | x(x-f- 1 ) —J*,  peut  être  mise  sous  la  forme 
87*  -4- 1 = a*  ; donc  celle-ci  n’est  possible  que  pour  les  1 seuls  cas  de 
.7  = 0 et  y—  i. 

Remarque.  Nous  avons  démontré  dans  ce  paragraphe,  que  l’équation 
x3  rfcy3  = 33  est  impossible , ainsi  que  l’équation  x*d fcy4  = z*,  et  à plus 
forte  raison  x*  dby*  ==  a*.  Fermât  a assuré,  de  plus  (Ed.  cit.  de  Dioph. 
pag.  6i),  que  l’équation  x*  -f-y*  = est  généralement  impossible, 
lorsque  n surpasse  2;  mais  cette  proposition,  passé  le  cas  de’n=4,  est 
du  nombre  de  celles  qui  restent  à démontrer,  et  pour  lesquelles  les 
méthodes  que  nous  venons  d’exposer  paraissent  insuffisantes.  Au  reste, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  proposition  serait  démontrée  en  général,  si  elle 
l’était  pour  le  cas  où  n est  un  nombre  premier.  ’ 1 ' * t ’ 
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3 fa 


§ IL  Théorèmes  concernant  la  résolution  en  nombres  entiers 
de  l’équation  x ■ — b = ay. 


(533)  ü)i  l'on  satisfait  à l’équation  proposée  en  faisant  x=6,  on  y 
satisfera  plus  généralement,  en  faisant  x = 6 ai,  s étant  un  nombre 
indéterminé.  Or  dans  la  suite  formée  d’après  le  terme  général  fl-f-oa, 
il  y aura  toujours  un  terme  compris  entre  — ^8  et  jf);  on  peut  donc 
Regarder  ce  terme  comme  une  solution  ou  racine  de  l’équation  propo- 
sée; et  la  question  est  de  trouver  toutes  les  solutions  ou  racines  de 
cette  sortojpiont  l’équation  proposée  est  susceptible.  Voici  differens 
théorèmes  qui  remplissent  cet  objet,  dans  le  cas  où  a est  un  nombre 
premier;  nous  considérerons  ensuite  le  cas  où  a est  un  nombre  composé. 


(334)  Théo  ré  mi  I.  «L’équation  x ’ — b = oiC(a)  (1),  dans  laquelle  a 
n est  un  nombre  premier,  et  b un  nombre  non-divisible  par  a,  ne  sera 


» possible  qu’autant  qu’on  aura  b * — 1 , a>  étant  le  commun 

» diviseur  de  n et  de  a—  1.  Si  cette  condition  est  remplie,  l’équation 
» proposée  aura  un  nombre  a de  solutions  qui  seront  comprises  dans 

>1  l’équation  x“ — b*  — cK(a) , où  sr  est  le  moindre  entipr  positif  qui 
« satisfait  à l’équation  itn  — <p(a  — 1 ) = «.  » 

Si  l'équation  proposée  est  résoluble  , on  aura , en  rejetant  les  mul- 
tiples de  a,  x"=  b ; on  a en  même  temps,  par  le  théorème  de  Fermât 
(n°  129),  x"-1  = 1.  Les  deux  nombres  n et  a — 1 ayant  pour  com- 
mun diviseur  ai , si  l’on  fait  n = n'oi , a — 1 = a a , il  sera  facile  de 
trouver  deux  autres  nombres  positifs  * et  $ tels  qu’on  ait 


Kn  — <pa'  = 1. 
du 


Maintenant  des  équations  x = b,  x =1 , on  tire. 

va'®  ad  u -f-  ai  »,  a » T 

s=x  —x  =.x  , donc  x s=o  , ou 


x v — b*  -=z  oil(a); 


(1)  L’expruBou  abrégée  oK(a)  désigne  un  multiple  de  a. 
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d’où  l'on  voit  que  l’équation  proposée  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre 

a de  solutions  (n*  i5s);  et  pour  qu'elle  ait  effectivement  ces  solutions,. 

il  faudra  que  les  deux  équations  x * *=  A , x — i puissent  s'accor- 
der entre  elles.  Or  ces  dernières  donnent  x " “ *=  ba  y xna  “=  i*  = i ; 
donc  il  faudra  qu’on  ait  A*'  — i , ou 

A*'  — i=c*(a). 

Cette  condition  est  la  seule  nécessaire,  et  toutes  les  fois  qu’elle  sera 
remplie , l’équation  proposée  aura  un  nombre  m de  solutions  contenues 

dans  l'équation  x" — AT=cff(a).  Or  on  s’assure  que  celle-ci  a effecti- 
vement un  nombre  a>  de  solutions,  en  observant  que  x" — b*  est  fac- 
teur de  x^“ — qui  revient  h x“~'  — 1 -f-n/?. 

Remarquez  que  si  dans  l’équation  proposée  n est  plus  gran^que  a — i, 
on  peut  ôter  de  cet  exposant  les  multiples  de  a — i , et  ne  conserver 
que  le  reste  positif.  En  effet  x*-“  divisé  par  a , laisse  le  reste  i ; donc 
jjt.— 0«+.  divisé  par  a,  laissera  le  même  reste  que  x’. 

> ■ 

(335)  11  suit  du  théorème  précédent,  que  l'équation  x"-—  A=off(a) 
aura  toujours  une  solution,  quel  que  soit  A,  lorsque  n et  a — i seront 
premiers  entre  eux  ; soit  alors  * le  plus  petit  nombre  positif  qui  satis- 
fait à l'équation  irn  — p (a  — i ) = i , eette  solution  sera  x=brr. 

En  général,- ce  théorème  a l’avantage  d’indiquer  tout-à-la-fois  si 
l’équation  proposée  est  résoluble , combien  elle  a de  solutions,  et  quelle 
est  l’équation  la  plus  simple  qui  contient  toutes  ces  solutions.  Dans  l’é- 
quation réduite,  l’exposant  de  x sera  toujours  diviseur  de  n — r;  ainsi 
il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  les  solutions  de  l'équation  x* — A=céf(«), 
dans  la  supposition  que  n soit  diviseur  de  a— i.  Or  il  est  facile  de  voir 
que  si  on  connaît  une  des  valeurs  de  x,  on  les  aura  toutes  en  multi- 
pliant la  valeur  connue  par  les  différentes  racines  de  l’équation 

x* — i =c#(a) ; il  convient  donc  avant  tout,  de  s’occuper  de  la  réso- 
lution de  cette  dernière  équation. 

-î'-  V* 

(336)  Théohèxk  II.  « Étant  proposée  l'équation  x* — i=cff(«), 

» dans  laquelle  a est  uu  nombre  premier,  et  a un  diviseur  de  » — t-y 
» eusortc  qu’on  ait  <i  — i=o'n,  . -j 
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u i*.  On  aura  x=ua',  u étant  un  nombre  quelconque  non-divisible 
» par  a. 

» a*.  Si  8 est  une  valeur  de  x,  6"  eu  sera  une  aussi,  quel  que  soit 
«i  l'exposant  m. 

n 

» 3*.  Si  le  nombre  8 est  tel  que  8’  — j ne  soit  pas  divisible  par  a , 
» p étant  un  diviseur  premier  de  n,  la  formule  x = 8"  contiendra 
» toutes  les  solutions  de  l 'équation  proposée , lesquelles  seront  i , 
» 6,  8*.. . 8*—,  ou  les  restes  de  ces  quantités  divisées  par  a. 

» 4".  Non-seulement  il  y a plusieurs  nombres  6 qui  jouissent  de  cette 

« propriété,  mais  le  nombre  en  est  n (i — — p) (i — A),  etc. , 

» »,  /,  »*,  etc.  étant  les  diflcrens  nombres  premiers  qui  peuvent  di- 
» viser  n.  » 

Car  i*.  si  l’on  fait  x = n*f,  on  aura  x* — — i =u*— 1 — i , 
quantité  toujours  divisible  par  a. 

a*.  Si  x=0,  on  aura,  en  rejetant  les  multiples  de  a,  Ê’  — i : fai- 
sant donc  x=ft“,  on  aura  pareillement  x*=8“,=  i , quel  que  soit  m. 

5*.  L’équation  proposée  devant  avoir  n solutions,  la  formule  x==8* 
les  donnera  tontes,  si  dans  la  suite  i , 8,  8’,  8’. . .B*-',  il  n’y  a pas  deux 
termes  égaux  (en  rejetant  toujours  les  multiples  de  a.  ) Or  supposons 

8^=8*,  il  en  résultera  8r=  i , a étant  jt— -X  ou  X— /u,  et  par  con- 
séquent moindre  que  n.  Mais  comme  on  a déjà  fl"=i  , si  on  appelle 
s le  commun  diviseur  de  cr  et  de  n,  et  qu’on  résolve  l’équation.... 

ny — <tz=i,  on  aura  le  premier  membre,  h cause  de 

8”  = i , se  réduit  à i;  le  second,  à cause  de  8*=  i , se  réduit  à 3*  ; 

ainsi  on  aurait  8*  = i.  Soit  n = tri , et  n'=n’r , » étant  un  nombre 

* 

premier  ; puisqu’on  a 6*—  i , on  aura  aussi  0,n  = t , ou  61  = i ; équa- 
tion impossible,  puisqu'on  a supposé  dans  l'énoncé  du  théorème , que 

n 

la  quantité  8’  — i ne  peut  être  divisible  par  a ; donc  la  formule  x=Sm 
renfermera  implicitement  toutes  les  solutions  de  l'équation  proposée. 

4*.  Soit  » l’un  des  diviseurs  premiers  de  n ; de  même  qu’il  n’y  a que 
n valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équation  x" — i = cM(a),  il  n’y  a 

n 

aussi  que  valeurs  de  6 qui  donnent  8'=ï  i.  Donc  sur  n valeurs  que  doit 
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J» 

avoir  0 dans  l’équation  0*  = i , il  y en  a n — - qui  ne  donnent  pas  0’=t.- 

Raisonnant  de  même  à l'égard  des  autres  facteurs  premiers  dont  n 
peut  être  composé,  on  conclura  qu’il  y a un  nombre ■ 

n (i  — — ?)  > etc>  va^eurs  de  0,  telles  qu’aucune  des 

* n n 

quantités  0'-—  1 , 0’  — t,  0’ — 1,  etc.,  n’est  divisible  par  a. 

(337)  Donc  si  n est  un  nombre  premier,  il  suffira  d’avoir  une  va- 
leur de  x autre  que  l’unité,  et  cette  valeur  étant  nommée  0,  la  formule 
x = 0"  contiendra  toutes  les  valeurs  de  x. 

Si  n est  une  puissance  d’un  nombre  premier  r,  pour  que  la  valeur 
x=0  qui  satisfait  à l’équation  x"=  t,  en  donne  la  solution  complète, 

n 

il  faudra  que  0’  ne  soit  pas  égale  à -f-  1 , et  alors  on  aura  x=0”. 

Enfin  si  n est  de  la  forme  «VS"*,  etc. , comme  on  peut  toujours 

le  supposer,  je  fais  ►“  = /*,  ►'  —fi.',  »**  etc.,  et  je  résous  sé- 
parément les  équations 

x^—  « — cM(a)  , a/*  — I = otC(a) , x^  — 1 -=cM(a). 

Soient  x = X“,  x = X'”,  x=X*",  etc.  les  solutions  • complètes  de  ces 
équations , je  dis  qu’en  prenant  0 = XX'X',  etc. , la  formule  x = 0" 
sera  la  solution  complète  de  l’équation  proposée.  C’est  un  moyen  qu’on 
pourra  mettre  eu  usage , lorsqu'on  n’aura  pas  rencontré  tout  d'un  coup, 
par  la  formule  x— u*',  le  nombre  0 propre  à donner  toutes  les  so- 
lutions. 

ExsmpleI. 

(338)  On  demande  les  sept  valeurs  que  doit  avoir  x dans  l'équation 
x’  — 1 = ©«(379)? 

Puisque  379 — 1 =7.54,  on  aura  x— uH,  u étant  un  nombre  quel- 
conque non-divisible  par  37g.  Soit  u = a,  on  aura,  en  rejetant  suc- 
cessivement les  multiples  de  879,  «6=C4 , u"  = — 73,  u**=sa5, 
££*•  = 150,  u!4  = ia5.  Donc  x=ia5,  et  comme  l’exposant  7 est  un 
nombre  premier,  toutes  les  valeurs  de  x seront  comprises  dans  la  for- 
mule x=ia5",  laquelle  donne  les  sept  nombres  suivans  1,  ia5,  86, 
j 38,  —184,  119,  94-  La  moindre  valeur  de  x étant  86,  on  voit  qu’ü 
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aurait  été  fort  long  de  chercher  les  valeurs  de  x par  le  tAtonnemeut, 
en  faisant  successivement  r=±i,  ± a , ±3,  etc. 

Exemple  II. 

(33g)  Étant  proposée  l'équation  x*1  — i = cff("yg) , on  peut,  d’après 
le  n°  337,  résoudre  les  équations  a:9 — 1=0^(579),  x’ — 1 =<yX(5yg). 
Celles-ci  ayant  pour  solutions  complètes  .1=180”,  i=ia5",  011  en 
conclura  celle  de  la  proposée  1 = (180.  ia5)*=  iSq";  et  comme  le 
quarré  de  i3g,  divisé  par  379,  laisse  le  reste  — 8,  on  a plus  simple- 
ment i = ( — 8)*. 

La  même  équation  aurait  donné  immédiatement , par  la  première 
partie  du  théorème  II,  x—u*.  Soit  u=  2,  on  aura  1 = 64;  et  comme 
les  diviseurs  premiers  de  n = 63  sont  3 et  7,  il  faut  voir  si  64”  et  64* 
ne  donneront  pas  le  reste  -f-t . Or  on  trouve  que  ces  puissances  11c  donnent 
pas  le  reste  -f-i  ; donc  64”  eut  été  encore  la  solution  complète  de  la 
même  équation. 

(340)  Théorème  III.  «Étant  proposée  l’équation  1“ -f- 1 = eff  (n)  , 
>1  dans  laquelle  a est  premier  et  4 0 diviseur  de  a — 1 , on  résoudra  l’é- 
11  quation  14”  — i =o ff(a)  qui  sera  toujours  possible.  Soit  x=0”  la 
« solution  complète  de  celle-ci,  je  dis  que  la  solution  complète  de  la 
» proposée  sera  i=fl"+‘,  i étant  un  nombre  quelconque.  » 

Car  fl”  étant  une  valeur  quelconque  dex  dans  l’équation  x4* — 1=0 K(a), 
fl”  sera  aussi  une  valeur  quelconque  dex  dans  l’équation  x” — 1=0 &(a). 
Restent  donc  les  puissances  impaires  de  6 pour  résoudre  l'équation 
x‘*  -f- 1 =cJ f(o). 

Exemple. 

(54Q  Soit  proposée  l'équation  x”-}-!  = cX  (4”3) , qui  est  résoluble, 
parce  que  453 — 1 divisé  par  36,  donne  le  nombre  pair  13. 

Je  me  servirai  pour  cela  de  l’équation  x’*  — 1 =c&(435),  qui  donne 
x =u*.  Soit  u = 5 , on  aura  us  ou  x—  Zy.  Cette  valeur  étant  nommée  8, 
on  a 8“= — 1 , (H=  198;  donc  suivant  les  parties  a"**  et  3'""  du  théo- 
rème II,  S”  est  la  solution  complète  de  l’équation  x'1 — i = o#(433), 
et  par  conséquent  fl”"1’1  est  celle  de  la  proposée  x34-)- 1 =cd£(433).  Voici 
les  trente-six  solutions  qui  en  résultent. 

x = 37*i+l  = rb37±8±i27±  2o3  ± 7g  =fc  99  ± 2 rt:  i4o=b  159 
rfc  138=4=  i35±  2iG±  55  dh  148  ± 3a  ± 75  ± 54  117. 
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Les  mêmes  valeurs  seraient  renfermées  plus  simplement  dans  la  formule 

X = 2“+\ 


(343)  Théorème  IV.  « Étant  proposée  l'équation  x* — dans 
» laquelle  é“=±  1 , m étant  diviseur  de  > 

» i°.  Si  m et  n sont  premiers  entre  eux , et  qu’on  cherche  les  nombres 
» positifs  •jt  et  tels  que  -ir n — <pm—\,  je  dis  qu’on  aura  x=b*y, 
n y étant  une  racine  quelconque  de  l’équation  y" — (±  i)*=cê£(a)  j 

» a*.  Si  m et  n ont  un  commun  diviseur  <a;  soit  «=n'a»  et  *ri — jra=i, 
» on  aura  x“  = l*Y , ou  x“ — b* y==  oH.(a) , y étant  une  racine  quel- 
» conque  de  l’équation  y* — (±  i)#=  cK(«).  » 

Car  en  faisant  dans  le  second  cas  x"  — b* y , on  1 /"  ou.... 

x"  = 5™ y"  — = Le  premier  cas  est  d’ailleurs  une 

suite  du  second. 

Ce  théorème  offre  déjà  un  grand  nombre  de  cas  où  l’on  peut  rap- 
peler immédiatement  l’équation  x*  — b=cK(a)  à la  forme  x"±i=cff(a). 

11  indique  en  même  temps  une  infinité  d’autres  cas  où  l’équation 

x* — b = eff («)  se  décompose  d’elle -même  en  un  nombre  n'  d’équa- 

tious  de  degré  inférieur  x"  — b^y  = oX(a). 

Exemple  I. 

(5/,3)  Soit  l’équation  a? , qui  est  résoluble  (Th.  1), 
parce  qu’on  a ( — 49)’*=i.  Les  nombres  3 et  74  étant  premiers  entre 
eux,  on  aura,  suivant  le  théorème  précédent,  x — ( — 4 9)*^— — > 
y étant  une  racine  de  l'équation  y1 — 1 =cff(aa3). 

Remanptei  que  si  on  eût  proposé  l’équation  x’-f-7  = Dff(aa3) , 3 eût 
été  facile  de  voir  qu’une  de  scs  racines  est  x=6.  Or  il  suit  de  là  que 
dans  l’équation  x3*4-49==c'^(:!23)  > on  a x= — 36.  En  effet,  les  trois 
aacmes  de  cette  dernière  sont  x = — 36,  — 66,  102. 

En  général,  si  a est  une  solution  de  l’équatioD  x"  — a*  en 

sera  une  de  l’équation  x*~ê*  = cêf(«). 
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Exemple  II. 

(544)  Étant  proposée  l'équation  x*  -f-  ao= cK  (61) , où  l’on  a b= — . 30, 
il  faut  d'almrd^pour  que  cette  éqnation  soit  possible  (n°  534) , qu’on 
ait,  en  négligeant  les  multiples  de  61,  b'°  = 1.  Or  on  trouve  Ab=  — 1 , 
et  par  conséquent  = i ; donc  l’équation  est  possible.  Ensuite,  puisque 
les  exposans  6 et  5 sont  premiers  entre  eux,  on  aura,  suivant  le  théo- 
rème, x = — 30 y,  et  _ye-|-i  =c.V(6i).  Or  l’équatiou_y" — i=cif(6i) 
a pour  solution  complète  J=  2g1  ; doue  x= — ao.  i3‘.  Les 

nombres  qui  en  résultent  sont  d=  7,  ± 24»  3o. 

Exemple  III. 

(345)  Soit  l’équation  x'* — 5=c.f(6oi),  on  trouve  4'= — t ; mais 
comme  10  et  6 ont  pour  commun  diviseur  a,  on  fera,  suivant  la  se- 
conde partie  du  théorème,  x'—b'jr  et  ) 3 — i=c#(6oi).  Celle-ci  donne 
y = ( — 169)*;  ainsi  l’équaliou  proposée  peut  se  décomposer  eu  ciuq 
autres  du  second  degré,  qui  sont  : 

x* — iao  = clf  (601) , x* — i54  = o#(6oi)>  x* i85  — cX(6oi),, 
x’  — 276  = ^(601),  x* — a34  = 0^(601). 

Mais  cette  décomposition  est  peu  avantageuse , car  il  suITit  d’avoir  une 
valeur  de  xqu’on  multipliera  par  les  racines  de  l'équationy1” — r=cff(6oi); 
on  peut  donc  n’employer  qu’une  de  ces  équations  , et  la  troisième,  qui 
est  la  même  que  x*-|-a8*  = 0^(601),  est  celle  d'où  l'on  tirera  le  plus 
aisément  une  valeur  de  x (u“  r85). 

(346)  Théorème  V.  « Soit  l'équation  h résoudre  x“ — b=cX(a),  dans 
» laquelle  = i , u étant  diviseur  de  ; soit  x=fi”  la  solution 
» complète  de  l’équation  x”^— i=c#(a);  b devant  être  un  des  nombres 
» fl",  8an,  fl’" . . . 6" - je  suppose  J = cela  posé,  je  dis  que  U 
» solution  complète  de  la  proposée  sera  x = 8,ni"*':\  » 

En  effet  cette  valeur  de  x donne  x'—b,  quelle  que  soit  m;  il  suffit 
donc  de  faire  voir  que  b se  trouvera  toujours  parmi  les  nombres  8", 
t"',  etc.  Or  puisque  6“  est  la  solution  complète  de  l’éqnation 
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x'" — 1=0 #(a) , on  aura  fimn  pour  celle  de  l’e'quation  x”— i=oIf(fl); 

et  puisque  4V  = i,  il  est  clair  que  4 doit  être  un  des  nombres  repré- 
sentes par  fi”". 

Cette  méthode  pour  résoudre  l'équation  x" — b—oü^ , n’est  sujette 
à aucune  exception;  mais  il  peut  être  plus  ou  moins  long  de  cher- 
cher b dans  la  suite  S",  8‘",  etc.,  et  pour  qu’elle  réussisse  complète- 
ment, il  faut  que  le  nombre  et  ne  soit  pas  bien  grand.  Si  l’équation 

4‘  = i résultait  de  l’équation  4“'  = — i,  il  ne  faudrait  chercher  b que 
dans  la  suite  8",  6J‘,  fi5"  etc. 

Exemple. 

(547)  Soit  l’équation  x’* — 5=of£(6oi),  déjà  traitée  (545),  mais  qui 
n’a  pu  se  décomposer  qu’en  facteurs  du  second  degré.  On  aura,  en  re- 
jetant les  multiples  de  Go  1 , 4=5,  4’= — 1,  4‘*=i,  et  ainsi  a*=i3. 
Maintenant  la  solution  complète  de  l'équation  x‘” — 1 = cM (60 1 ) , trou- 
vée par  le  théorème  II,  est  x = ( — 14°)“»  et  par  conséquent  celle  de 

l’équation  x’* — 1 —ott  (601)  est  x=( — i/(o)lc,u  ou  120^;  donc  4 doit 

être  compris  dans  la  formule  1 2 of1,  en  prenant  pour  ,«  un  nombre  im- 
pair : or  on  trouve  qu’il  faut  pour  cela  faire  w=  5.  Donc  la  solution 
complète  de  l’cquation  proposée  sera  x=( — i4o)5+,’"ou  x=3i4.(i6t))". 
Les  valeurs  qui  en  résultent  sont  d=2i4,  d=  106,  db  1 16,  =1=239,  ±237. 

(548)  Ayant  trouvé  un  nombre  B tel  que  fl" — 4 est  divisible  par  le 
nombre  premier  a , il  est  facile  de  trouver  une  valeur  de  x telle  que  x” — 4 

soit  divisible  par  une  puissance  quelconque  cT  de  ce  nombre  premier. 
Pour  cela, soit  6"  — 4=A/a,  si  l’on  fait  1°.  x=6 -\-Aa,  et  qu’on  déter- 
mine A et  M'  par  l’équation  AI-\~ni“~‘A  =aM',  il  est  clair  que  x"  — 4 
sera  divisible  par  a’. 

Si  on  fait  2".  if  = 6+Aa,  x = 0'  -(-  A'n% , et  qu’on  détermine  A' 
et  AV  par  lequaliou  AI' A'— a' AV , la  quantité  x"  — 4 sera  di- 
visible par  a>. 

Si  on  fait  3*.  6'—6’-f-A'a‘,  x — B’-J-A’a4,  et  qu’on  détermine  A ' et 
Af*  par  l’équation  AT-f-  nB'^'A’—a4 AI",  le  binôme  x*  — 4 sera  divi- 
sible par  a*. 

On  continuera  ainsi  jusqu’à  ce  que  x*  — 4 soit  divisible  par  a*;  et  si 
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a n’était  pas  un  terme  de  la  suite  a,  /t,  8,  16,  etc.  on  voit  aisément 
tjuel  changement  il  faudrait  apporter  à la  dernière  des  équations  indé- 
terminées. Ainsi  si  On  avait  a — y , au  lieu  de  la  troisième  équation 
AF  -f-  «6 '‘~'A'=  rt'.lf”,  on  prendrait  AF  -|-  nfl’"- Vf*  = à*  AF,  et  la  va- 
leur x=6*-|- /Fa*  rendrait  x" — b divisible  par  a’. 

Nota.  Si  l’exposant  n était  divisible  par  a,  il  pourrait  arriver  que  quel- 
qu’une des  équations  qui  servent  à déterminer  A , A',  A',  etc.,  fût  im- 
possible ; mais  alors  on  aurait  acquis  la  preuve  que  x'—  b ne  peut  être 

divisible  par  a*. 

(349)  Maintenant  si  l’on  veut  que  x* — B soit  divisible  par  un  nombre 

composé  quelconque  A=za*b" <? , etc.  dont  <j*,  £ , P',  etc.  sontlesfac- 
teurs  premiers,  élevés  à des  puissances  quelconques;  il  faudra,  par  ce 
qui  précède,  déterminer  les  nombres  h,  n,  r , etc.,  tels  que  les 
quantités 


soient  des  entiers.  Ensuite  on  combinera  ensemble  les  équations 

ri 

x=b.  + a*3  = jt-f- b P z = etc. 

Et  on  obtiendra  de  cette  manière  toutes  les  valeurs  de  x moindres  que 
jA , qui  rendent  x'  — B divisible  par  A,  ou  qui  satisfont  en  général 
à l’équation  x’  — B — Ay. 

Si  on  avait  à résoudre  l’équation  Ux*  — B—Ajy  on  pourra  sup- 
poser que  C et  A n’ont  point  de  commun  diviseur;  (car  s’ils  en  avaient 
un,  on  le  ferait  disparaître  par  la  division).  Soit  donc  C/jl  — A>  = 1 , 
si  l’on  fait  j''  —uy  — rx*,  l’équation  à résoudre  deviendra  x“ — Byc=^Ay  , 
et  ainsi  sera  ramenée  au  cas  déjà  traité. 
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§ III.  Résolution  de  Péquation  x’+a=  2my. 


(S5o)  ivotis  avons  déjà  vu  (n°  t8g)  qu'en  écartant  les  cas  les  plus 
simples  dans  lesquels  m ne  surpasse  pas  a , cette  équation  est  résoluble 
pour  toute  valeur  de  m,  a étant  de  la  forme  — i ±8».  Voici  alors 
comment  on  peut  trouver  la  solution  générale  de  cette  équaliou. 

Considérons  d'abord  la  suite  connue 


(,+?)*=*  + 


1 - 1 ■ 1 

a“  a. 4 


;*  + 


t.i.3 


a. 4.6' 


i.i.3. 5 . 
a. 4.6.3* 


-f-etc. 


et  observons  que  scs  coetliciens,  réduits  à leur  plus  simple  expression, 
sont  : 

îi  i 5 7 ai  33 

^ a 1 jj+  1 3?  > rjl  1 1 3*1  1 ^ 1 

de  sorte  que  leurs  dénominateurs  ne  sont  autre  chose  que  des  puis- 
sances de  a dont  les  exposans  croissent  suivant  une  certaine  loi.  Pour 
rendre  raison  de  cette  propriété,  on  peut  faire 


(i  -f-3)*=  i -f-  Az  -f-  Bz*  -f-  Ca1  -f-  etc.  ; 

puis  quarrant  les  deux  membres , on  aura  pour  déterminer  les  coefli- 
ciens  A,  B , C,  etc.,  les  équations:  . 

iA  = i 
a B— —A' 

2C—  — 2AB 
2D=z—2AC—B‘ 
etc. 

D’où  l’on  voit  que  chaque  coefficient  se  détermine  à l’aide  des  précé- 
dons , sans  introduire  aucun  dénominateur  autre  que  a.  Donc  tout 

coefficient  réduit  doit  être  de  la  forme  M étant  un  entier. 


(35 1)  Mais  pour  appercevoir  encore  mieux  la  loi  de  ces  coefficieus 
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et  déterminer  en  même  temps  l’exposant  de  la  puissance  de  a qui  leur 
sert  de  dénominateur,  prenons  l’expression  générale  du  coefficient  de  zm, 
laquelle  est 

jY i . i .8.5 (an  — 3) 

an 


Tous  les  termes  du  dénominateur  de  cette  quantité  étant  pairs,  si  on 
multiplie  de  part  et  d'autre  par  a",  on  aura 


3'JV: 


. i .5.5 — (an — 3) 

. 2.3.4. . ■ • n * 


Multipliant  encore  les  deux  memLres  par  a. 4-6... (an  — 4)> 
duit  sera 


a"iE(a.4.6. . . an — 4) 


1 a.3.  ■ ■ . (an  — 5) 
1 .a. 3. . . n 


le  pro- 


11  est  visible  que  le  second  membre  se  réduit  & n-f- 1 .n-j- a. . .an — 3, 
et  le  premier  à a**-*iV(i . a.3. . . . n — a);  donc  on  a 

3,.-,jr_n-H'-n  + a ..an  — 5 - 
1 .a.3 n — a 


Multipliant  successivement  les  deux  membres  par  n et  par  an  — 2, 
on  aura 


1 . a . 3. . 


. .an— 3 
« — 2 7 


a'"— '(an — a i)2V 


rt-f-l  .rt-f-2.  . .0/1 3 


1 . 0. . .a- 


Or  ces  deux  quantités  doivent  être  des  nombres  entiers , puisqu’on  sait 
en  général,  par  la  formule  du  binôme,  que  la  quautité- 

t.c  + i.c-t-a c+m—  i 

1.0.3....  m 


est  un  nombre  entier.  Donc  faisant  z"~*nN  — E et  (an — a)a ,'~‘N=E', 
on  aura 


N= 


zE—e 


d’où  l’on  voit  que  le  coefficient  N du  terme  Nz‘  ne  peut  avoir  pour 
dénominateur  que  la  puissance  a"*- ’ ou  une  puissance  inférieure  de  a, 
lorsque  iî”  sera  pair. 

Pour  déterminer  dans  tous  les  cas  ce  dénominateur,  il  faut  recourir 
à la  première  formule, 

iy l.l.3.5...(n—  3) 

• a.4.6.8.. . on  7 
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et  on  Toit  que  dans  la  valeur  réduite  de  N le  dénominateur  ne  sera 
autre  chose  que  la  plus  grande  puissance  de  3 qui  divise  le  produit 
2.4.6. ..a«,  ou,  ce  q«>  revient  au  même,  le  produit  1.2. 3... an.  Or 
on  a donné  ci-dessus,  ( Introd.  n“  XVIII)  l’expression  générale  de  celte 

puissance,  laquelle  est  a3”  ',  » étant  le  nombre  des  termes  . . . 

3*  + aC-f-  a*  etc.  dont  la  somme  forme  le  nombre  3». 


(35a)  Pour  revenir  à la  résolution  de  l’équation  x*-+-<i=  3 ”r,  lors- 
qu’on fait  a = — iqz8x,  supposons  qu’on  développe  v/(  i rfc  8a)  en 
série,  de  la  même  manière  que  ce  qui  donnera 


t/(i  ±8a)  = 1 : 


: - a sa a"** 

a 2.4 


I...3 

’ 3.4  6 " 


1 .1 .3.5 
'a. 4. 6. 8 


3 “a*  ; 


etc. 


Un  terme  quelconque  de  cette  suite  peut  être  représenté  par  JV.3,‘a", 
et  comme  iV  est  une  fraction  qui  a pour  dénominateur  a élevé  à la 
puissance  an — 1 au  plus,  il  est  clair  que  tous  les  termes  de  cette  suite 
se  réduiront  à des  entiers  divisibles  par  des  puissances  de  a de  plus 
en  plus  élevées. 

Imaginons  maintenant  qu’on  ne  prolonge  cette  suite  que  jusqu’aux 
termes  exclusivement  qui  sont  divisibles  par  a*-',  et  dans  cette  hy- 
pothèse faisons 

8=  1 dsi.a’*  — a5**  =fc  — . a9a.’  — l 'Vg' s-a'**4db  etc. 

a a. 4 a. 4. 6 a. 4. b. 8 

La  quantité  8*-f-«  ou  fi’ — (idb  8a)  ne  pourra  être  composée  que  de 
termes  divisibles  par  a";  donc  en  faisant  x=8,  on  satisfera  à l’équa- 
tion x,  + fl=a'^’.  Donc  la  solution  géuérale  de  celte  équation  est 

x — a "-,x'±  8. 


Par  exemple,  pourrésoudre  l’équation  x*+i 5=  2’y,  ou  fera  ±o=a, 
c’est-à-dire  que  prenant  le  signe  inférieur  on  fera  a.—  a,  et  prolongeant 
la  suite  jusqu’aux  termes  divisibles  par  a»  exclusivement,  on  aura 


Le  terme  — 3 . a*  se  réduit,  par  la  même  omission , à — a*  ou  a? — u'—2'; 
donc  on  a 8 = 1 — 8 — 5a-l-a56=ai7,  et  en  général  x=5iax'=bai7. 
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§ IV.  Méthode  pour  trouver  le  diviseur  quadratique  qui  renferme 
le  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratiques  donnés. 

/ 

(553)  Problème  I.  « Etant  donnés  deux  diviseuss  quadratiques  A,  A', 
h d’une  même  formule  l‘  -f-  au',  trouver  le  diviseur  quadratique  qui 
u renferme  leur  produit  AA'.  » 

Nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  les  diviseurs  proposes  sont 
de  la  forme  ordinaire  pj%m\~  Ktf  z -f- ra*  ou  de  la  forme  py'-^-qjz  +rs’, 
dont  les  coelliciens  sont  impairs. 

Premier  cas.  Soit  A = py'-\-  iqyz-\-rz'  et  A'=/»y  * -f-  rfy’ Z -f-  rV*, 
nous  supposerons  que  les  cocfficiens  p et  p‘  sont  premiers  entre  eux, 
ou  que  du  moins  ils  ont  été  rendus  tels  par  une  préparation  conve- 
nable. Cela  posé,  si  l’on  fait  pjr  -\-qz—  x,  p’f  -+-  q’4 —x',  on  aura 
pà  z=x‘  -f-  as*,  p'A'=x'*  -f-az'*,  donc 

pp'  A A'  ss  (ïr'±fl3;')‘  -f-  a (xz‘  qp  x’z)‘. 

Mais  puisqu’on  veut  que  le  produit  AA'  soit  contenu  dans  un  diviseur 
quadratique  de  la  formule  l'  -f-  au * ; puisque  d’ailleurs  ce  produit , 
considéré  en  général,  doit  contenir  le  produit  particulier^»',  on  pourra 
supposer  AA'  =s  pp‘Y'-\-  2?  Y Z -f-  et  pjf\  — $ 1 = a , ce  qui 

donnera 

pp' AA'  = ( pp'Y 

Comparant  cette  valeur  à la  précédente,  on  aura 

pp’Y+  <pZ  = xx  =fc  azz' 

Z = xz  qp  x's. 

Mettant  au  lieu  de  a sa  valeur  pp-\. — î>‘,  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions donnera 

PP  Y=(x±:  <p  3)  (x'  — <pz)  zkpp^zz'; 

et  en  substituant  de  nouveau  h la  place  de  x et  né  leurs  valeurs 
pjr  -)-  qz  et  p’f + <fz,  on  aura,  après  avoir  divisé  par  pp', 

y = (r-b = ) (f  ± 4**'- 
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Cette  quantité  doit  être  un  nombre  entier;  indépendamment  de  tontes 
valeurs  de  s et  de  z',  il  fout  donc  que  et  soient  des  entiers. 

• , P ? 

Soit  en  conséquence 

1 P = pn=pq=p'n'-\-t/  ; (a) 

on  pourra  toujours  déterminer  n et  n par  l’équation  pnzçiq—p'ri-\-  q' , 
puisque  p et  p'  sont  premiers  entre  eux;  on  aura  ainsi  la  valeur  de p, 

laquelle  dohnera  un  nombre  entier  pour  41  = Car  ayant.... 

p=pnzpzq , et  q'-\-a—pr , il  s’ensuit  que  p* -f- a est  divisible  par  p-, 
ayant  de  même  p =p'ri -f- q'  et  q'%-\-a  = p'r , il  s’ensuit  que  p’-j-a  est 
divisible  par  p'  ; doue  puisque  p et  p sont  premiers  entre  eux,  il  fau- 
dra que  p‘  -j- a soit  divisible  par  pp'. 

Les  nombres  n,  n',  tp,  4-  étant  déterminés  comme  on  vient  de  le 
dire,  si  l’on  fait 

Y—  nz)  ( y — nV)  dfc  4,2a' 

Z —x  3'  =p  x'z  =(/>/-+•  qz)  z'  rp  (p'f  ■+■  q'z')  s , 
on  aura  le  produit  cherché 

AA'  = pp  Y‘  -Y  3 pYZ  + 4 ,Z‘  ; 

de  sorte  que  ce  produit  sera  contenu  dans  un  nouveau  diviseur  qua- 
dratique de  la  même  formule  -f-  au*. 

(354)  On  doit  remarquer,  à cause  de  l’amhiguité  du  signe  rfc  dans 
l’équation  (a) , que  le  problème  considéré  en  général  a deux  solutions. 
Mais  il  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux.  En  eflèt , on  peut  supposer  les 
nombres  p et  p'  premiers  l’un  et  l’autre  ; et  le  diviseur  quadratique , 

quel  qu’il  soit,  qui  renferme  AA',  sera  toujours  de  la  forme 

pp'r'  -f-  zpjz  -f-  43*,  où  l’on  a p‘-\~a=pp' 4-  Mais  lorsque  les  nombres 
p et  p'  sont  premiers,  il  n’y  a que  deux  valeurs  de  p moindres  que 
3 pp' , qui  rendent  <p*  a divisible  par  pp’ . Doue-  il  n’y  a au  plus  que 
deux  diviseurs  quadratiques  différens  qui  reiiferment  le  produit  AA'.  Je 
dis  au  plus , parce  que  dans  quelques  cas  particuliers,  les  deux  divi- 
seurs quadratiques  réduits  à l’expression  la  plus  simple,  pourront  coïn- 
cider en  un  seul,  lequel  contiendrait  AA'  dans  deux  combinaisons  dif- 
férentes. Cela  doit  arriver,  ainsi  qu’on  eu  verra  un  exemple,  lorsque 
la  formule  t’-f-au*  ne  contient  qu’un  seul  diviseur  quadratique  cor- 
respondant aux  formes  linéaires  daus  lesquelles  pp'  est  compris. 


Zmt- 
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(355)  Second  cas.  Si  le  nombre  a est  de  forme  8n-f-  3,  et  qu’en  con- 
séquence le  diviseur  quadratique  A,  qu’on  supposera  impair,  soit  de  la 
forme  pj'~\-qjrz-\-rz',  dans  laquelle  les  coefficiens  p,  q,  r sont  im- 
pairs, et  où  l’on  a l\pr — q‘=a,  ou  pourra  encore  faire  usage  de  l’a- 
nalyse précédente,  pour  avoir  le  produit  AA'.  En  effet,  comme  on  a 
aA  = ipy'  -f-  zqjz  -f-  ars*,  aA'—  ?py'-*r  iqy’z  -f-  ar';'1,  il  suffira  de 
mettre  dans  les  formules  trouvées  a p et  a r à la  place  de  p et  r.  Ou 
aura  donc,  pour  déterminer  n et  n,  l’équation 


pn— jfri—'-M  ± y)  ; (b) 


d’où  on  déduira  les  valeurs  de  $ et  4/,  savoir  Q—  a pnzpq, 


4 = 


;*  4-  n 
P?‘  ' 


Faisant  ensuite  U = (_ydfc  nz)  (y  — ra'jQrfc^sa',  Z = ( a/jy -J- 73)  a' 
-F  (3p'y  -(- <f s')-,  on  aura 


4 AA'  = 4pp'  T*  +a®?'Z  4-  4Z*. 

Or  on  voit  que  Z étant  toujours  pair , on  peut  mettre  2Z  à la  place 
de  Z , et  alors  si  l’on  fait  de  nouveau 

Y — (y  =b  nz)  (/' — «V)  ± 4:a' 

z = rrJ  à (7  =f  7')  «'» 

le  produit  cherché  sera 


AA' — pp'Y*  $ ) Z 4"  ^Z‘. 


Exemple  I. 


(356)  Soient  proposées  les  deux  formules  A=  l4J,^-^•IO/s-f-aI^,, 
A'  = Ç)/‘  -h  ay's'  -f-  Soi'* , lesquelles  représentent  deux  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  formule  t*-+-  a6gu‘.  Pour  avoir  le  produit  AA'  exprimé 
par  une  formule  de  même  nature,  j’observe  que  les  coefficiens  14  et 
9 étant  premiers  entre  eux,  on  peut , sans  aucune  préparation  , appli- 
quera cet  exemple  les  formules  du  n"  553.  Faisant  donc  p — 14,  7=5, 
p'  = 9 , q'  — 1 , on  aura  l’équation  14 n rp  5 = 9»'  -F  1 , laquelle  donne 
deux  résultats  différens,  selon  qu’on  prend  le  signe  supérieur  ou  l’in- 
férieur. 

i*.  Avec  le  signe  supérieur,  on  aura  n=3,  n'=4,  <P—  $7,  4-=i3, 


364  THÉORIE  DES  NOMBRES, 

de  sorte  qu'eu  faisant 

y =y/  + 7jzf — 4_r-  h-  »' 

Z = 14/*'— 9/34-4**'» 

Je  produit  cherché  sera 

A A'  = 1 26  H*  4-  74  YZ  4-  1 3Z*. 

2*.  Avec  l'autre  signe,  on  trouve  n=i,n'=2,  $ = ig,  4,  = 5 ; 
donc  en  faisant 

Y —yy'  — z/—.iy4  — 3za' 

Z — 14 yz  4-  93/  4-  Gss', 

le  meme  produit  sera  de  nouveau 

AA'  = 126  f+38  YZ  + 5Z‘. 

Maintenant,  pour  réduire  ces  produits  à l’expression  la  plus  simple,  fl 
faut  faire , dans  le  premier  cas  , Z = U — a Y,  et  dans  le  second  , 
Zz=.Ü — 4 Y > ce  qui  donnera  finalement  ces  deux  résultats  : 

( U—  iyf  4-  fyz'—  3j3'+6îï' 

(,)  ? Y =yf  + 3/z— 4/sf  4- si' 

{ AA'  = i5£/*  4-  22UY 4-  3oH*. 

. f £/  = 4^)/4-  5/^4-  fy3' — Cas' 

(a)  < Y —y/  — y' z — ara' — 3ss' 

( AA'  as  5U'  — zVY  4-  54^*. 

Exemple  II. 

(357)  Soient  proposés  les  diviseurs  A =y‘  -hyz  4-  4,s*> 

A'=y,t  4-_^a' 4”  4,3,*>  *ous  deux  apparlenans  à la  formule  <*4-i63u*. 
Pour  avoir  leur  produit  exprimé  d’une  manière  semblable,  on  suivra 
les  formules  du  n*  355 , lesquelles  donneront  les  deux  résultats  que 
voici  : 

C Y —jf  + s/  4-  4 r ws' 

(0  ] Z —J*'—/* 

( aa'=  r*  4-  rz4-4iz*. 

f Y=y/- 4.«' 

(2)  < Z =y-J  -Yy'z  4-  zz' 

(AA'=1^4-r2:4-4iZ*. 
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Dans  les  deux  cas,  le  produit  est  de  même  forme  que  les  deux  facteurs; 
et  eu  effet  il  ne  peut  être  de  forme  différents,  puisque  la  formule 
t’-j-  iG3u*  n’est  susceptible  que  d'un  seul  diviseur  quadratique. 

(358)  PROBkÈsiE  II.  « Trouver  le  produit  de  deux  diviseurs  quadra- 
» tiques  semblables  A=pj A'— pf'  -f-  ztQ'z  f-rz'.  » 

On  pourrait,  par  une  transformation,  réduire  ce  problème  au  pré- 
cédent ; mais  il  est  plus  simple  de  procéder  à la  résolution  directe  du 
la  manière  suivante  : 

Soit  py  t/z—x , pf  -f-  qz'  = a',  on  aura 

AA '/>'  = (.r*  -f- az')  (x'* aa'*)  = (x\r'=b  + 

Si  dans  les  signes  ambigus  du  second  membre  on  prend  le  signe  infé- 
rieur , et  qu’on  remette  les  valeurs  de  x et  x!  ainsi  que  celle  de  a , 
on  aura  xx-\-azz=p'jy-\-pq{jz‘+fi)-Jrpni't  et  Xi — x'z=p(jz — fz)  ; 
d’où  l’on  tire  après  avoir  divisé  par  p‘,  y 

AA'  = (pf/  -f-  qjz  -1-  qfi  + riz’)'  + a{jrz' — fi)'. 

C’est  la  première  valeur  du  produit  AA'  laquelle  est  de  la  forme^'-t-us*. 

Pour  avoir  une  seconde  valeur  de  ce  produit,  supposons 

AA'  = zpYZ -f-  ^Z*,  et  à l’ordinaire  p'-\,  — tp'zzza;  nous  au- 

rons A A’p‘  — (p'Y-\-$Z)'  4-  aZ%  ; de  sorte  qu’en  comparant  cette  va- 
leur à la  première,  on  aura 

Z = j a'  qp  x’s 
p‘  Y -f-  ipZ  = xx'  ± azz', 

substituant  dans  la  dernière  équation  la  valeur  de  a , ainsi  que  celles 
de  jr,  x et  Z,  on  en  tire 

y=  (r  + ifÎ3)  (/+■ *=**) ±4^- 

Donc  pour  que  Y soit  entier,  indépendamment  de  toute  valeur  parti- 
culière de  z et  Y,  il  faut  que  et  — ~~~  soient  des  entiers;  de  là 

PP 

on  voit  que  dans  les  signes  ambigus  on  doit  prendre  seulement  le  signe 
inférieur  ; c’est  pourquoi  faisant  p=q+pn,  on  aura 

Yz=(f  — nz)(/  — n/)  — ^zz' 
z = P (jrz'  4-/s)  4-  2955'. 
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Mais  il  reste  à déterminer  n de  manière  que  4 soit  un  entier  : or  on  a 

i _ «+** pr—  9*  + (<7+J>iO* r+a<jn  , . „ . 

4 — p>  “ — — p r*n  • Donc  si  1 on  cherche  les 

plus  petites  valeurs  de  m et  n qui  satisfont  à l’équation 


r = pm  — aqn, 

toutes  les  conditions  seront  remplies;  on  aura  $—q-\-pn,  -j — r*-j -v', 
et  le  produit  demandé  sera  dans  sa  seconde  forme, 

A A'  = p‘  Y'  3p  Y Z + 4Z*. 


(359)  L'équation  r=pm  — iqn,  dans  laquelle  m et  n sont  des  in- 
déterminées , sera  toujours  résoluble  tant  que  p et  iq  seront  premiers 
entre  eux;  elle  le  serait  encore,  si  p et  a q ayant  un  commun  diviseur  6 , 
r était  aussi  divisible  par  9.  Ce  cas  cependant  importe  peu  à considérer, 
ou  même  doit  être  entièrement  écarté,  parce  qu'alors  la  formule 
py‘  -f-  a qyz  -f-  rzk  ne  pourrait  représenter  que  des  nombres  divisibles 
par  8. 

Enfin  il  peut  arriver  que  p et  q aient  un  commun  diviseur  9 , lequel 
ne  soit  pas  commun  avec  r,  alors  l'équation  r—pm  — a qn  serait  impos- 
sible. C’est  ce  qui  aura  lieu  dans  les  deux  cas  ci-après. 

1°.  Si  a est  divisible  par  9 et  non  par  8*,  car  alors  p divise  bien 
mais  p * ne  peut  diviser  cette  formule  qu'en  supposant  que  t et  u 11e 
sont  pas  premiers  entre  eux. 

2'.  Si  8 étant  diviseur  commun  de  p et  q,  les  nombres  p et  a sont 
divisibles  par  8*;  car  alors  l’équation  pr — q'=.a  pourrait  avoir  lieu  , 
sans  que  r fût  divisible  par  8.  Dans  ce  cas,  une  simple  transformation 
du  diviseur  py‘  -f-  préviendrait  la  difficulté;  ou  bien,  comme 

ce  diviseur  est  alors  de  la  forme  p'9'y'-+-  aq'Qyz-t-n',  tandis  que  la  for- 
mule qu’il  divise  est  t*+a'9*«*,  on  peut  mettre  y à la  place  de  9y,  et 
u à la  place  de  'fin , et  on  aura  p'y’-\-3q'ys-{-rz%  pour  diviseur  de  <*-f -a'u‘. 
Or  dans  cette  dernière  forme,  il  n'y  a plus  lieu  à difficulté. 


(36o)  Si  le  nombre  a est  de  forme  8n  -+-  3 , et  qu’en  conséquence  le* 

diviseurs  quadratiques  proposés  soient  A = py' * -f-  iqq s -f-  rz' , 

A’  = pf'  -f-  qjJz  -f-  rz' , on  trouvera  par  une  analyse  semblable  à la  pré- 
cédente, deux  formes  du  produit  AA'.  La  première  qui  se  présente  im- 
médiatement est 

a a' = y.-+- rz -h  (<* + > ) z* , 
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Y =pyf  4-  i (7—  i)jz'+ 1 (?+i)/3  4-  «a* 

Z =jz'—/s. 

Pour  avoir  la  seconde  forme , il  faut  chercher  les  moindres  valeurs  de 
rn  et  n qui  satisfont  à l’équation  , 

r ss pm  — qn . 

Faisant  ensuite  les  constantes  — q -{-zpn,  ^ = et  les  indé- 

terminées 

U=  (j-nz) (/-r*') 

Z = P O'®'  ”f  ~j'z)  4"  1ZZ'  i 

on  aura 

AA'  = p'Y * 4-  <pYZ  -f-  -\Z\ 

(56i)  Il  est  manifeste  que  le  problème  général  qu’on  vient  de  ré- 
soudre comprend,  comme  cas  particulier,  celui  où  il  s’agit  de  trouver 
le  quarré  d’un  diviseur  quadratique  donné.  Mais  alors  le  produit  n’est 
susceptible  que  d’une  seule  forme;  car  ayant  jz' — yz  r=o,  la  première 
valeur  de  AA'  n’est  pas  de  la  forme  d’un  diviseur  quadratique. 

En  général , puisqu'on  peut  exprimer  le  produit  de  deux  diviseurs 
quadratiques  dotiués,  égaux  ou  inégaux,  par  une  formule  de  la  même 
espèce , laquelle  est  aussi  un  diviseur  quadratique , il  s’ensuit  qu’on  pourra 
toujours  trouver  un  diviseur  quadratique  égal  au  produit  de  plusieurs 
diviseurs  quadratiques  donnés. 

Et  si  on  s’occupe  seulement  de  la  forme  des  produits , sans  s’inquié- 
ter de  la  valeur  des  indéterminées  qui  y sont  contenues,  le  problème 
devient  beaucoup  plus  simple , puisqu’il  suffit  d’opérer  sur  les  coeffi- 
ciens,  lesquels  n’oflrent  qu’un  nombre  de  combinaisons  limité. 

Ayant  donc  désigné,  par  exemple,  par  A,  B , C,  D,  etc.,  les 
diflérens  diviseurs  quadratiques  qui  conviennent  à une  formule  donnée 
<*4-0“’,  on  cherchera , par  les  principes  précédens,  quelles  doivent 
être  les  formes  des  diflérens  produits  deux  à deux  AA,  AB,  AC,  B B,  etc. 
Si  l’on  trouve  que  le  produit  AB  peut  être  à-la-fois  de  la  forme  C et 
. r c . . 

delà  forme  D,  on  écrira  AB  = et  ainsi  des  autres.  Or  on  con- 
çoit que  les  produits  deux  à deux  étant  trouvés,  on  en  déduira  aisé- 
ment les  produits  trois  à trois,  quatre  à quatre,  etc.;  de  sorte  qu’on 
connaîtra  en  général  les  diverses  formes  du  produit  qui  résulte  de  tant 
de  diviseurs  quadratiques  qu’on  voudra. 
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Dans  cette  notation,  il  convient  de  distinguer  B B de  B';  l'expres* 
siou  B B désigne  le  produit  de  deux  diviseurs  quadratiques  semblables 
à B , mais  dont  les  indéterminées  sont  différentes;  l'expression  B'  dé- 
signe le  quarré  du  diviseur  B,  et  suppose  par  conséquent  que  les  deux 
facteurs  B cl  B sont  identiques,  tant  dans  les  coeflicicns  que  dans  les 
indéterminées;  celte  circonstance  apporte  une  modification  au  résul- 
tat , car  nous  venons  de  voir  que  B 1 n’est  susceptible  que  d’une  forme , 
tandis  que  BB  en  a toujours  deux.  Une  pareille  différence  se  feraseulir 
dans  les  expressions  BBB,  B'B,  B3,  et  autres  semblables  : il  est  donc  né- 
cessaire de  chercher  à quelle  forme  doit  répondre  une  puissance  quel- 
conque d'un  diviseur  quadratique  donné.  C’est  l’objet  du  problème 
suivant. 


(3Ga)  Pnom.rME  III.  « Étant  donné  un  diviseur  quadratique  A de  la 
h formule  <*  -f- au',  trouver  le  diviseur  quadratique  de  la  même  for- 
» mule,  par  lequel  la  puissance  A"  puisse  être  exprimée.  » 

Premier  cas.  Soit  le  diviseur  donné  A = py'  2<[)  z -f-  rs* , et  sup- 

posons, pour  éviter  toute  difficulté,  que  ce  diviseur  a été  préparé  de 
manière  que  le  coefficient  p est  un  nombre  premier  non  diviseur  de  a. 

On  peut  d’abord  démontrer  qu’il  n’existe  qu’un  seul  diviseur  qua- 
dratique dans  lequel  A*  puisse  être  contenu.  En  effet,  quel  que  soit  le 
diviseur  quadratique  qui  ton  tient  A*,  il  devra  contenir  p".  Or  on  a déjà 
prouvé  (n*  a3a)  que  p étant  un  nombre  premier,  la  puissance  p'  ne 
peut  appartenir  qu’à  un  seul  diviseur  quadratique.  Donc  il  n’y  a aussi 
qu’un  seul  diviseur  quadratique  qui  puisse  contenir  A". 

Cela  posé,  puisqu’on  a pr=q'-\-at  si  l’on  fait  en  général 

(n  — aj"=F-i~  G \/ — a,  ( q — \/ — a)"=zF  — G \/ — a,  on  aura 

ou  p'r"  — F'  -f-  a G'.  Or  je  dis  que  G cl  p sont  premiers 
entre  eux,  car  si  G était  divisible  par  p,  F le  serait  aussi  d’après  la  derniers 
équation.  Mais  on  a 


„ . n.n — 1 . it.n  — i.n — a.n  — 3 , 

—I  a-* TTsl ? - 

et  si  on  néglige  les  multiples  de  p , on  aura  _ 


etc. 


n . f i n.n- 

»=—  et  F=f{\-\ — 


n — i .n  — a.n  — 3 


i.  a. 3. 4 


+-etc.)=2 


Donc  q,  et  par  conséquent  a , serait  divisible  par  p,  ce  qui  est  contra 
la  supposition. 


A 
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Pais  donc  que  G et  p sont  premiers  entre  eux,  on  pourra  faire... 
F =ztpG  -f- P'H , P et  H étant  des  indéterminées,  et  en  substituant 
cette  valeur  dans  l'équation  p'r*=  F'-^-aG' , on  en  conclura  que 
est  divisible  par  p',  et  qu’aiusi  on  peut  faire  ip‘  -f-a 

Ayant  déterminé  de  cette  manière  les  quantités  <p  et  4.,  on  aura  le 
diviseur  quadratique  p‘Y‘  -f-  3fYZ  -\--^Z',  lequel  appartient  à la  for- 
mule t'-\-au’,  puisqu’on  a /Aj. — f'  — a.  Ce  diviseur  est  celui  qui  con- 
tient généralement  la  puissance  A%  puisqu'il  contient  le  nombre  p * ; 
mais  il  faut  voir  comment  on  déterminera  JT  et  Z en  fonctions  dey  et  z. 

Soit  donc  A"=/>,J'’*-f-a^f,Z-l-r|/Z*,  ou  \'p'  =.(p'Y  -\-fZ)'  aZ%  : 
on  a d’ailleurs  &p=(pr  — f- — f-  «s*;  donc  si  l’on  fait  pj  -\-qz  = x, 
p'Y -f -<pZ  = X,  on  aura  AT’-f-aZ*  =(x*-f-az*)*.  Or  on  satisfait  géné- 
ralement à cette  équation,  eu  prenant  AT-f-Zy/ — a = (x  -f-  z y/ — a)m, 
d’où  l’on  tire 


. . . * s.  w t . o a . n “ ^ 3 / . i 

x* ’az'-i . . , , r W — etc. 


Z = nx"-,z  - 


i.a.3.4 

n.n — i.n — a ....  n.n — i.n— a.n — 3. 
. — x"-3az-  -f-  - 


■ .a. 3 


1 .a. 3.4'5 


îx,_ Vz5 — etc. 


La  valeur  de  Z est  déjà  exprimée  par  une  fonction  entière  de  x et 
de  z,  ou  par  une  de  j et  de  z;  quant  à Y,  on  a Y— — — — : or 

AT* — p*Z*  = X' «Z* — y>\J,Z‘  = — ^Z*) , donc  il  faut  que... 

X'  — f'Z'  soit  divisible  par  p".  Mais  on  voit  par  l’équation  p'-\ — 1 px=a 
que  f ne  peut  être  divisible  par  p , puisqu’alors  a serait  divisible  aussi 
par  p , contre  la  supposition.  On  ne  peut  supposer  non  plus  que  Z 
soit  divisible  indéfiniment  par  p,  car  alors  X serait  aussi  divisible  par  p, 
ainsi  que  x* az' ; donc  en  opiettant  les  multiples  de  p,  on  aurait 
««'=  — x*,  valeur  qui  étant  substituée  dans  celle  de  X,  donne 


• i.n  — a.n  — 3 


1 -a.3.4 


donc  il  faudrait  que  p divisât  x,  et  par  suite  z,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu , puisque  y et  s sont  des  indéterminées  à volonté. 

Puisque  la  quantité  X'  — f‘7‘  est  divisible  par  p",  et  que  ses  deux 
facteurs  AT-f -fZ,  X — 1 pZ,  ne  peuvent  avoir  p pour  commun  diviseur, 
il  s'ensuit  que  l'un  de  ses  facteurs  est  divisible  par  p".  Et  comme  le 
signe  dep  est  arbitraire,  on  pourra  supposer  que  AT — tpZ  représente  celui 
des  deux  facteurs  qui  est  divisible  par  p'.  Donc  la  valeur  de  Y dévelop- 
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pée  en  fonction  de  je  et  z , sera  un  nombre  entier,  quels  (jne  soient  y 
et  S.  Donc  le  diviseur  quadratique  p“Y‘ -f- afYZ -j~  ^Z‘  ainsi  déter- 
miné, sera  égal  à la  puissance  n du  diviseur  proposé  pp‘y-  3qyzy-n‘. 


(565)  Second  cas.  Soit  la  formule  donnée  A —py'-$-  qyz  -f-rs‘,  où 
l’on  suppose  p,  tj,  r impairs  et  4pr — q%  = a. 

On  préparera  encore,  s’il  est  nécessaire,  cette  formule  de  manière 
que  le  coefficient  p soit  un  nombre  premier,  et  on  démontrerait  d’ail- 
leurs, comme  ci-dessus,  qu’il  n’y  a qu'un  seul  diviseur  quadratique 
qui  puisse  contenir  la  puissance  demandée  A*. 

Représentons  ce  diviseur  parla  formule  p"Y‘-Y  $ KZ-f-^Z*,  il  fau- 
dra qu’on  ait  4p’ÿ  = ç‘  -\-a.  Or  comme  on  a déjà  f^pr—  -f-  n , si  l’on 
fait  a)‘~\F- f-jGy/ — a,  les  nombres  Fe  t G seront  tou- 

jours entiers  (n*  5y) , parce  qué  a étant  de  la  forme  8n  -f-  5 , — a est  de  la 
forme  4'i-h1  ■ on  aura  en  même  temps  ((9  — — <*)■:=:  J F — ( G \/  — a, 

et  par  conséquent  0U  Pm'*—i(.F’-\~aG‘).  Or  on  prouverait. 


comme  ci-dessus,  que  F el  G sont  premiers  entre  eux  , ou  qu’ils  ont 
seulement  a pour  commun  diviseur;  donc  on  pourra  faire  F—%G-{~zp'Hi 
c’est-à-dire  qu’on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  impair  1 p < p* 

tel  que  soit  un  entier.  Cette  valeur  de  F étant  substituée  dans 

1 p- 

l’équation  ^p’r*  = aG' , on  en  conclura  que  * doit  être  un 
entier  ; et  comme  <p‘  —J—  « est  de  la  forme  8n-f-4  , on  aura  en  même 


temps  -t|ï-  égal  à un  entier.  Soit  donc  4é’"4/>  el  *1  esl  cla'r 

X 


que  par  le  moyen  de  <p  et  -«J,,  on  aura  entièrement  déterminé  le  di- 
viseur quadratique  qui  contient  p",  lequel  sera  pmY‘-\-  9}  Z -4->|,Z*. 

Maintenant,  je  dis  que  ce  diviseur  contient  en  général  A*,  ensorte 
qu’on  peut  supposer  ffY'+tpYZ  =A*=(/y*-f-  qyz  -)-  rz'  )'; 

c’est  ce  qui  sera  évident,  si  de  cette  équation  on  peut  tirer  des  valeurs 
entières  de  K et  Z,  quelles  que  soient  les  indéterminées  y et  a de  la 
formule  proposée. 

Or  de  l’équation  précédente  on  tire 


4 A-p- = (ap-r+  *zy + «z-=4  (^±^1+ 


Soit  pour  un  moment  ip“Y -f-  jZ  = X , a py  -f-  qz  =.r , on  aura  l’cqua- 
tion  .Y’-)-  aZ*  = 4 ( i -r‘  + i az'  Y a laquelle  on  satisfait  généralement 


en  prenant 
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(lx  + lzVf-a)‘=iX+iZv'-ai 
et  on  sait  que  les  nombres  X et  Z,  tirés  de  celle-ci  seront  toujours  en- 
tiers ; il  reste  donc  à démontrer  que  Y est  aussi  on  entier.  Or  on  a 
a p'YzszX — pZ  etX'-f -aZ'—^A'p’;  substituant  dans  la  seconde,  au 
lieu  de  a,  sa  valeur  4/'”-}' — ?*>  on  aura  X' — p,Z*=4 ^"(A* — O** 
prouvera  d’ailleurs  , comme  ci-dessus,  que  les  facteurs  X — tpZ,  X-\-pZ 
n’ont  point  de  commun  diviseur  autre  que  a;  donc  puisque  X' — ;'Z’ 
est  divisible  par  pm,  il  tant  que  l’un  de*  facteurs  A' — pZ , X-\-pZ, 
soit  divisible  par  p“;  et  comme  on  peutprendre  à volonté  le  signe  do 
f,  on  pourra  représenter  par  X — pZ  celui  des  deux  facteurs  qui  est 
divisible  par  p'\  il  le  sera  en  même  temps  par  3p",  parce  que  <f  est  im- 


• i , x «Z  . 

pair;  donc  la  quantité  Y — -.—  sera  toujours  un  nombre  entier. 


ou  plutôt  sera  nne  fonction  entière  des  indéterminées  y et  s.  Donc  la 
formule  p'Y%  -J-  pYZ-{-  ->|,Z*  représentera  en  général  la  puissauce  n de 
la  formule  proposée  py‘  4"  tjyz  -f-  rz'. 

Remarque.  Si  l’on  veut  simplement  savoir  à quelle  forme  des  diviseurs 
quadratiques  appartient  la  puissance  n d'un  diviseur  quadratique  don- 
né A , l'opération  se  réduit  à déterminer  lies  coeflicicns  $ et  4 > comme 
on  l’a  expliqué  dans  les  denx  cas  ; ensuite  on  ramènera  à l'expression 
la  plus  simple  la  formule , ou  la  formule  p'j'-\-7j 
(si  n est  de  la  forme  8n-+-  3),  qui  contient  la  puissance  désignée. 

1)  est  facile  maintenant  d'évaluer  dans  les  produits  des  quantités  A , B, 
C,  etc.  (n"  36i)  les  termes  qui  contiennent  des  puissances  de  ces 
quantités. 

Exemple  I. 


(364)  Soit  la  formule  C -f-  4 1 n*  dont  les  cinq  diviseurs  quadratiques 
sont  : 

A =j'  -f-  aja  -f-  42s*  i>  = 3/*  4- 2/3 -f- 142* 

B = 27* -f-  2^3  -f-  213*  E = 67*  -J-  TfZ  -f-  73*. 

C =S=  SjA  -f-fyï  -f-  103* 

Si  on  multiplie  entre  eux  denx  diviseurs,  tels  que  C et  D (en  distin- 
guant par  des  aecens  les  indéterminées  de  i'ua  des  deux),  ou  trou- 
vera (n“  355)  que  le  produit  CD,  réduit  à l'expression  la  plus  simple, 
est  à-la-fois  de  la  forme  Z?  et  de  la  forme  E.  On  trouvera  semblable- 
ment les  autres  résultats  suivaus  qui  renferment  les  formes  des  produits 
île  deux  diviseurs  semblables  ou  dissemblables,  dans  toutes  les  corabinat- 
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sons  possibles  : on  y a joint  les  quarrés  de  ces  mêmes  divisent*  trour 


vés  par  les  formules  du  n*  358 , 

, ou  par  celles  du  u“  36a 

A'  = A 
B’=A 

AA  — A 
AB  — B 

BB  — A 
BC  — C 

cc=[* 

"H* 

O — B 

AC=C 

BD  — E 

“-{îl 

DE==\c 

1>  — C 
E'—C 

AD  — D 
AE=E 

BE  — D 

EE 


“f 


De  là  on  déduira  la  forme  dn  produit  de  tant  de  diviseurs  qu’on  voudra, 
où  l’on  pourra  faire  entrer  des  puissances  supérieures  à la  seconde, 
en  cherchant  leur  valeur  par  les  formules  du  n°  56a.  Par  exemple,  le* 
produits  des  trois  diviseurs  semblables  seront: 


AA  A — AA  — A 

BBB  = AB  — B 

«*-{£-{? 

II 

K sq 
II 

Sq 

fq 

fq 

d'où  l’on  voit  que  le  produit  BBB  se  réduit  à la  seule  forme  B ; que 
le  produit  CCC  se  réduit  de  deux  manières  différentes  à la  forme  Cf 
que  le  produit  DDD  se  réduit  de  deux  manières  à la  forme  D , et  d’une 
manière  à Jla  forme  E , etc.  Dans  le  cas  où  les  trois  facteurs  seraient 
égaux,  les  produits  se  réduiraient  à une  seule  forme,  et  on  aurait 
(n*  363) 

A3  = A,  B3  = B,  C*=zC,  D3^=E,  E'  = D. 

Exemple  11. 


(365)  Considérons  encore  la  formule  t*  -f-  8gu*  qui  a sept  diviseurs 
quadratiques,  savoir: 

^=^•  + 2/3  + 90**  E — 7J‘  + 6ya  -f-  i4s* 

B =.  2j‘  a yz  + 45s*  F — 5/*  -1-  a yz  -f-  3oa" 

C = gjr'+  ujz+  toa*  G—  6y*-f-  ay*-h  i5s*. 

I)  = i8r'  -f-  + 5z* 

Les  combinaisons  de  ces  diviseurs  multipliés  deux  à deux , donnent 
les  résultats  suivans , auxquels  on  a joint  les  quarrés  de  ces  mêmes 
diviseurs  : 

• 


A'  — A 
B'  — A 
C — D 
D'  = D 
E'—B 
F'  = C 
C‘  — C 


AA  = A 
AB=B 
AC—  C 
AD  — D 
AE=E 
AF— F 
AG— G 
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BB  = A 
B C—D 
BD—C 
BE  = E 
BF—G 
BG  — F 


H 

M 

H 


H 

H 
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A 

B 

& 

i*. 

D 

A 

C 

B 

D 

A ' 

C 


De  là  on  déduira  aisément  les  formes  des  produits  de  tant  de  divi- 
seurs qu’on  voudra,  ayant  soin  de  prendre  pour  les  puissances  su- 
périeures à la  seconde  les  formes  déterminées  n*  36a.  Par  exemple, 
si  ou  veut  avoir  toutes  les  formes  des  produits  A'B  , B'C}  C'D,  etc. 
on  trouvera 


A'A— A 

B'A=A 

A'B— B 

B'B=B 

A'C—C 

B'C—C 

A'D=D 

B'D—D 

A'E—E 

B'E—E 

A' F— F 

B'F—F 

A' G— G 

B'G=G 

C'A—  D 
C'B—  C 
Qir 

[C 

C'D, 


é>JS,=| 


F 
G 

C»p 

ogJ* 


D'A—  D 
D‘B—  C 
B 

C 


D'à. 


={i 


«M* 

D'E — P*" 
[G 

•«MS 


E'A=B 
E'B=A 
F' C—D 
E'D—C 
E'Eî=E 
E'F—G 
E'G—F 


D 

e 

(C 
f F 


G'A=xz  C 
G' B—  D 

=MÎ 

«■MS 

«•“-(c 


Au  moyen  de  ces  développemens,  on  peut  voir  tout  d’un  coup  quelles 
sont  les  combinaisons  qui  peuvent  produire  une  forme  déterminée. 
Ainsi  on  voit  que  A résulte  également  des  sept  combinaisons  A'A , 
B' A,  C'A y D'D , E'B,  F'C,  G'C;  de  sorte  que  si  on  avait  à ré- 
soudre l’équation  /‘-|-8gu‘  =.x'A,  cette  équation  aurait  sept  solutions. 

De  même  ayant  trouvé  A3t=.A,  B3—B,  C*—C,  D3z=A , Es- — E, 
F*—E,  G3—E , on  en  conclura  que  l’équation  -J-8gs‘  = x3  a deux 
solutions , que  l’équation  •jj'  -f-  6js  -f-  x^z'  =s  x3  en  a trois,  que  l’équa- 
tion i8y*  -f-  yrz-{-5z‘—x3  n’en  a aucune,  et  ainsi  des  autres. 
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§ V.  Résolution • en  nombres  entiers  de  l’équation 

I.y*+MyzH-Nz*=bn,  ri  étant  le  produit  de  plusieurs  in- 
déterminées ou  de  leurs  puissances. 

. ».  » \ 

(366)  Soit  LN  — jAf*=o,  si  M est  pair,  ou '4 LN—M‘=a,  si 
M est  impair;  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  sera  un  diviseur  quadratique  delà  formule  t‘  -f-  au* , et 
cette  équation  elle-mèrac  étant  multipliée  par  L ou  4 L , deviendra  de 
la  forme  t*-f-«u‘=t'n,  c étant  Lb  ou  \Lb.  De  là  il  suit  que  tout  fac- 
teur de  fl  doit  diviser  la  formule  t'  -{-au' , et  par  conséquent  pourra 
être  représenté  par  un  diviseur  quadratique  do  cette  formule.  C’est  de 
ce  principe,  et  de  la  théorie  exposée  dans  le  § précédent,  que  nous 
déduirons  la  solution  générale  de  l’équation  dont  il  s'agit;  mais  d’abord 
il  convient  de  débarrasser  le  second  membre  du  facteur  constant  c. 

Si  dans  l’ëqaation  t*  au'  = cU , on  suppose  1 et  u premiers  entre 
eux,  il  faudra  que  u et  c le  soient  aussi,  et  alors  on  pourra  faire. . . . 
t = nu  -f-  ex,  ce  qui  donnera , après  avoir  substitué  et  divisé  par  c, 

^ a*  -f-  asiux  -f-  ex‘  — Tl . 

Or  u et  c sont  premiers  entre  eux,  donc  il  faut  que  n*-f-n  soit  divi- 
sible par  c,  et  en  faisant  n'-j-a  = me,  on  aura 

mu'  4-  a tuix  ex*  sm  n , 

équation  dont  le  second  membre  est  dégagé  du  facteur  constant  c,  et 
dont  le  premier  est  encore  un  'diviseur  quadratique  de  la  formule  t'-j-eu', 
puisqu'on  a me — »’=». 

On  aura  donc  autant  de  ces  équations  à résoudre,  qu’il  y aura  de 
valeurs  de  »,  moindres  que  ic,  telles  que  »*-)-«  soit  divisible  par  c. 

Soit jry*-+-  l’équation  ou  l’une  des  équations  qui  restent 

à résoudre.  Le  premier  membre  étant  un  diviseur  quadratique  de  la 
formule  f -f»  au',  il  faudra  d’abord  chercher  tous  les  diviseurs  quadra- 
tiques de  cette  formule,  que  l'on  désignera  paries  lettres  J , B,  C , 
D , etc.  Ensuite  comme  il  est  supposé  le  produit  de  plusieurs  iudéter- 
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mrnées,  on  cherchera,  par  les  méthodes  précéder» les,  toutes  les  formes 
auxquelles  se  réduit  le  produit  n , en  supposant  que  les  indéterminées 
sont  représentées  par  les  lettres  A,  B,  C , V,  etc.,  suivant  toutes  les 
combinaisons  possibles,  et  en  observant  que  differentes  indéterminées 
peuvent  être  désignées  par  la  même  lettre.  Cela  posé,  parmi  toutes  ces 
formes  on  distinguera  celles  qui  donnent  pour  résultat  la  lettre  corres- 
pondante au  diviseur  quadratique  du  premier  membre  ; 

et  il  est  clair  qu'autanl  on  trouvera  de  ces  formes , autant  il  y aura 
de  solutions  de  l’équation  11  faudra  ensuite,, 

pour  obtenir  réellement  les  solutions,  faire  le  développement  succes- 
sif des  produits  suivant  les  règles  que  nous  avons  données  dans  le  § 
précédent , et  alors  les  indéterminées  jr  et  s s'exprimeront  finalement 
en  fonctions  des  iudéterminées  auatogucs  qui  entrent  dans  les  différons 
facteurs  dn  produit  (1.  Tout  cela  s’éclaircira  suffisamment  par  des 
exemples. 

Exemple  I. 

(367)  Soit  proposée  l’équation  <’-f-4iu*=  u3c‘;  je  développe  d'abord 
tous  les  diviseurs  quadratiques  de  <’-f- 41“',  lesquels,  comme  on  l'a 
déjà  vu  (n*  5G4),  sont 

A =/*  + ajs  -f-  4ai*  # = 3y*  + ays -J-  i4a* 

B — sj’  -f-  aj's  -(-  ats*  E = 6ym  -f-  rys  -f-  7s*. 

C = 5/*  + 6/s  H- 1 os’  • •••  •»;'  •> 

Parmi  ces  diviseurs,  U n’y  a que  A,  B t C qui  comprennent  les 
nombres  /a  — f—  1 , et  dans  lesquels  on  pourra  trouver  11 3.  Or  si  le  di- 
viseur A contenait  n3,  il  faudrait  que  iiâ  fut  de  la  formule  /*-(- 41"*, 
ce  qui  11’a  pas  lieu , comme  on  le  voit  au  premier  coup-d'œil;  pareille- 
ment si  le  diviseur  B contenait  n3,  il  faudrait  que  axi>3  ou  226 
fut  de  la  forme  s*  -f-  4 1 “*  > c'est  encore  ce  qui  n’a  pas  lieu.  Comme 
cependant  ou  peut  voir,  par  le  caractère  (j^jssi,  que  11 5 est  di- 
viseur de  t*-(-4in*,  il  s’ensuit  que  u3  est  nécessairement  compris  dans 
le  diviseur  quadratique  C\  et  en  effet  on  a 6. 1 i3  = 5G5=  «4‘  + 4'  .5*. 
Puisque  i4*-f“4l>5‘  est  divisible  par  n5,sil’on  fait  14=  3n — n3/w, 
il  faudra  que  n’-f- 4 1 soit  divisible  par  1 1 3.  Or  la  valeur  do  n tirée  de 
cette  équation  est  n — — 33.  On  connaît  donc  ainsi,  d’une  manière' 
directe  et  presque  sans  tâtonnement,  la  valeur  de  n qui  rend  «‘-f-41  ’ 
divisible  par  11 3.  Cette  méthode,  que  nous  venons  d’exposer  avec 
quelque  détail,  est  un  développement  de  celle  du  nf  186. 
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Cela  posé  , soit  t=  33h-(-i  i5t,  on  aura,  après  avoir  substitué  et  di- 
visé par  1 13, 

iou*  -f-  66ut'  -f-  1 1 5tY  = x*. 

Pour  réduire  le  premier  membre  h une  expression  plus  simple , soit 
u—i/ — on  aura 

5tt  + 6 tu'  + lou'u  = x*. 

Le  premier  membre  étant  de  la  forme  C,  il  faut  chercher  parmi  les 
valeurs  de  A *,  fl‘,  etc.  celles  qui  peuvent  être  de  la  forme  C;  or  on 
trouve  (n”  364)  que  D‘  et  E‘  sont  de  cette  forme;  donc  l'équation 
proposée  est  susceptible  de  deux  solutions,  selon  que  Ton  supposera 
x — D ou  x=E. 

Soit  i*.  x=3j*4-av3-f- >43*>  on  trouvera  parles  formules  du  n*  36a, 
x*=5F*-j-6KZ+ioZ*,  les  valeurs  de  Y et  Z étant  Y—  — jz-j-ôz*, 
Z — Y ~f~  3JZ  — 4-*>  de  sorte  qu'on  aura  en  même  temps  t —Y , 
u'=  Z. 

Soit  a*,  x—  6^*+  2jz  -f-  7s*,  le  résultat  de  cette  seconde  valeur 
pourra  se  déduire  facilement  du  précédent  (en  mettant  ajr  à la  place 
de  J,  et  divisant  par  a tant  la  valeur  de  x que  celles  de  K et  Z);  on 
aura  ainsi  x"  = 5Y‘  -J-6TZ  -f-  10Z*,  Y = — aj*  -f-  -4-  3**,  , , . 

Z = ;y*  ays  — 23',  et  on  fera  de  nouveau  t'=  Y , it  — Z. 

Il  reste  à substituer  les  valeurs  de  ( et  U dans  celles  de  l et  u;  ce 
qui  donnera  les  deux  solutions  suivantes  de  l’équation  proposée 

0C=5j‘-j~3J3-j- 1 4a",  32YZ 483*,  IC=4-7r* 1 °/2 3 22* 

x=6j-*-f- aj3-+-7s*,  fc=58?-H-iaa_rz — 24a*,  u=&j*—\ojr3 — txs*. 

Exemple  II. 

(368)  Proposons-nous  maintenant  l'équation  r*-f-4iu*=n3xs.  L’opé- 
ration préliminaire  pour  diviser  chaque  membre  par  ji3,  étant  faite 
comme  dans  l’exemple  précédent,  on  aura  <=53tt'-f-t4l’,  u=u' — 5 
et  la  transformée  sera 

5*Y-f-6rV-l-  îouV  =.x3. 

Il  faudra  donc  chercher  les  différentes  formes  des  'quantités  A1,  B1, 
C3,  etc. , et  voir  si  la  forme  C y est  comprise.  Or  on  trouve  (n*  564) 
que  la  forme  C ne  peut  résulter  que  de  C3-,  ainsi  l’équation  proposée 
n’est  susceptible  que  d’une  solution. 
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Maintenant  si  on  fait  x—C—5j'  +6rz  •+■  103*,  on  trouvera,  d’après 
les  formules  du  n*  56a,  p—^4h  -|,=:i8  et  jc3=i  25X‘=b94KZ-f-i8Z\ 
Quant  aux  valeurs  de  K et  Z,  elles  doivent  être  déduites  des  équa- 
tions ia5J,±47Z=x’ — ia5x3*,  Z=5x*3— 4iï%  où  l’on  a x=5/-f-3z; 
Or  pour  que  Y soit  une  fonction  entière,  on  trouve  qu'il  faut  dans  les 
signes  ambigus  prendre  l’inférieur,  et  alors  on  a 

Y =/  507*3  + 307-3*  — 8sJ 

Z = 75r*s-f-qqri* — >4as  * 

x>=  ia5r*— 94  rZ+  i8Z*. 

La  valeur  de  x5  se  réduit  à l’expression  la  plus  simple  5xY-J 

en  Élisant  Z = 8 Y — it , puis  Y—i  -f-  au',  de  sorte  qu’on  aura...... 

1 1 = 5 Y — Z=zij'-j-i5j'z — 103%  f=aZ — 5 Y= — 5^ -)- 3q73’-f- 1 2 sJ. 
Donc  enfin  la  solution  de  l’équation  proposée  est  comprise  dans  les 
formules 

x — 5 y'  + fyz  -4-  >oz* 

* = 297’  -+-  4957*1-4-42072*—  >6as* 
u — 1875  -J-  > 5fz  — 907s*  — 46a5. 

E X s K P 1 I III. 

(569)  Si  on  propose  en  général  l’équation  X*-4-  3«’=  > >3x“,  la  ma- 
nière la  plus  simple  de  la  résoudre,  est  de  faire  x=7*-f-3z*, 
1 13  =9*  + 2.4*;  et  on  aura  x*  -f-au*=  (9*  -+-2.4%  (7*-4*  22*)*.  Or  on 
satisfait  généralement  à cette  équation , en  prenant 

t + ui/—2=  (gd=4t/— 2)(7+3|/— a)-. 

Soit  donc  (7+3V/ — 2)“  — Y Z \/ — 2 , on  aura  t-f-ay/ — 2= 
(9=4=4 — 3)  (l'-t-Zl/ — a),  partant 

t =§Y  =p8Z 

u — 9Z±4Y. 

C’est  la  seule  solution  dont  l’équation  proposée  est  susceptible , parce 
que  x,  comme  diviseur  de  x*  -f-  au* , ne  peut  avoir  que  I»  seule  forme 
7*4-33*. 

Exemple  IV. 

(570)  L’équation  X‘4-8gxi’  = x%  doit  avoir  deux  solutions,  ainsi  que 
nous  l’avons  déjà  remarqué  à la  fin  du  n*  365.  L’une  des  solutions  où 
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l’on  aura  x=/*  4-893*,  sc  trouve  immédiatement  par  l'équation... 

“ laquelle  on  satisfait  en  faisant 

— 89  — (/  4-  av/ — 89)’  ; et  ainsi  on  aura  /=/1 — a 67/s*, 
ii  = 3 y'z — 893’.  I,a  seconde  solution,  fondée  sur  ce  que  D,—A,  se 
trouvera  comme  il  suit. 

Ayant  fait  x=Z?=5/*  4-  39-3  4-  183* ; si  l'on  applique  à ce  cas  par* 
ticulier  les  formules  du  n°  36a,  011  aura  p=  5,  q—  1,  r=i8,  6, 

Y — ■ , ce  qui  donnera 

x*  ses  1 a5  F*  -f- 1 a YZ  4-  Z * 

Y =/’  — 3 y'z  — 1 a/s*  -j-  as5  < 

Z =.  75y’3  4-  ôqvs* — 86s3.  , 

Or  on  peut  mettre  la  valeur  de x1  sous  la  forme  x‘=(Z  -$-6Yy  -f*  89  F*, 
laquelle  étant  comparée  à l'équation  proposée,  donnera  t~Z  +6K , 
u=  Y;  donc  enfin  la  seconde  solution  de  cette  équation  sera  donnée 
par  les  formules 

x = 5/*  -f-  ara  -f-  ' 83* 

t — f/3  + 57/’3  — /|a/a*  — 7/,3J  • 

U =/’  — 3/*s  — I a/s*  4-  as’. 

Exemple  V. 

(37i)  Ou  a déjà  remarqué  (n*  565)  que  l'équation  t‘  8<yi'=x‘af 
doit  avoir  sept  solutions,  attendu  que  la  forme  A résulte  des  sept  corne 
binaisons  A' A , B' A,  ClD  , D'D , E'B , F'C,  G‘C.  Pour  développer 
une  de  ces  solutions,  prenons  la  combinaison  C'D , et  faisons  en  con-' 
séquence  x—ç)  y'  4-  a/s  4"  IOS*»  -Y  — S/"*  4-  a/V  4-  183'’,  on  trouvera 
d’abord  par  les  formules  du  n*  558 , ou  par  celles  du  n*  56a , 

x'  = 5T‘  + iTE+  18V' 
r=/*— 8/34-23* 

3/*  4”  3/S 23*. 

5i  ensuite  on  multiplie  la  valeur  de  x'  par  celles  de  x’  on  trouvera  par 
Ja  première  des  deux  formules  du  n*  558, 

x'x'  = (57/'  4.  7Y  4-  F/  4-  i3*V)‘  4-  89(7V—  Vf)-. 
Comparant  ce  résultat  avec  l’équation  proposée  t*  4“  890’  = x*x',  on 
aura 

t = 57y  4-  7*3'  4-  vy  4- 1 8PY 
u=Tz--ry; 
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d'où  l'on  voit  que  les  quatre  indéterminées  l,  u,  x,  x'  sont  exprimées 
en  fonctions  de  quatre  autres  indéterminées  indépendantes  y,  s,y,  a', 
ce  qui  constituera  la  première  solution.  On  trouvera  par  des  calculs 
semblables  les  six  autres  solutious  dont  l'équation  proposée  est  sus- 
ceptible. 

Remarque.  Pour  peu  qu’on  y fasse  attention , on  verra  que  cette 
théorie  s'étendrait  facilement  au  cas  où  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  serait  un  diviseur  de  la  formule  <* — ou*.  On  pourrait 
aussi  résoudre  , par  les  mêmes  principes,  les  cas  où  les  indéterminées 
du  premier  membre  seraient  supposées  avoir  un  diviseur  commun  ; 
mais  nous  n’avons  pas  cru  devoir  entrer  dans  tous  ces  détails,  qui 
n'offrent  maintenant  aucune  difficulté. 
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§ VI,  Démonstration  d’une  propriété  relative  aux  diviseurs 
quadratiques  de  la  fo>rmulc  A1  au1 , a étant  un  nombre 
premier  8n-f- 1. 

{37a)  On  a déjà  remarqué,  n*  ai5,  que  si  dans  la  formule 
a est  un  nombre  de  forme  8n-(-5,  deux  diviseurs  conjugues  de  cette 
formule,  tels  que  py'  -f-  n/jz  -f-  2/ni*,  ipy'  -f-  iqyz-\-  mz'}  appartien- 
dront toujours  l’un  à la  forme  4n  + ' > l'autre  à la  forme  4 n+3;  de 
sorte  qu 'alors  il  y a autant  de  diviseurs  quadratiques  4n+ 1 que  de 
diviseurs  et  ce  résultat  a lieu  quel  que  soit  le  nombre  a, 

pourvu  qu'il  ne  sorte  pas  de  la  forme  8 « — f—  5 . 

Au  contraire,  lorsque  a est  de  la  forme  8«-+-  1 , les  deux  diviseurs 
conjugués  dont  il  s'agit  sont  tous  deux  de  la  forme  4n+  1 , ou  ,ous 
deux  de  la  forme  4n-f-3,  de  sorte  qu’on  ne  peut  plus  rien  conclure 
sur  le  nombre  relatif  des  uns  et  des  autres,  et  en  effet  l'inspection  de 
la  Table  IV  fait  voir  qu'il  y a à cet  égard  une  grande  irrégularité. 
Mais  lorsque  a est  un  nombre  premier,  on  remarque  dans  cette  même 
Table  que  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4n~i~  1 surpasse  cons- 
tamment d’une  unité  le  nombre  des  diviseurs  4 n-f-3.  Ainsi  on  voit  que 
la  formule  t*-}-4iu’  a trois  diviseurs  quadratiques  4«-f- 1 , et  seulement 
deux  4n-f-3;  que  la  formule  <*-f-8g u*  a quatre  diviseurs  quadratiques 
4n+i,  et  seulement  trois  4n+  3 , etc. 

On  s’assurera  aisément  de  cette  propriété  dans  beaucoup  d'autres  cas 
particuliers;  mais  il  n’est  pas  aussi  facile  de  l’établir  d’une  manière  gé- 
nérale et  rigoureuse.  Voici  la  série  de  propositions  que  cette  démons- 
tration semble  exiger  : elles  offriront  en  meme  temps  divers  résultats 
remarquables  qui  contribueront  à étendre  et  perfectionner  les  théories 
précédentes. 

(573)  Proposition  I.  « Soit  a un  nombre  premier  et  soit 

a pj * -f-  agyz-f-ams*  l’un  des  diviseurs  quadratiques  4n~M  de  la  formule 
» /*-f -au',  je  dis  que  l’équation  U’  =; /y* -f-aiya-f-a/na'  sera  toujours 
» résoluble.  » 
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Car  si  l’on  multiplie  cette  équation  par  p , et  qu’on  fasse  py-\-qx=xi 
on  aura  pU’=  x'  -{-az',  équation  toujours  possible  (Voyez  n”  37  et  196). 

Il  est  inutile  d'observer  que  si  pj'  4-  zqyz  -+-  a/ns*  était  un  diviseur 
4»  4-  3,  l’équation  U'  = py*  4-  zqyz  -+-  zmz'  serait  impossible,  puis- 
qu'ancun  quarré  ne  peut  être  de  la  forme  4"  4“  5. 

(374)  Proposition  II.  « a étant  un  nombre  premier  8/14- 1 , la  for- 
« mule  t'  4-  au*  aura  toujours  nn  diviseur  quadratique  de  1a  forme 

*'  fl'  4-  agr*4-  a/*‘>  » 

Car  on  peut  toujours  (n*  147)  satisfaire  à l’équation  a — if' — g‘ , 
laquelle  étaut  posée,  il  s’ensuit  que  4“  2/h’,  ou  l'expression 

la  plus  simple  de  cette  formule , est  un  diviseur  quadratique  de  la 
formule 

Remarquez  que  le  diviseur  Jy‘  4-  2gJz  4-  a/h*  ne  diffère  pas  de  son 
conjugué  ; dans  ce  cas,  par  conséquent,  les  deux  diviseurs  conjugués 
se  réduisent  à un  seul  qu’on  peut  appeler  diviseur  singulier. 

(iy5)  Proposition  III.  « a étant  un  nombre  premier  8/1 4*  1 , il  y 
» a toujours  une  infinité  de  valeurs  de  f et  de  g qui  satisfont  à l’équa- 
» lion  a f' — g'  — a,  néanmoins  il  n’en  peut  résulter  qu’un  seul  divi- 
» seur  quadratique  de  la  formule  t'-{-au'.  » 

Car  on  trouvera  aisément  (n*  58)  que  la  série  des  valeurs  de_/"et  g qui 
satisfont  à l’équation  zf'  — g‘=a,  est  telle  que  si  f et  g'  suivent 
immédiatement  f et  g,  on  a 

f=y+zg,  gr  = 3g-t-y 

De  ces  nouvelles  valeurs  résulte  le  diviseur  quadratique  singulier 

(V+  ag) y*  4- a (% 4-  40^4-  a(3/+  ag)a*. 

Or  si  dans  ce  diviseur  on  fait  y = 33' — y%  s=y—z',  (ce  qui  ne 
restreint  pas  la  généralité  des  variables  y et  a),  on  aura  pour  trans- 
formée jÿ1 4*  agyV  4-  a/b'*;  d’où  l’on  voit  qu’en  effet  le  diviseur  qua* 
dratique/'y*  4-  3g'j* 4*  a /V  n’est  pas  différent  de  Jÿ‘ -t-zgyz-f-zfz‘. 

Corollaire.  De  là  il  suit  que  a étant  un  nombre  premier  8«4-i,  les 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  <*  4-  «“*  seront  composés  de  plu- 
sieurs couples  de  diviseurs  conjugués  et  d’un  diviseur  singulier.  Le 
nombre  total  de  ces  diviseurs  sera  donc  toujours  impair,  et  ainsi  il  est 
impossible  que  le  nombre  des  diviseurs  4«  4”  » soif  égal  au  nombre  des 
diviseurs  /pi  4*3- 
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(376)  Proposition  IV.  «Le  quarré  d’un  diviseur  quadratique 

))  py  ' -f-  2qjz  + 2x3',  et  celui  de  son  conjugué  ayy’-t-aiy'z-j-vrz*,  sont 
» compris  daus  un  même  diviseur  quadratique  » 

Car  suivant  la  méthode  du  n°  358,  si  l'on  détermine  /i  et  1 par 
l'équation  or  —pyx. — q>  , qu’ensuite  on  fasse  ^ — q-\->p  , 

Y —j‘  — avj’2  — 2 pz‘,  Z = az  ( jy  -f-  qz)  , on  aura 

C py*  ■+■  2vz  ■+■ 2 7ra‘)“  = v'  y*  -+■  2$  yz  -f-  4Z*. 

Dans  cette  équation,  qui  doit  être  identique,  mettons  a/  à la  place 
fie  y,  et  comme  alors  Y devient  pair  ainsi  que  Z,  faisons  Y — 2 Y', 
Z — 2Z',  ce  qui  donnera  Y'—  27* — ;rrz — ps’,  Z'=z  (2pjr-\-qz); 
nous  aurons  par  la  substitution , et  après  avoir  divisé  par  4 > 

(2 py'  -f-  3 qyz  -f-  ira*)*  = p‘  Yr‘  2 p YZ‘  -f-  -4 .Z'*. 

Donc  le  même  diviseur  quadratique  p‘j*  -(-  a$yz-f-rj.s‘,  qui  contient 
le  quarré  du  diviseur  py*  -f-  aqjz  -f-  airs*,  contient  aussi  le  quarré  de 
son  conjugué  a /y‘+  2<ys  -(-ira*. 

Corollaire.  Étant  proposée  l’équation  U‘  = PY'-\-2QYZ~\-  RZ‘,  si 
On  en  connaît  une  solution  comprise  dans  la  formule  U 2ÿjz-f- 2*2', 
il  y aura  toujours  une  autre  solution  donnée  par  la  forme  conjuguée 
U — 2pjr'  -f-  oqyz  -f-  -n’a*.  Ces  deux  solutions  se  confondent  en  une 
seule,  si  la  valeur  de  U est  égale  au  diviseur  quadratique  singulier , 
c’est-à-dire  si  l’on  a U=fp'-\-2gj  zr\-2fzx-,  mais  alors  le  second  membre 

de  l’équation  proposée  serait  de  la  forme  3Y‘+  aYZ-f-  )Z\ 

(377)  Proposition  V.  «p  étant  un  uombre  premier,  ainsi  que  a, 

« si  l’on  a p‘  = il/*  -f-  aN',  je  dis  que  p ou  ap  sera  nécessairement  de 
« la  même  forme  ('  -\-au’,  de  sorte  que  p appartiendra  soit  au  diviseur 
» quadratique  y* -f-ayz-{- (a i)z*,  soit  à son  conjugué..... 

En  effet,  l’équation  supposée  p'  — M' -f-  aN',  donne  p' — M'=uiN'i 
donc  puisque  a est  un  nombre  premier,  il  faut  que  l’un  des  facteurs 
p + M,  p — M soit  divisible  par  a,  et  comme  le  signe  de  M peut 
être  pris  à volonté,  on  pourra  (aire p M=  aP , p — Mz=Q,  ce  qui 
donnera  = Or  on  satisfait  généralement  à cette  dernière  équa- 
tion, en  faisant,  avec  de  nouvelles  indéterminées,  PzzzX'li , N—XuR, 
Q=za‘R.  On  aura  donc  op=aP-{-  Qz=R  ait') , d’où  l'on  voit 
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que  R ne  peut  être  que  i ou  a:  si  R—  a,  on  aura  p = s..*  si 

71=  t , on  aura  ap  = d»1-)-  as‘.  Donc  p ou  est  nécessairement  de 
la  forme  t' -{-au'.  Mais  si  p est  de  la  forme  t'  -f-  au',  il  est  contenu 

dans  le  diviseur  quadratique  j'  -f-  ai' , qui  est  le  même  que 

sys  -|-  (a  -j- 1)  a*,  et  il  ne  peut  par  conséquent  appartenir  qu’à  ce 
seul  diviseur.  De  même  si  3p  est  de  la  forme  l'  an',  p appartiendra 

au  diviseur  quadratique  2jr* -f-  2j-  -f-  1 ^ a*,  et  il  ne  pourra  appar- 

tenir qu’à  ce  seul  diviseur.  Donc  si  on  a p'  = d/’-f-  a A'',  il  faudra 
que  p appartienne  à l'un  des  diviseurs  conjugués j'-j-  ys  + (<i-f-  i)î% 

ar,4-a/a  + (l±i)3'. 


(378)  Propositiox  VI.  « p étant  un  nombre  premier  quelconque, 

» et  a un  nombre  premier  8/1 -f- 1 , si  l'on  a p ’=  ? .l/JV-f- .Y’, 

» c'est-à-dire  si  a p'  est  de  la  forme  P'-{-aN't  je  dis  que  p apparlien- 
« dra  nécessairement  au  diviseur  quadratique  singulier JJ'-{-3gjz-\-3fz'y 
» ensorte  qu’on  aura  p =/ju*  -f-  2gp.11  -f-  a/l* . 11 

Car  a étant  un  nombre  premier  8n-+-i  , on  peut  faire  a—  a/’ — g'} 
et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l’équation  3p’  = /7, + niY*,  il  en 
résultera  V'  — ap"  = ( g * — Les  nombres  P et  p étant  premiers 
entre  eux,  on  voit  que  Nt  diviseur  de  P' — a/;*,  doit  être  de  la  forme 
a.*— a£*;  donc  on  aura  P * — -jp'=  (g' — a/’’) (a’  — aC‘)*,  équation  à 
laquelle  on  satisfait  généralement  eu  faisant  /,-f-/>y/2  = (# -f-yV'a) 
(»-+-£  U a)*;  de  là  résulte  p=fx'  -J-  iga.Ç  -f-  a/Ç*  ; doue  p est  compris 
dans  le  diviseur  singulier  Jy'  -}-  3g ji  -)-  a/i*. 

(379)  Propositiox  VII.  t<  Je  dis  maintenant  que  les  deux  diviseurs 

a conjugués  qui,  pris  pour  U,  satisfont  à l'équation  proposée 

» U'~P V'  -f-  zQYZ  -f-  RZ‘,  sont  les  seules  solutions  dont  celte 
n équation  est  susceptible,  u 

Pour  démontrer  cette  proposition  , cherchons  eu  général  les  con- 
ditions qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  deux  valeurs  dilfércntes  de  Ut 
savoir  : 

U —pj'  +2?/=  +2*5* 

u —p'jr'  -b  3 '/>-=  + a*V 

satisfassent  également  à l’équation  proposée  £r,=/>l’*+aQ  J'Z-f-7iZ‘ , 
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où  K et  Z sont  des  indéterminées  qui  doivent  être  fonctions  des  indé- 
terminées y et  s. 

Nous  supposerons  que  les  deux  valeurs  de  U sont  préparées  de  ma- 
nière que  p et  p'  soient  des  nombres  premiers  ; cela  posé , on  trouvera 
d’abord  que  les  quarrés  de  ces  valeurs  sont  compris  dans  deux  for- 
mules de  cette  sorte  : 

PY  4-  açr*  4-  4*‘ 

p'Y+*vy*+ 4/z‘> 

lesquelles  doivent  se  réduire,  l’une  et  l’autre,  à la  forme  donnée... 
Py%  -f-  a Qyz  -f-  Rz%.  De  là  on  voit  que  p‘  doit  être  compris  dans  la 
formule  p'y* -f- a z-f-  4/-’,  et  réciproquement  p'*  dans  la  formule 
p'y%  -f-  ïtyz  O*»  peut  donc  faire  tont-à-la-fois 

p'  = p'*’'  + a p'tz'C  -f-  4'ff'* 

//*  = />*«*  2<P*€  -f-4£\ 

Soit  p‘a  + <pG  — y,  on  aura  p'p'=y'-\-a£' , ou 

(pp’ 4- y)  ( pp'—y ) = “S*. 

Puisque  a est  un  nombre  premier,  et  qu’on  peut  prendre  à volonté 
le  signe  de  y , on  pourra  supposer  pp'  -f-  y divisible  par  a , fai- 
sant donc  G = ABC , l’équation  précédente  se  partagera  en  ces 
deux-ci  .- 

pp'  + y = aAB‘, 

PP'  Yy  — aAC', 

d’où  résulte  pp'  — {A  (CP  -f-  aB‘).  Maintenant , pusique  p et  p'  sont 
premiers,  les  seules  valeurs  qu’on  peut  donner  à A sont  i,  a , p ou  p', 
’jtp  ou  a p'. 

On  ne  peut  faire  A t=p , ni  A = •zp  ; car  alors  S étant  divisible  par  p, 
la  quantité  p'm  égale  à p‘a‘  -f-  a^a£  -f-  4^"  serait  aussi  divisible  par  p , 
ce  qui  est  impossible  : par  la  même  raison , on  ne  peut  avoir  A = //, 
ni  A = a p'. 

Si  l’on  faisait  A — a , on  aurait  pp'  = C*  - f-  aB‘  ; pp’  serait  donc  de 
la  forme et  alors  les  deux  nombres  p et  p‘  appartiendraient  à un 
même  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*-f-nu*,  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Il  reste  donc  à faire  A = t , alors  on  aura  a pp'  = C‘  -f-  aB’  ; donc 
les  nombres  p et  a p'  appartiendront  à un  même  diviseur  quadratique 
de  la  formule  t*  -f-  au * ; mais  les  nombres  p'  et  a p'  appartiennent  toujours 
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à deux  diviseurs  conjuguas  l'un  de  l'aulre.  Donc  les  nombres  p et  p', 
qui  sont  supposes  u'étre  pas  compris  dans  le  meme  diviseur  quadra- 
tique , appartiennent  nécessairement  à deux  diviseurs  conjugués  : ce 
qu’il  fallait  démontrer. 


(38o)  Proposition  VTTI.  « Le  nombre  des  divisenrs  quadratiques 
» 4n+  i de  la  formule  t‘  -1-  au' , où  a est  un  nombre  premier  8»  ~f-  i , 
» surpasse  toujours  d'une  unité  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques 
» 4n~i~  5 de  la  même  formule,  u 

Eu  effet , soit  M le  nombre  de  diviseurs  quadratiques  4n  4"  i > et 
■N  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4"  ~h  3 ; si  on  désigne  par 
A y R , C , D t etc.  la  suite  des  diviseurs  quadratiques  4«  -f-  i , les  équa- 
tions U‘=zA , U'  — B , U’—  C,  etc.  admettront  chacune  deux  solu- 
tions distiuctes , à l'exception  de  l'équation  U ‘ — a Y‘  -f-  a YZ  -f-  ■ Z't 

qui  n’en  admettra  qu’une.  Donc  le  nombre  total  des  solutions  sera  a M — i . 
Mais  ces  solutions  qui  doivent  être  toutes  différentes  les  unes  des  autres, 
comprennent  nécessairement  tous  les  diviseurs  quadratiques,  tant  4n~h 1 
que  4«-f-3  , de  la  formule  t'-j-au'.  Donc  on  aura  a M — i = Af-j-iV, 
ou  M = jV  -f-  i : c’est  la  proposition  qu'il  s’agissait  de  démontrer. 
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§ VIF.  Démonstration  du  Théorème  contenant  la  loi  de 
réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  quel- 
conques (n°  164). 


(58i)  Lemme.  « Soit  p un  nombre  premier  positif  ( 2 excepté)  , f un 
» entier  quelconque  non  divisible  par  p ; si  011  divise  par  p les  produits 

» successifs  k , 2 le,  3 k ^~~~^>  'es  restes  de  ces  divisions  seront 

» compose'*  en  partie  de  nombres  d , dfam ...  té  plus  petits  que  \p, 

» en  partie  de  nombres  b',  b",  bm. . . lé  plus  grands  que  {p-  Cela  posé, 
» p.  désignant  le  nombre  de  ces  derniers  restes , je  dis  qu’on  aura 

« en  général  ^ ^ — ( — j)^;  savoir  = -f-  1 si  p.  est  pair,  et 
« = — 1 si  p.  est  impair,  n 


11  est  clair  d’abord  que  les  restes  V,  b',  b",  etc.  sont  inégaux  entre 
eux.  Car  si  deux  de  ces  restes,  dus  aux  multiples  b A , bA' , étaient 
égaux,  il  faudrait  que  la  différence  b ( A' — A)  fût  divisible  par  p ; 
c’est  ce  qui  n’a  pas  lieu  , puisque  p est  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
ni  b,  ni  A'  — A j car  d’ailleurs  A'  et  A sont  inégaux  et  plus  petits  que 
| p.  On  prouvera  de  même  que  tous  les  restes  d,  d,  a",  etc.  sont  iné- 
gaux entre  eux. 


11  suit  de  là  que  tous  les  nombres  p — b',  p — b’,  p — bm,  etc.  sont 
inégaux  et  plus  petits  que  \p  : or  je  dis  qu’aucun  d’eux  ne  peut  être 
égal  à l’un  des  nombres  d,  d,  a",  etc.  En  effet,  si  deux  restes  tels  que 
a et  b sont  dus  aux  multiples  bA , b A' , on  pourra  supposer  a— b A — px , 

b — bA'  — px'  ; si  donc  on  avait  p — b = a , il  en  résulterait 

p ( 1 -f-jc-f-jc')  =b(A  4-  tl.)  ; donc  il  faudrait  que  b(A  -\-A')  fut  di- 
visible par  p}  or  b ne  l’est  pas  non  plus  que  A -f-  A',  puisque  A et  A' 
sont  tous  deux  plus  petits  que  j p ; donc  l’éqnation  précédente  est  im- 
possible. 

Maintenant , puisque  la  série  d,  d . . . té,  cl  la  série  p — A',  p — b", 
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p — b" , ....  p — l\  sont  l'une  et  l’autre  composées  de  nombres' 
ditFérens , positifs  et  plus  petits  que  \ p ; puisque  d'ailleurs  le  uomhm 
total  X — f—  yu.  des  termes  de  ces  deux  séries  est  égal  à \ (/; — 1)  nombre 

des  multiples  k , a/-,  5Æ. . . — k , d’où  ils  tireut  leur  origine,  il  s’en- 
suit que  le  produit  de  tous  ces  nombres  ne  peut  être  que  ■ , 

et  qn’ainsi  on  a l'égalité 

<Ua\  ..a\p~  b')  (p-b‘)  . . . (/J-i'“)=  i .a.  3 . . . i (/»  — i), 
dans  laquelle,  en  rejetant  les  multiples  de  py  ou  obtient 

a\i,am...aK.b'b’bm...b'J-{—xf—  i.a.5...  \(p—  l). 

Mais  d’im  autre  côté,  eu  rejetant  aussi  les  multiples  de  p , on  a 

k.ik .sk. . . -J  (/>  — î )jl  = da'a". . . </  b'b'b" . . . b'1, 

et  le  premier  membre  de’  ccllc-ci  = i .3.3. . . \ (p  — t).^  ' ' 1 ' 

De  la  comparaison  de  ces  deux  équations  il  résulte 

i. 2.z...  i(p-i)ki{p-l\-if=  1.2.5... 

'r  -fl  J , V-  m * • 1 1 **«\  ■*'  Jh  - <P«*Tîiéw  » ' ..  * 

Donc  on  a k'^p~  — >)  ==  » , ou  /’  — — '}  • '*a‘s  ^ — ‘ 5 

est,  en  rejetant  les  multiples  de  p,  la  valeur  de  l’expression  (^j  ; donc 
enfin  on  a,  conformément  h l’énoncé  du  lemme, 

; j 

(38a)  Puisque  le  nombre  p-,  selon  qu'il  est  pair  ou  impair,  détermine 
la  valeur  de  l’expression^),  il  importe  d'avoir  une  valeur  analytique 
de  ce  nombre.  Pour  cela,  j’observe  que  a désignant  l’un  des  nombres 
a',  a’ . . . <•/,  et  b l'un  des  nombres  b’,  b" .. . b**,  on  aura,  par  les  suppo- 
sitions déjà  faites,  a a<p  et  a A>/>. 

Représentons  à l'ordinaire  par  E (x)  d’entier  le  plus  grand  contenu 
dans  une  quantité  quelconque  x,  ensorte  que  x — E( x)  soit  toujours 
, une  fraction  positive  plus  petite  que  l'unité. 

Si  on  considère  les  divers  multiples,  k,  a k. . . p-~- ■ k,  don  naisscut 
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les  restes  a',  b’,  etc. , et  qu’on  désigne  particulièrement  par  Ah  le  mul- 
tiple qui  donne  le  reste  a , et  par  lik  celui  qui  donne  le  reste  b , ou  aura 

eÇ£)-'e(t)=°- 

^(Ti)-£(“)="  • 

Ajoutant  ensemble  toutes  les  équations  qui  auront  lieu  semblablement 
pour  toutes  les  valeurs  de  A et  V,  depuis  1 jusqu'à  ~(p — i)  , il  est 
clair  que  le  second  membre  sera  composé  d’autant  d'unités  qu’il  y a 
de  nombres  II ; et  ce  nombre  d'unités  ayant  déjà  été  désigné  par  p.  t 
ou  aura  donc 


D’ailleurs,  comme  on  n’a  besoin  de  la  valeur  de  p que  pour  savoir  si 
elle  est  paire  ou  impaire,  on  peut  dans  la  formule  précédente  omettre 
les  termes  divisibles  par  a , ce  qui  donnera  simplement 


£)+*(£)+*(*) + EÇe= 2i)+E(fci*). 


(385)  Cette  expression  est  susceptible  de  réduction  ; d’abord  si  l’on 
fait  /.  =mp  + -X,  K étant  positif  et  <p,  on  aura  Ç ~^k=A — m — ^ 

= /,—m — 1 donc  J £ — — 1 — 1 — & (j,)> 

pareillement  on  aura  E ~ ^ — 1 — ^Cj> a‘us*  ^cs  autres. 

Il  faut  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule,  et  pour  cela  distinguer 
deux  cas,  selon  que/?  est  delà  forme  /pi  i ou  /pi  + 3. 

Soit  t*.  pz=/pi+  i , le  nombre  des  termes  E (y)  j clc" 

sera  xr.au.  Les  n premiers  forment  la  suite 


: ...Tv 
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Les  n antres,  e'erits  dans  l'ordre  inverse,  forment  la  suite 

E (fc=ûi)  +E(Ü=&) -t -£(£2S±2Î*)  , 

lesquels,  suivant  la  transformation  précédente,  deviennent 
Donc  on  aura 

= +£(j) 

-E(îr->. 

Ajoutant  au  second  membre  le  nombre  pair 

’£(;)+’£(t) +’fr(^). 

ce  qui  est  permis  pour  notre  objet,  on  aura  plus  simplement 

a*.  Si  l'on  a /?=/(?/  + 3 , il  y aura  an -4-  î termes  dans  la  valeur  de  n; 
les  n premiers  seront  toujours  E Çy^-{-E  E (—')• . E 

les  («-f-  i)  autres  seront 

E(^)+E<t=r')----+*<cTlk)> 

et  par  la  transformation  indiquée  ils  deviennent  ; 
de  sorte  qu'on  aura 

f=UH-')<*-')+EÇ)+x(f)--+E(~) 

-E0-E<^--~E(rrk)-EÇrlk)- 

ou  plus  simplement 


(384)  Comme  5 (p — 1)  dans  le  premier  cas,  et  ^ -f-  1)  dans  le 
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second,  sont  des  nombres  entiers;  lorsque  k sera  impair,  les  deux 

formules  se  réduiront  généralement  à une  seule,  savoir: 

, = i(î)+£(^)+Æ(S)....  + £(ME=ai). 

(585)  Lorsque  k est  pair,  les  deux  formules  peuvent  aussi  se  réduire 
à une  seule,  savoir: 

pourvu  qu’on  détermine  le  signe  ambigu  de  manière  que  \ (^dfci)  soit 
un  çnlier , et  alors  on  peut  même  réduire  ) (pé=t)(k — i)  à i(y^±i); 
car  il  n'est  toujours  question  que  de  savoir  si  p.  est  pair  ou  impair. 

(586)  Soit,  par  exemple,  4 = a,  alors  tous  les  termes  E , 

E sont  nuis,  et  ou  a simplement  ft  = $(pdz  i). 

Donc  si  p — 8n-{-t  ou  8n-f*7,  le  nombres  sera  pair,  et  on  aura 

(Î)s=  + I. 

Si,  au  contraire,  />  = 8ra  — f- 3 ou  8«-f- 5,  le  nombre  p sera  impair,  . 
et  on  aura  Çj')  = — i. 

. On  parvient  ainsi  très-simplement  aux  théorèmes  connus  contenant  . 
la  relation  de  a à tous  les  autres  nombres  premiers  (il*  148),  théorèmes 
qui  étaient  regardés  comme  difficiles  à démontrer , lorsque  la  science 
des  nombres  était  moins  avancée. 


(587)  Soient  maintenant  k et  p deux  nombres  premiers  impairs  quel- 
conques ; ayant  déjà  fait  ^^  = ( — 1)“,  faisons  semblablement 

^C^=( — i)*;  nous  aurons,  suivant  la  formule  du  n*  384  , 

'‘+'=£0)+£(7 )+£(”)—+£(UirL*) 

+ E (5)+£(t)+J!(?)--+ 

h 

Supposons  k <_ p,  et  faisons  - = jc  , p=  ip’  -f-  1 , k = af'-f-  1,  ce  qui 
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fl  + y = E ( x)  + E (ax)  4-  E (3x) 4 -E  (p‘x) 

.+*©+*  6) +/G) +£©.  • , ,f 

ïe  dis  que  le  second  membre  se  réduit  à p'k'. 

En  effet,  considérons  d’abord  la  suite 

A , ...  ■*‘•4''  te'  A;i.*  djpt  ' - 

Z = E (x)  4-  E (ax)  + E (3x) 4-  E (p'x) , 

et  observons  que  les  termes  de  cette  suite  croissent  par  degrés  , depuis 
zéro  , qui  est  la  valeur  de  E(x),  puisque  x < i,  jusqua  V,  qui  est 

la  valeur  de  E (p'x)  ; car  on  a p'x  = p—  — E ^ p~  — ^ 4*  P ,:jl  - ; 

donc  E (p'x)  = i'.  Il  faut  maintenant  examiner  combien  dans  cette 
suite  il  y a de  termes  égaux  à i , combien  degaux  à a,  et  ainsi  de 
suite. 

Pour  cela  prenons  des  indéterminées  mlf  »ix,  m}. . .mK,  telles  qu’on 
«ut  & 

nt|X=i,  max=a,/»Jxs=3,  — U. 

. 7 " T'~  • .fs-  ■ 

Aucun  des  nombres  m.  ^ ^ - etc.  ne  pourra  être  entier,  puisque  leur 
expression  générale  mz  = ^ , a étant  <(k.  Soit  donc.......... 


E(i>k)  — M.,  ensorte  que  m.  tombe  entre  les  entiers  consécutifs  , 
M, -f- 1 ; il  suit  évidemment  de  ces  suppositions, 

Qae  îes  premiers  termes  E(x),  E (ax) ,. ....  jusqu’à  E(Mtx)  sont 
téro;  leur  nombre  B 



a".  Que  les  termes  suivans  E (Mx  4-  ur) , E (.tf,  -f-  ax)  . jusqua 

E(M.x)  inclusivement,  ont  pour  valeur  î ; leur  nombre  = — M.. 

5”.  Que  les  termes  suivaus  E (M,+  ix)  -\-E  (Pl^ -f-ax) , . . . jn$qua 
E(MTr)  inclusivement,  ont  pour  valeur  a;  leur  nombre  =d/j — Mt. 

Et  ainsi  de  suite  jusqu’aux  derniers  termes  dont  la  valeur  est  E et 
dont  le  nombre  ~p' — Mk.. 

Donc  en  réunissant  tons  les  termes  qui  composent  Z,  on  aura 

“•  U • 


& 


ï ^ ! 


3*  £ " 
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Z^o’.xM,  + 1(3/,-  M,  ) 
+ 2 ( 3/j  — 3/,  ) 
+ 3(3/^  — 3fj  ) 


+ ( V — >)  (3/a.  — 3/r_,  ) 

+ /'(/_A/a,), 

ou  eu  réduisant , 

Z — k'p'—  M{  — 3/,  — 3/3 — A/a._, — 3/,,: 

Mais  en  général  3/,  = £ (m.)  doue 

2=V-r(;)-'(i)-®(l) -£(ï> 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  p + >,  on  en  tire  celte  formule 
très-simple  p + i—p'k',  ou 

M-f-»'==i(A» — *)  (*  — *)•  . 


(388)  De  cette  formule  se  déduit  immédiatement  le  théorème  conte- 
nant la  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  quel- 
conques p et  k.  Si  l’un  des  nombres  p et  k,  ou  tous  les  deux,  sont  do 
la  forme  4n+* > la  quantité  J(/>—  i) (Z — i)  sera  un  nombre  pair;  ainsi 
les  deux  nombres  ^ cl  r seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  hn’pairs, 

ce  qui  donnera  (£)  s s=  (jj). 

Si  les  deux  nombres  premiers  p et  k sont  tons  deux  de  la  forme 
4«  + 3,  la  quantité  \{p  — 0(3 — i)  sera  un  nombre  impair;  donc  p. 
et  » devront  toujours  être  l’un  pair,  l’autre  impair,  ce  qui  donnera 

0)=-(5>  . 

D’ailleurs  la  formule  générale  qui  satisfait  à tous  les  cas,  se  déduit 
des  expressions  (£)=( — 1)‘“,  (y)=( — i)v,  qui  donnent........ 

(£)=(£)(— •1)  +l’ =(— O 3 3 (f)>  comme  au  n'  1G4. 
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Ainsi  se  trouve  démontré  généralement  un  théorème  qu’on  peut 
regarder  comme  le  plus  important  de  la  théorie  des  nombres  , et  qui 
a offert  sous  diverses  formes  des  difficultés  presqu’insurmontables  à 
ceux  qui  ont  entrepris  de  le  démontrer  par  d'autres  voies. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  d'apres  Fréd.  Gauss  , 
est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  repose  sur  les  principes  les  plus 
élémentaires , et  qu’elle  n’exige  aucune  théorie  préliminaire.  Il  est  à 
croire  que  beaucoup  de  théorèmes,  réputés  très-difficiles  dans  la  science 
des  nombres,  sont  dans  le  même  cas;  et  il  y a toujours  lieu  d'espérer 
qu'on  peut  démontrer  très-simplement  ceux  qui  ne  l'ont  encore  été  que 
par  des  méthodes  longues  et  compliquées. 
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§ VIII.  D’une  loi  très- remarquable  observée  dans  F énumération 
des  nombres  premiers. 

(38g)  Quoique  la  suite  des  nombres  premiers  soit  extrêmement 
irrégulière , on  peut  cependant  trouver  avec  une  précision  très- satis- 
faisante, combien  il  y a de  ces  nombres  depuis  i jusqu'à  une  limite 
donnée  x.  La  formule  qui  résout  cette  question  est 


* log.  x — i .o83t>f>  ’ 

log.  x étant  un  logarithme  hyperbolique.  En  effet  la  comparaison  de 
cette  ''formule  avec  l’énumération  immédiate  faite  dans  les  Tables  les 
plus  étendues,  telles  que  celles  de  Wcga,  donne  les  résultats  suivans  : 


Limite  x 

Nombre  jr 

Limite  x 

Nombre  jr 

par  la  formule. 

par  les  Tables. 

par  la  formule. 

par  les  Table». 

IOOOO 

ia5o 

I23o 

I OOOOO 

9588 

9592 

30000 

2268 

2265 

iSoooo 

15844 

13849 

3 0000 

3252 

3246 

200000 

17982 

17984 

40000 

4ao5 

4204 

250000 

22055 

22045 

5oooo 

5i36 

5i34 

3 00000 

26023 

25998 

Coooo 

6049 

Go58 

55oooo 

2996! 

a9977 

70000 

6949 

6956 

400000 

33854 

3386i 

80000 

7838 

7837 

90000 

8717 

8712 

(3go)  Il  est  impossible  qu’une  formule  représente  plus  fidèlement  une 
série  de  nombres  d’une  aussi  grande  étendue  et  sujette  nécessairement 
à de  fréquentes  anomalies.  Pour  confirmer  encore  mieux  une  loi  aussi 
remarquable,  nous  ajouterons  qu’ayant  cherché,  d’après  un  procédé 
que  nous  exposerons  bientôt,  combien  il  y a de  nombres  premiers  de 
i à îoooooo,  nous  avons  trouvé  qu’il  y en  a 78527,  sauf  une  erreur  de 
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quelques  unités,  qui  peut  Être  due  h la  longueur  des  calculs.  Or 
en  faisant  x = i ooo  ooo  la  formule  précédente  donne  y =78543.  11 
n’y  a donc  aucun  doute,  non-seulement  que  la  loi  générale  est  re- 
présentée par  une  fonction  de  la  forme  -,.1[\X7;>  ma‘s  quc  les  coef- 

Gciens  A et  B ont  en  effet  les  valeurs  très  - approchées  A—  1 
]i  — — i.o83GG.  Il  resterait  à démontrer  cette  loi  a priori , et  c'est 
une  recherche  intéressante  sur  laquelle  nous  donnerons  ci-après  quelques 
essais. 

(391)  Si  on  appelle  * la  quantité  dont  il  faut  que  x augmente  pour 
que  y devienne  f -h  1 , on  aura  pour  déterminer  a l’équation  suivante  , 
dans  laquelle  ou  a fait  pour  abréger  c=  i,o83C6, 

, x*t-« x 

log(x+«i)  — c lofcx — c' 

De  là  résulte,  en  supposant  que  x est  Un  nombre  très-grand, 

* — (logx  — c + i)(i  4-^), 

ou  simplement  « = logx  — 0.08S66;  car  «s  déterminations  ne  coin* 
portent  pas  une  précision  rigoureuse. 

Il  suitde  là  qu’à  mesure  que  x augmente,  la  différence  entre  deux  nom* 
bres  premiers  voisins  de  x augmente  aussi , et  peut  être  représentée  avec 
beaucoup  d’approximation,  quant  à la  valeur  moyenne,  par  logx— o.o85G6; 
de  sorte  que  dans  un  intervalle  de  an  termes  compris  depuis  x — m 
jusqu’à  x-f-n»,  on  devra  compter  autant  de  nombres  premiers  qu’il  y 

a d’unités  dans  > pourvu  que  m soit  assez  petit  par  rap- 

port à x. 

Ce  résultat  s’accorde  très-bien  d’ailleurs  avec  la  nature  des  nombres 
premiers  qui,  engendrai,  doivent  être  plus  éloignés  les  uns  des  autres, 
à mesure  qu’ils  deviennent  plus  grands.  En  effet,  la  prohabilité  qu’un 
nombre  pris  au  hasard  est  un  nombre  premier,  diminue  toujours  à me- 
sure que  ce  nombre  augmente,  puisque  le  nombre  des  divisions  à 
essayer  pour  s’assurer  qu’il  -est  premier,  devient  de  plus  en  plus  grand. 

(3ga)  D’après  le  résultat  qu’011  vient  d'obtenir , il  semble  que  lei 
suites  convergentes  qui  dépendent  de  la  loi  des  nombres  premiers,  peuvent 
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être  sommées,  comme  si  cette  loi  était  régulière  et  telle  qu'un  terme 
quelconque  étant  a,  le  terme  suivant  fut  x+Iogx — c-f-i.  Voici  un 
essai  de  ces  sommations,  qui  d’ailleurs  seront  à vérifier,  soit  par  le  cal- 
cul numérique,  soit  par  des  méthodes  plus  directes. 

Proposons-nous  d'abord  d’évaluer  le  produit 

• = 0 -b)0  “0  0 -7)  O—rr) 0 -:)  » 

dans  lequel  les  dénominateurs  sont  la  suite  des  nombres  premiers  de 
3 h ta.  Si  on  appelle  z'  ce  que  devient  z lorsque  ta  se  change  en... 

M+logc*  — e + i,  ou  ai-f-a,  on  aura  s*  — z(^  Mais  par  les 

formules  connues  on  a s'  = s+ï^  + î*‘^+  etc. ; donc  en  re- 
gardant a comme  très-petit  par  rapport  à ai,  ce  qui  est  d’autant  plus 
exact  que  ta  est  plus  grand,  on  aura  d’abord  à très-peu  près 

— = ce  qui  donnera  z — —=  ——sxêë-  En  ayant 

z a*  a.  ’ » a log« — o.o836b  J 

égard  aux  termes  du  second  ordre,  on  aurait  plus  exactement.... 

a = — ; mais  la  première  valeur  est  suffisamment  ap- 

log»— o.o8366  4*— - 
a» 

prochée , et  on  trouve  qu’en  faisant  A — 1.104,  elle  représente  très- 
bien  les  nombres  de  la  Table  IX. 


(3g5)  Soit  proposé  maintenant  de  sommer  la  suite  de  fractions 

s = ? + £ + f*+ïf* 

dont  les  dénominateurs  sont  les  quarrés  des  nombres  premiers  successifs. 

En  mettant  ai -t- a au  lieu  de  ta,  on  aura  z' — z — - — J — —,  ou... 

(“  + «)  ’ 

dz  . . . ddz  . , 1 2*  , . js  » 1» 

*S  + ï*  S?+  elc-  = r~ ^ *+•  e,c- J d 0“  1 on  “re 

,S!^'**4‘+I)  — ^ C l°s  » -f-  o . 9 1 6^4)* 

La  constante  A est  la  valeur  de  la  suite  prolongée  à l’infini  : Euler  l’a 
trouvée  =0.a02:»47-  ( Introd.  in  Anal. , n*  283.) 
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(5g4)  Quant  à la  somme  de  la  série  réciproque  simple 


3<)7 


“ = 5+5+*+Tr + 1, 

on  peut  la  déduire  des  deux  sommes  déjà  trouvées.  En  effet,  puisqu’on  a 

(*-»)  (—5) 


si  on  prend  les  logarithmes  de  chaque  membre,  on  aura  par  les  for- 
mules connues  : 


3+5  + ^ + ; = log(log  a— o.o8366) 

+ + b)  - log(i.io4) 

+3  +rO 

+ etc. 

Or  la  faite  ^ -f-  i-, + ~.»  * pour  somme  0,203347,  en  négligeant 

les  termes  de  l’ordre  — — ; les  autres  sommes  se  réduisent  pareille- 

t»  10g  6»  r 

ment  à des  constantes  dont  il  est  aisé  de  trouver  des  valeurs  appro- 
chées ; on  aura  donc  la  somme  cherchée 

u = log(log  ai— o.o8366)  — 0.321 5. 


(3g5)  La  propriété  dont  jouit  la  suite  précédente,  d’avoir  une 
somme  infinie , peut  jeter  quelque  jour  sur  la  loi  générale  des  nombres 
premiers. 


En  effet,  considérant  u comme  une  fonction  de  ai  qui  saiisfait  à 
l’équation 


1 , 1 , 1 1 1 .1 

« = 3 + 5 + 7 + - + ï’ 


si  u devient  a»-f-a,  on  aura 


du  , ddu 

* d -j*  * 2 * dai* 


etc. 


—7—  = - -,  H-  etc. 

u et  c t 01*  1 


Et  en  supposant  a»  très-grand  ou  a très-petit  par  rapport  à ai,  ces 
suites  se  réduisent  à leur  premier  terme  et  donnent  du  = ~ 
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Dans  la  même  hypothèse  de  a»  très-grand,  on  peut  supposer  que 
la  valeur  de  a,  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  a», 
est  a — Aùàm  -f-  Bu"  -(-  etc. , l’exposant  m étant  plus  grand  que  les  sui- 
vans.  En  ne  considérant  donc  que  le  premier  terme  de  cette  suite,  on 

aurait  Ju  = ^ . - , d’où  résulte  u — C 

Mais  si  m était  une  quantité  finie  positive , lorsqu'on  fait  x = oo  , u se 
réduirait  à la  constante  C,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu , puisqu'on  sait 
que  u est  alors  infini  ; d’un  autre  côte,  on  ne  peut  supposer  m = o, 
parce  que  la  distance  entre  deux  nombres  premiers  consécutifs  aurait 
pour  limite  une  constante  A , tandis  que  .par  la  nature  de  ces  nombres 
elle  doit  augmenter  indéfiniment.  Donc  il  faut  que  m soit  infiniment 
petit,  et  alors  Aa"-\-  Bu"  -f-  etc.  prendra  la  forme  A log  «-f-/?  ; fai- 
sant donc  1 = Alog&  -f-  B , on  a = i ^ s=  -j  . — , d'où  résulte 
« = -^loga  -f-  C,  quantité  qui  devient  infinie,  comme  elle  doit  l’être, 
lorsque  a>  est  infinie. 


(Sg6)  Ayant  n—A  loga  -4-  B,  on  en  déduit  aisément  la  fonction  y, 
au  moyen  de’l’équationy'— y = 1,  ou  a^=i,  laquelle  donne 

et  en  intégrant jr=-+J  -?=-+)  —=i+^=Z=Â=Ali s.+£-A> 
ce  qui  s’accorde  avec  la  formule  générale  donnée  ci-dessus,  eu  pre- 
nant A— 51,  B = — o.o8366. 


Il  est  remarquable  qu'on  déduise  ainsi  du  calcul  intégral  une  pro- 
priété essentielle  des  nombres  premiers  ; mais  toutes  les  vérités  ma- 
thématiques sont  liées  les  unes  aux  autres  , et  tous  les  moyens  de  les' 
découvrir  sont  également  admissibles.  C’est  ainsi  qu’on  a cru  devoir 
employer  la  considération  des  fonctions,  pour  démontrer  divers  théo- 
rèmes fondamentaux  de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique. 
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§ I X.  Démonstration  de  divers  théorèmes  sur  les  progressions 

arithmétiques. 


(597)  Soit  proposée  la  progression  arithmétique 

A—  C,  iA  — C,  5A — C nA  — C,  (Z) 

dans  laquelle  A et  C sont  des  nombres  quelconques  premiers  entre 
eux;  soit  6 un  nombre  premier  non-divisenr  de  A ; si  l’on  détermine 
x de  manière  que  Ax—C  soit  divisible  par  6,  la  valeur  de  x sera 
généralement  de  la  forme  jc  = a + 0z,  d’où  l’on  voit  que  les  termes 
divisibles  par  8 dans  la  progression  proposée  forment  eux-mêmes  la 
progression  arithmétique 

Aa. — C,  A(a-j-  8) — C,  A(a-f~  28) — C,  etc. 

et  qu'ainsi  sur  0 termes  consécutifs,  pris  partout  où  l’on  voudra  dans 
la  progression  (Z),  il  y en  a toujours  nn  divisible  par  0,  lequel  est 
suivi  et  précédé  d’une  suite  d’autres  termes  également  divisibles  par  9, 
«t  distans  entre  eux  de  l’intervalle  0. 

Cela  posé,  soit  0,  X,  u > une  suite  de  nombres  premiers  , 

pris  à volonté,  dans  un  ordre  quelconque,  mais  dont  aucun  ne  divise  A. 
Nous  allons  chercher  quel  est,  dans  la  progression  (Z),  le  plus  grand 
nombre  de  termes  consécutifs  qui  seraient  divisibles  par  quelqu'un  des 
nombres  de  la  suite  0,  X,  /s. . •4' , <»,  que  nous  appellerons  (a).  11  faut 
pour  cet  effet  examiner  d’abord  les  cas  les  plus  simples. 


(5g8)  J*.  Si  l’on  ne  considère  que  deux  nombres  premiers  0,  X,  il 
ne  peut  y avoir  plus  de  deux  termes  consécutifs  divisibles  l’un  par  0, 
l'antre  par  X,  et  ces  termes  peuvent  être  désignés  par  (8),  (X).  Le  terme 
qui  suit  (X)  ne  peut  être  divisible  par  6,  car  l'intervalle  avec  (0)  n’étant 
que  de  deux  termes,  il  faudrait  qu'on  eût  0=3;  mais  ce  cas  est  ex- 
clu, et  nous  ne  considérons  dans  la  suite  (a)  que  des  nombres  pre- 
miers impairs.  Par  la  même  raison,  le  terme  qui  précède  (8)  ne  saurait 
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être  divisible  par  X et  encore  moins  par  6;  donc  dans  ce  premier  cas 

le  maximum  cherché  M—  2. 

(599)  Soient  les  trois  nombres  premiers  fi,  X,  fi  ; on  pourra  conce- 
voir trois  termes  consécutifs  divisibles  par  ces  nombres  , lesquels  seront 
(9),  (X),  (u).  Pour  que  le  terme  qui  suit  (n)  soit  divisible  par  fl,  il  faut 
que  fi  soit  5,  et  pareillement  pour  que  le  terme  qui  précède  fl  soit  di- 
visible par  fi,  il  faut  que  fi  soit  3.  Mais  comme  les  nombres  premiers 
que  nous  considérons  sont  nécessairement  différens  entre  eux , il  n’y  a 
qu'une  de  ces  deux  suppositions  qui  puisse  avoir  lieu.  Dans  le  cas  donc 
de  0 =3,  011  pourrait  avoir  quatre  termes  consécutifs  (3),  (X),  (fi),  (3), 
divisibles  chacun  par  l'un  des  nombres  premiers  3,  A , p..  A la  suite 
de  ces  quatre  termes  on  n’en  peut  pas  mettre  un  cinquième;  car  la 
moindre  valeur  que  puisse  avoir  (X)  étant  5,  le  premier  terme  divi- 
sible par  5,  après  (X),  serait  le  septième  et  non  le  cinquième.  Donc 
dans  le  cas  où  la  suite  (a)  est  composée  de  trois  nombres  premiers  , 
on  a au  plus  M— 4>  encore  faut-il  que  l’un  de  ces  nombres  premiers 
soit  3. 

(400)  Supposons  maintenant  que  la  suite  (a)  soit  composée  de  quatre 
nombres  premiers  fl,  X,  fl,  1.  Si  l’on  considère  quatre  termes  consé- 
cutifs divisibles  par  ces  nombres,  savoir:  (9),  (X),  (a),  (r);  pour  en 
ajouter  un  cinquième,  il  faudra  que  X soit  3;  alors  on  aura  les  cinq 
termes  consécutifs  (9),  (3),  (fî) , (r),  (3).  Si  l’on  veut  ajouter  à ceux-ci 
un  sixième  terme,  cela  ne  se  pourra  que  lorsque  8—5,  car  alors  on 
aurait  les  six  termes  (5),  (3),  (fi),  (*),  (3),  (5).  La  progression  ne 
peut  plus  être  continuée  ni  vers  la  droite,  ni  vers  la  gauche,  car  fi  et 
v devant  être  plus  grands  que  5,  les  termes  divisibles  par  fi  ou  par  r 
vont  beaucoup  au-delà.  Donc  dans  le  cas  où  la  suite  (a)  est  composée 
de  quatre  termes,  il  n’y  a au  plus  que  six  termes  consécutifs  de  la  pro- 
gression (Z)  qui  soient  divisibles  par  quelqu'un  des  termes  de  la 
suite  (a).  On  a donc  alors  M— 6 , mais  ce  maximum  n’a  lieu  que  lors- 
que deux  des  quatre  nombres  premiers  sont  3 et  5. 

(401)  On  conçoit  en  effet  que  les  nombres  premiers  les  plus  petits 
sont  les  plus  propres  à donner  la  plus  grande  valeur  de  M , toutes 
choses  d’ailleurs  égales , puisque  de  plus  grands  nombres  premiers 
rendent  plus  grands  les  intervalles  des  termes  dont  ils  sont  diviseurs. 
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En  vertu  de  celte  observation,  on  peut  considérer  tout  d’un  coup 
la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  3,  5,  7. . .4.,  ai , en  en  laissant 
seulement  deux  indéterminés,  tels  qu'ils  sont  restés  dans  les  cas  pré- 
cédons ; et  le  maximum  trouvé  pour  cette  suite  aura  lieu  à plus  forte 
raisou  pour  la  suite  (a),  composée  d’un  pareil  nombre  de  termes 
S,  X,  p. . .4,  a>- 

Soient  donc  les  cinq  nombres  premiers  3,  5,  7,  4»  a;  on  a déjà 
trouvé  qu’avec  les  quatre  seuls  3,  5,  4»  ai,  on  pouvait  former  les  six 
termes  consécutifs  (5),  (3),  (4),*  (a>),  (5),  (5).  Si  à la  place  de  4 ou 
a on  prenait  7,  alors  011  ne  pourrait  formel-  au  plus  que  les  liait  termes 
(5),  (3),  (7),  (ai),  (3),  (5),  (4),  (5),  car  leur  continuation  à droite 
exigerait  que  a fût  5,  et  à gauche  que  4 fût  7.  On  obtiendra  un  ré- 
sultat plus  grand  en  laissant  (4)  et  (ai) , comme  dans  le  premier  ar- 
rangement, et  en  ajoutant  (7)  d’un  côté,  ce  qui  permettra  de  l'ajouter 
en  même  temps  de  l'autre,  puisque  l’intervalle  des  deux  termes  (7)  et 
(7)  sera  de  sept  termes,  comme  il  doit  être  : on  aura  ainsi  les  huit 
termes  consécutifs  (7),  (5),  (3),  (4)»  («),  (3),  (5),  (7).  Mais  dé  plus 
on  voit  que  (3)  peut  être  ajouté  de  chaque  côté,  à cause  de  l'intervalle 
requis  entre  les  (3)  les  plus  proches  ; et  de  cette  manière  on  aura 
une  combinaison  de  dix  termes,  savoir:  (3),  (7),  (5),  (3),  (4)>  (“) , 
(3)  » (5)  , (7) , (3).  Elle  ne  peut  être  prolongée  ni  d'un  côté  ni  de 
l'autre , parce  qu’il  faudrait  pour  cela  que  a»  ou  4 bit  5 , ce  qui  n’a 
pas  lieu,  5 étant  déjà  employé.  Donc  dans  le  cas  où  la  suite  (a)  est  com- 
posée de  cinq  termes,  le  maximum  cherché  est  M—  10. 

(4oa)  On  aurait  pu,  par  une  simple  observation,  arriver  immédiate- 
ment à ce  résultat.  Puisque  les  termes  divisibles  par  3 et  représentés 
par  (3)  se  succèdent  à un  intervalle  de  trais  rangs , que  les  termes  di- 
visibles par  5,  se  succèdent  à un  intervalle  de  cinq  rangs,  et  ainsi  de  suite, 
la  série  des  termes  consécutifs  qu’on  veut  former  au  plus  grand  nombre 
possible,  a cette  propriété  commune  avec  la  série  des  nombres  impairs, 
commençant  à un  terme  quelconque , puisque  dans  cette  dernière  les 
termes  divisibles  par  3,  par  5,  etc.  se  succèdent  pareillement  à des  in- 
tervalles de  3 termes,  de  5 termes,  etc.  Mais  le  moyen  d’obtenir  le  plus 
grand  nombre  de  termes  consécutifs  de  celte  suite , qui  soient  divi- 
sibles par  quelqu’un  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  n,  etc.,  est  de 
considérer  la  suite  dqf  nombres  impairs  dans  scs  moindres  termes , 
c'est-à-dire  dès  l'origine  de  cette  suite.  Car  à une  distance  plus  grande 


4oa  THÉORIE  DES  NOMBRES, 

ou  ne  manquerait  pas  d’être  arrêté  par  des  nombres  premiers  plus  grands 
que  les  nombres  premiers  donnes,  et  qui  empêcheraient  la  continuité 
des  termes  qu'on  veut  former.  Il  faut  donc  tout  simplement  considérer 
ia  série  i,  3,  5,  7,  9,  11,  etc.,  qu’on  peut  également  prolonger  dan* 
l’autre  sens,  ce  qui  donnera 

....—9,  — 7,  — 5,  —3,  —1,  1,  3,  5,  7,  9. . .. 

ou  parce  que  les  signes  des  nombres  sont  indifférons,  lorsqu’on  a égard 
seulement  à leur  propriété  d’être  divisibles  on  non-divisibles  par  un 
nombre  donué,  on  pourra  considérer  la  double  suite 

...i5,  i5,  11,  9,  7,  5,  3,  j,  1,  3,  5,  7,  9,  11,  i3,  i5... 

dans  laquelle  le*  termes  divisibles  par  5,  5,  7,  etc.  se  succéderont  tou- 
jours à des  intervalles  de  5,  5,  7,  etc.  termes,  et  cette  suite  aura  l’avan- 
tage d’être  composée  des  moindres  nombres  possibles.  Désignant  comme 
ci-dessus  chaqne  terme  par  le  moindre  nombre  prrtnier  qui  en  est  di- 
viseur , on  pourra  la  représenter  ainsi  : 

•*(3)> (*3),  (1 1),  (3),  (7),  (5),  (3),  («),(»),  (3),  (5)  ,(7),  (5),  (”),(. 3),  (3)~ 

(4o3)  Maintenant  si  les  nombres  premiers  donnés  sont  3,  5,  7,  ■%)/, 
»,  on  mettra  dans  la  suite  précédente  les  indéterminées  (4<),  (ai),  à ia 
place  des  deux  termes  (1)  et  (1)  qui  occupent  le  milieu,  et  on  prendra 
dans  les  termes  précédens  et  suivans  tous  ceux  qui  n’excèdent  pas  (7). 
De  cette  manière,  on  a immédiatement  pour  le  cas  dont  il  s’agit  la 
suite 

(3) j (7),  (5),  (3),  (4),  (“)>  (3),  (5),  (7),  (3), 

qui  est  composée  de  dix  termes  et  donne  le  maximum  M—  10,  comme 
on  l’a  déjà  trouvé. 

Rien  de  plus  facile  ensuite  que  de  généraliser  le  résultat  pour  tant 
de  nombres  premiers  qu’on  voudra.  Si  on  a,  par  exemple,  les  six 
nombres  premiers  3,  S,  7,  11,  4»  “>  on  TO’t  T*6  *a  combinaison  qni 
produit  le  plus  grand  nombre  de  termes  consécutifs  divisibles  par  quel- 
qu’un de  ces  nombres  premiers , est 

(11)»  (5),  (7).  (5),  (3),  (4),  («)>  (3),  (5),  (7},  (3),  (««), 

* 

ce  qui  donne  le  maxinuun  cherché  il/  = 12» 
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En  admettant  encore  un  nombre  premier  de  plus,  de  sorte  que  la 
Suite  (a)  fût  composée  des  sept  termes  3,  5,  7,  11,  i3,  4»  «j  on  au- 
rait la  combinaison 

(3),  (.3),  (3),  (7),  (5),  (5),  (4),  (•),  (3),  (5),  (7),  (3),  (. .),  (.3),  (3), 

laquelle  est  composée  de  seize  termes  et  donne  M=  16.  Elle  ne  peut 
être  prolongée  plus  loin,  parce  que  le  terme  qui  viendrait  à la  suite , 
d'uu  côté  ou  de  l’autre,  est  (17);  or  quand  même  4 0,1  u serait  égal 
à 17,  on  ne  peut  l’employer  pour  continuer  la  suite,  puisqu'il  laisserait 
vers  le  milieu  une  place  vide. 


(4o4)  Maintenant  j'observe  que  le  nombre  16  qui  satisfait  à la  ques- 
tion précédente  n'est  autre  chose  que  17 — 1 , 17  étant  le  nombre  pre- 
mier qui  suit  immédiatement  i5  ; et  il  est  aisé  de  voir  que  ce  résultat, 
ainsi  généralisé , est  exact  ; car  la  progression  dont  nous  venons  de  faire 
usage  n’est  autre  chose  que  la  progression  des  nombres  impairs  1,  3,  5, 
7,  g,  etc.  répétée  dans  deux  sens  différons , et  dans  laquelle  on  a dé- 
signé chaque  terme  par  le  plus  petit  nombre  premier  qui  en  est  divi- 
seur; de  sorte  qu’on  peut  établir  ainsi  la  correspondance  de  ces  deux 
progressions  : 

17,  i5,  >5,  11,  9,  7,  5,  5,  t,  1,  5,  5,  7,  9,  it,  i3,  i5,  *7 
(3),  ( . 3),  ( . . ),  (3),  (7),  (5),  (3),  (4),(«),  (3),  (5),  (7),  (3),(.  3), (3); 


or  par  cette  disposition  on  voit  évidemment  que  le  nombre  de  termes 

compris  entre  les  deux  désignés  par  17  ,,  17,  est  17—1;  donc  on  a 
M—  17  — 1. 

11  n’est  pas  moins  facile  de  voir  en  général , que  si  la  suite  (a)  est 
composée  de  k nombres  premiers,  dont  deux,  4 et  ai , sont  indéter- 
minés, et  letf  k — a autres  forment  la  suite  naturelle  3,  5,  7,  11,  i5, 
17,  etc.  jusqu'à  ; le  maximum  cherché  sera 

df — 1 , 

0 étant  le  terme  de  rang  k — 1 dans  la  suite  des  nombres  pre- 
miers 3,  5,  7,  11,  etc. 

Cette  formule  s’accorde  avec  les  résultats  particuliers  que  nous  avons 
trouvés,  et  il  en  résulte  le  théorème  général  qui  suit: 
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(4o5)  « Soit  donnée  une  progression  arithmétique  quelconque  A — C, 
» 2 A — C,  3 A — C,  etc. , dans  laquelle  A et  C sont  premiers  entre  eux  ; 
» soit  donnée  aussi  une  suite  0,  A,  /x. . .4-,  a>,  composée  de  h nombres 
n premiers  impairs,  prisa  volonté  et  disposés  dans  un  ordre  quelconque; 
» si  on  appelle  en  général  •jtw  le  s!1"'  terme  de  la  suite'  naturelle  des 
» nombres  premiers  3,  5,  y,  u,  etc.,  je  dis  que  sur  ir(1— *J  termes 
n consécutifs  de  la  progression  proposée,  il  y en  aura  au  moins  un  qui 
» ne  sera  divisible  par  aucun  des  nombres  premiers  0,  A,  u . . . 4 , a*.» 

En  effet,  on  vient  de  prouver  que  dans  la  progression  dont  il  s’agit , 
il  ne  peut  y avoir  au  plus  que  — i termes  consécutifs  qui  soient 
divisibles  par  quelqu’un  des  nombres  premiers  0,  A,  *>•  Donc 

sur  •ü("— termes  consécutifs , il  y en  aura  au  moins  un  qui  ne  sera  di- 
visible par  aucun  de  ces  nombres. 

Ce  théorème  très-remarquable  est  susceptible  de  plusieurs  belles  ap- 
plications. On  en  jugera  par  les  deux  conséquences  que  nous  allons 
en  tirer. 


(4oG)  La  progression  A—C,  iA — C , 3 A — C,  etc.  étant  conti- 
nuée jusqu'au  n“"r  terme  nA  — C , soit  Lie  plus  grand  entier  compris 
dans  v'(nA — C ) ; soit  en  même  temps  a le  nombre  premier  immédiate- 
ment au-dessous  de  L,  et  41  le  nombre  premier  qui  précède  ai;  si  dans 
la  progression  A — C,  2 A — C,  5 A — C , etc.,  on  prend  partout  où  l'on 
voudra  4-  termes'  consécutifs,  il  faut,  en  vertu  du  théorème  précédent, 
que  sur  ces  ^ termes  il  y en  ail  au  moins  un  qui  ne  soit  divisible  par 
aucun  des  nombres  premiers  5,  5,  7,  »i . . .4.,  ai,  et  qui  sera  par  con- 
séquent un  nombre  premier,  la  progression  étant  terminée  au  terme 
nA  — C. 

Le  nombre  des  termes  de  la  progression  , depuis  celui  qui  ap- 
proche le  plus  de  ÿ(nA — C)  jusqu’au  dernier  terme  nA—C,'  est  à 

peu  près  n — (car  on  snPP08e  C<-A,  et  on  a 4 *<.\/nA). 


Doue  dans  les  n termes  de  la  progression  dont  il  s’agit',  il  y aura  au 

moins  autant  de  nombres  premiers  qu’il  y a d’unités  dans  — - , ou 

à peu  près  dans  y/  Ce  nombre  peut  être  aussi  grand  qu’on  veut , 

eu  donnant  à n la  valeur  convenable.  Donc 

« Toute  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  et  la  raison 
» sont  premiers  eutre  eux , contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  » 
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Cette  proposition,  qui  est  trcs-ulile  dans  la  théorie  des  nombres, 
avait  été  indiquée  dans  les  Mémoires  de  l'Acad.  des  Sciences,  an  1785; 
mais  jusqu'à  présent  sa  démonstration  n’était  point  encore  connue  et 
paraissait  offrir  de  grandes  (lillicultés. 

I 

(407)  On  pourrait,  s’il  était  nécessaire,  resserrer  graduellement  les 

limites  entre  lesquelles  doit  se  trouver  un  nombre  premier;  car  le  nombre 
ir(‘_,)  qui  fixe  l’étendue  de  ces  limites,  diminue  en  même  temps  que  n, 
et  à peu  près  en  raison  de  [/ n ; donc  lorsque  n est  moindre , ou  que 
la  progression  est  moins  avancée , il  faut  un  moindre  nombre  de  termes 
consécutifs  pour  trouver  parmi  eux  un  nombre  premier,  que  lorsque 
la  progression  est  plus  avancée.  Par  cette  raison  on  trouverait  une  quan- 
tité plus  grande  que  {/  pour  le  nombre  des  termes  de  la  progression 
qui  sont  des  nombres  premiers;  ce  résultat  augmenterait  encore  en  ex- 
cluant les  nombres  premiers  impairs  qui  peuvent  diviser  A ; car' si  le 
nombre  de  ceux-ci  est  i,  alors  au  fieu  du  nombre  mentionné 

dans  le  théorème  du  n'  /jo5 , on  devrait  prendre  AJais  ces  ob- 

servations sont  peu  importantes,  et  il  suffit  d’avoir  démontré  générale- 
ment que  toute  progression  arithmétique , dans  laquelle  C et  A sont 
premiers  entre  eux , contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  Quant 
à la  multitude  des  nombres  premiers  contenus  dans  n termes  de  la  pro- 
gression arithmétique,  elle  ne  peut  être  déterminée  que  par  d’autres 
considérations. 

(408)  Examinons  plus  particulièrement  la  progression  des  nombres 
impairs  1,  5,  5,  7,  9. . . an — t , et  proposons-nous  de  trouver  combien 
de  termes  il  faut  ajouter  à cette  progression  , pour  que  parmi  ces  termes 
il  se  trouve  nécessairement  un  nombre  premier. 

Soit  4 le  nombre  premier  qui  satisfait  à la  question  , et  ai  le  nombre 
premier  qui  suit  immédiatement  4>  il  faudra,  suivant  notre  théorème, 
que  ai  soit  le  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  — 1); 

donc  «■  — 34+  1 <a".  Mais  ai  — 4,  ne  saurait  être  moindre  que  a, 
on  aura  donc  m*  — aM-4-i<an  — 4;  d’où  résulte  ot  — 1 <t/(a n — 4)  > 
et  par  conséquent  4 < — 1 -f-1 /(an  — 4)-  Cette  solution  générale  four- 
nit le  théorème  suivant  ; 

« Soit  4 Ie  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  v/(a n — 4} — 1 J 
» je  dis  que  parmi  les  4 nombres  impairs  qui  suivent  immédiatement 
» a/i  — 1 , il  y aura  toujours  au  moins  un  nombre  premier.  » 
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(409)  Par  exemple,  soit  an — i = ii5,  ou  n=  5q , le  nombre  pre- 
mier le  plus  grand  contenu  dans  V"  1 "10 — 1 est  7.  Donc  parmi  les  sept 
nombres  impairs  qui  suivent  n3  et  qui  sont:  n5,  117,  119,  121, 
ia5,  ia5,  137,  il  y a nécessairement  un  nombre  premier;  c’est  137, 
qui  est  précisément  le  septième. 

Ici  la  limite  fixée  à 7 ne  s’est  trouvée  que  de  la  grandeur  nécessaire  ; 
le  plus  souvent,  et  surtout  lorsque  n est  très-grand,  elle  est  beaucoup 
trop  étendue;  on  l’agrandirait  encore,  mais  on  simplifierait  l'énoncé 
du  théorème,  en  disant  que  de  L à L-\~i \/  L il  doit  nécessairement' 
se  rencontrer  un  nombre  premier. 

Ce  théorème  est  au  moins  un  premier  pas  vers  la  solution  du  problème 
regardé  comme  très-difficile , de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand 
qu’une  limite  donnée. 

Remarque.  Si  on  donnait  à n des  valeurs  très-petites , on  trouverait 
que  ce  théorème  est  sujet  à quelques  exceptions  ; mais  comme  on  a 
supposé  que  est  un  terme  de  la  suite  5,  5,  7,  si,  etc.,  il  faut 
que  y/(an  — 4) — 1 s°if  pl,is  grand  que  3,  ainsi  on  doit  faire  n>  10, 
et  alors  il  n’y  aura  aucune  exception. 
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§ X.  Oh  Ton  prouve  que  fout  diviseur  quadratique  de  la 
formule  t2-+-Nua,  contient  au  moins  un  nombre  Z plus 
petit  que  N et  premier  à N ou  à N. 


(4 10)  Vjette  proposition  est  nécessaire  pour  eomple’ter  la  démons- 
tration du  théorème  XII  de  la  troisième  partie  ; elle  se  vérifie  immé- 
diatement dans  tous  les  exemples  qu’on  peut  se  proposer,  et  même  on 
peut  donner  la  valeur  générale  de  Z dans  un  grand  nombre  de  divi- 
seurs quadratiques  qui  contiennent  un  coefficient  indéterminé  et  s’étendent 
ainsi  à une  infinité  de  valeurs  de  N.  Mais  nous  ne  donnerons  de  ces 
cas  particuliers  que  ceux  qui  sont  nécessaires  pour  conduire  à la  dé- 
monstration générale. 

Comme  nous  avons  principalement  en  vue  les  formules  de  la 
Table  VIII,  qui  font  le  sujet  du  tbéorème  cité , nous  ferons  usage 

des  mêmes  dénominations.  Soit  donc  le  diviseur  quadratique 

T = çy*  -f-  3bjz  ns* , où  l'on  a ac—b,=N , a et  c>  ai,  et 

c<ai/j  A;  on  suppose  que  les  trois  nombres  a,  i,  c n’ont  pas  de 
commun  diviseur;  car  s’ils  en  avaient  un,  il  est  évident  que  la  propo- 
sition énoncée  ne  pourrait  avoir  lieu. 

(4u)  Cela  posé,  remarquons  d’abord  qu'il  y a deux  cas  principaux 
où  on  obtient  immédiatement  la  valeur  de  Z. 

i*.  Si  l’un  des  deux  nombres  a et  c n’a  point  de  diviseur  commun 
avec  N , ou  s’il  n’a  que  a de  commun  diviseur,  ce  nombre  pourra  être 
pris  pour  Z. 

3°.  Si  le  diviseur  quadratique  proposé  manque  de  second  terme  , de 
sorte  qu’011  ait  T = cj'  -f-  az'  et  N = ac,  il  est  visible  que  le  nombre 
c-j-a,  compris  dans  T,  est  plus  petit  que  ac  et  n’a  aucun  diviseur 
commun  avec  ac  ; donc  dans  ce  cas  on  a généralement  Z = c-f-a. 

11  ne  s'agit  donc  plus  que  d’examiner  les  cas  où  b n’étant  pas  zéro, 
les  cocfliciens  a et  c ont  chacun  un  diviseur  commun  avec  N. 

Dans  cette  double  supposition,  non-seulement  il  est  possible  de  trou- 
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ver  le  nombre  cherche'  Z dans  la  formule  proposée  çy*  -f-  ybyz  -f-  az‘, 
mais  il  est  possible  de  le  trouver  dans  la  formule  moins  générale. ... 
cy'  iby  -f-  a.  Nous  allons  donc  faire  voir  qu’on  peut  toujours  satis- 
faire à l’équation  Z = çy*-f-  7.by  -\-a,  en  supposant  Z moindre  que 
N et  premier  à JV  ou  à j N. 

(412)  Soit  &‘A  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c et  N;  nous  repré- 
sentons ainsi  ce  diviseur  afin  d’exprimer  *que  A n’a  que  des  facteurs 
inégaux,  et  pour  pouvoir  conclure  de  l’équation  ac — b'  = N que  0A 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c et  de  b.  Soit  donc  e=0*Ac', 
b = 0A4',  N — 6‘AiT',  on  aura  JV'  = tfc' — A4'* , et  le  diviseur  Z de- 
viendra 

Z = ()‘>cy‘  ikhb'y  +a. 

J’observe  d’abord  que  Z ne  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec 
OA;  car  si  un  même  nombre  premier  » divisait  Z et  0A,  il  est  évident, 
parla  formule  précédente,  qu’il  diviserait  a;  donc  les  trois  coefliciens 
a,  b,  c seraient  diviblcs  par  un  même  nombre,  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Mais  on  a N — fi*A N'  ; donc  s’il  y a un  commun  diviseur  entre  Z et 
N , ce  même  diviseur  aura  lieu  entre  Z et  JV';  et  réciproquement  si 
Z et  IV  sont  premiers  entre  eux,  Z et  N le  seront  aussi,  comme  la 
question  l’exige. 

Tout  se  réduit  donc  à faire  ensorte  que  Z et  JV  n’aient  point  entre 
eux  de  commun  diviseur.  Or  la  valeur  de  Z étant  multipliée  par  c' 
donne 

c'Z  = A (Bc'y  -f-  bj  -f-  N', 

et  d’ailleurs  les  nombres  v et  TV"  sont  premiers  entre  eux,  puisque  0’A 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c et  N.  Donc  on  sera  assuré  que 
Z cl  N n’ont  point  de  commun  diviseur  impair,  si  on  fait  ensorte  que 
Bc’y  -f-  4'  et  N'  soient  premiers  entre  eux. 

(413)  Appelons  a',  a',  a'. . . . ac0  les  i différens  nombres  premiers  im- 
pairs qui  peuvent  diviser  N';  si  on  désigne  par  uc‘-°  le  terme  de  rang 
i — 1 dans  la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  5,  5,  7,  11,  etc., 
et  que  d’après  le  terme  général  8 c’y b’ , où  0c  cl  4'  sont  premiers 
entre  eux,  on  forme  la  progression  arithmétique  indéfinie  dans  les  deux 
sens  : 

. . . — 20c'  4',  — 0c'  -1-  4',  4 , 0c'  -f-  4',  • 20c'  -f-  4',  • • • 
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Il  a été  démontre  (n°  4o5)  1ue  sur  termes  consécutifs  de  cette 

progression,  il  y en  aura  au  moins  un  qui,  n’étant  divisible  par  au- 
cun des  nombres  premiers  a',....a(0,  sera  nécessairement  pre- 
mier à N1. 

On  trouvera  donc  ainsi  tant  de  valeurs  de  Z qü’ou  voudra , lesquelles 
n’auront  aucun  diviseur  commun  avec  N ; mais  il  reste  à faire  voir  que 
parmi  ces  valeurs  il  y en  aura  toujours  au  moins  une  moindre  que  IV. 


(414)  Observons  d’abord  que  pour  avoir  les  limites  des  valeurs  dc_y 
qui  rendent  Z moindre  que  N,  il  faut  résoudre  l'équation ......  * 

N = cjr‘  -f-  aiy  + a,  laquelle  donne  pour  ces  limites 

y __  — WicK-c)  ' y_-l>-y(CJV-c) 

Leur  différence  * \/(cN—c)  est  à très-peu  près  le  nombre  des  valeurs 

de  y qui  rendent  Z < iVj  car  au  moyen  des  valeurs  précédentes,  et 
en  observant  qu’on  a ê<-c,  on  trouve  aisément  que  le  nombre  de 

ces  valeurs  est  égal  à l’entier  compris  dans  ^ y(cN — c),  ou  ne  peut 
surpasser  cet  entier  que  d’une  unité.  Appelant  donc  n'  ce  nombre , 
on  aura  «'  = eQ  v'^‘  A , ou  dans  certains  cas,  /»'=  1 • 

mais  on  peut  s’en  tenir  généralement  k la  première  valeur , et  le  calcul 
ne  sera  que  plus  concluant  en  faveur  ae  notre  proposition. 

On  peut  donner  à cette  valeur  nne  forme  plus  commode.  Puisque 
o et  c ont  chacun  un  commun  diviseur  avec  JV,  et  que  b n’est  pas 
zéro , il  faut  que  b soit  divisible  au  moins  par  deux  nombres  premiers 
impairs  différens  l’un  de  l’autre  j ainsi  b ne  saurait  être  moindre  que 
3x5,  et  comme  on  a c>  2 b,  on  doit  donc  avoir  aussi  c>5o. 

Le  même  nombre  c,  supposé  le  plus  petit  des  deux  o et  c,  est 
<at /JlV;  et  comme  on  a cN — c>(c — i)JV,  la  valeur  de  n'  peut 
être  mise  sous  la  forme 


où  l’on  a - £—  > j > 1 ; ce  qui  donne 
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Il  faut  maintenant  faire  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  ï des  6c-' 
tcors  premiers  différens  dont  N'  est  composé,  on  aura  toujours 

.... 

(4,5)  Reprenons  la  valeur  A'  — ari  — et  supposons  que  le  pins 

grand  commun  diviseur  entre  a et  A soit  , ft/  étant  le  plu«  graud 

qtiarré  qui  en  est  facteur  ; il  faudra  que  V soit  divisible  par  fin  : ainsi 
en  faisant  a — fi'ta,  A'  = /UrA”,  on  aura  N'—  fi'i(ric — \vb‘‘).  Le  fac- 
teur pourrait  se  réduire,  à l'uiiité,  mais  » est  un  facteur  impair  qui 
reste  nécessairement , puisqu’on  raisonne  dans  l'hypothèse  que  a et  N 
ont  un  commun  diviseur  autre  que  3.  Quant  à l'autre  facteur  ri c — \i  A**, 
on  peut  faire  voir  qu’il  est  plus  grand  que  5ArA**  ; car  a et  c étant  l’un 
et  l’autre  > âA,  on  a tic > /(A’ , ce  qui  donne  aV>4^>’A'^  Cela  posé, 
on  voit  que  A'  ne  peut  avoir  moins  de  deux  facteurs  impairs  difl'érens, 
ou  que  i ne  peut  être  moindre  que  3.  Nous  allons  examiner  successive- 
ment les  difl'érens  cas  qui  ont  lieu  selon  les  difl'éren tes  valeurs  de  i. 

Supposons  i*.  que  jV  n'a  que  deux  facteurs,  » et  a;  le  nombre  i 
étant  a,  on  anra  = =3,  puisque  3 est  le  premier  terme  de  la 

suite  3 s 5»  7f,  ii-,  etc.  Il  faut  dune  prouver  que  n est  plus  grand 
que  3. 

' Ayaut  d’une  part  A*=  rx,  et  de  l’autre  iV  5>  3Xr‘A°‘,  on  a à plus 
fi > rte  raison  a >-ïA»  ; et  comme  les  movmlr'es  nombres  It  prendre  pour 
Jy  et  r sont  3 et  5 , on  aura  *>45-  Ainsi  on  ne  saurait  supposer  a. 
moindre  que  4^  ou  47 5, ou  pc^  prendre  a = 4^»  parce  que  le  fac- 
teur 3 ne  change  rien  au  résultat  qu’oit  veut  obtenir.  Alors  on  aura 
Ài=âv,iV'=î Vu- . 4G  ; la  moindre  valeur  de  A est  donc  A —3 . 5 . 46=690  , 
i83  4 

d’où  résulte  »' > — v^jo  >9,57.  Donc  si  A' n’a  que  deux  facteurs 
premiers  impairs  , on  aura  ri > 

3".  Supposons  que  JV'  a trois  facteurs  premiers,  et  de  plus  que  ces 
facteurs  sont  inégaux,  afin  de  rendre  d’autant  plus  grande  la  valeur 
de  i;  ou  fera  donc  JY'  = ia.Ç , i=3,  ce  qui  douuera  ^0— 0==ttc«)==5 : 
il  faudra  encore’  qu'on  ait  Av  >•  3,‘AA'1;  et  par  conséquent  aff>3»A. 
La  quaulité  3»A  a pour  minimum  5.3.5,  ou  /fi;  donc  af>4^-  Mais 
les  nombres  1 etf  doivent  être  inégaux  filtre  eux  et  difl’érens  de  3 et  5 ; 
on  ne  peut  donc  prendre  pour  a et  £ des  valeurs  moindres  que  7 et  1 1. 
Elles  donnent  A' ='11.7. 11  , et  la  moindre  valeur  de  A — OVaA  sera 

A». 7. 11 , ou  3.5.7.11.  Mais  il  est  évident  que  |/(5. 5.7.11)  est  >5. 
Donc  on  a encore  »’>•  /a0-'1. 
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5“.  Soit  If — mÇy  ; ces  quatre  facteurs  étant  impairs  et  inégaux,  ou 
aura  « = 4 et  /»(i— •)— Dans  ce  cas  la  moindre  valeur  de 

N =8'faa.Gy  sera  3.5.7.n.t3;or  1 1 . i3)  ou  t/(7.i  1 .i3.i5) 

est  évidemment  plus  grande  que  7 ; donc  ou  a encore  n’  > 

4*.  En  admettant  un  facteur  de  plus,  on  aurait  * = 5,  =1  n 

et  la  moindre  valeur  de  N étant  3.5. 7. 11. 13.17  ou  11. i3. 17.105, 

4 , g3  4 

on  aurait  \/ N > 11 , et  par  conséquent 

, L’inégalité  devient  évidemment  de  plus  en  plus  grande  en  faveur 
de  n',  à mesure  que  le  nombre  des  facteurs  augmente  au-delà  de  trois  : 
ainsi  la  proposition  est  rigoureusement  démontrée  lorsque  IV  aura  uu 
nombre  quelconque  de  facteurs  impairs , inégaux. 

S'il  y a des  facteurs  égaux  dans  N’,  ils  n’entrerout  que  comme  fac- 
teurs simples  dans  la  valeur  de  i , et  par  conséquent  dans  celle  de  O ; 

mais  \/ N augmentera  et  l’inégalité  deviendra  encore  plus  grande  eu 
faveur  de  ri.  Il  eu  sera  de  même  du  facteur  3,  qui,  lorsqu'il  a lieu, 
augmente  la  valeur  de  n'  sans  augmenter  celle  de 

Donc  dans  toutes  le»  formules  qui  ne  se  rapportent  pas  aux  cas  1 
et  a du  n*  4"  > on  pourra  toujours  trouver  un  ou  plusieurs  nombres  Z 
plus  petits  que  N et  premiers  à N ou  à \ N. 
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§ XI.  Méthodes  pour  trouver  combien , dans  une  progression 
arithmétique  quelconque , il  y a de  termes  qui  ne  sont 
divisibles  par  aucun  des  nombres  premiers  compris  dans  une 
. suite  donnée.  , 

■ , . ' ■ 1 ’i  ! 

(416)  Co k si dîr o n « de  nouveau  la  progression  arithmétique 

A — C,  *A—C,  3 A—C..*..nA—C, 

dans  laquelle  A et  C sont  premiers  entre  eux,  et  soit  0 un  nombre 
premier  non-diviseur  de  A.  Si  on  détermine  le  nombre  0°  plus  petit 
que  0,  de  manière  que  A 0’-f-  C soit  divisible  par  0,  et  qu’on  fasse 
x = 0a  — 0*,  toutes  les  valeurs  de  x comprises  dans  cette  formule  ren- 
dront Ax — C divisible  par  0.  Cela  posé,  le  nombre  des  termes  de  la 
progression  proposée  étant  n,  supposons  qu’on  demande  Combien  il  y 
a de  ces  termes  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  0. 

Si  n est  un  multiple  de  0,  il  est  clair  que  le  nombre  des  termes 

divisibles  par  0 sera  £ ; donc  le  nombre  des  termes  non-divisibles  étant 
nomméj,  on  aura 

^ = f = ” (»  — ï)’ 


Si  n n’est  pas  un  multiple  de  0 , la  formule  précédente  désignera , à 
une  fraction  près,  le  nombre  des  termes  non-divisibles  par  0.  Mais 
pour  avoir  une  formule  exacte  dans  tous  les  cas , observons  que  les 
termes  divisibles  par  0 forment  la  suite  A(d—6’) — C,  A(s6 — 0’}—  C , 
A( 39 — 0°)—  C,  etc.,  jusqu’à  un  terme  kAD- — Aè‘ — C,  aussi  approché 
qu’il  est  possible  de  An — C , et  plus  petit  que  An — C. 


Désignons  à l’ordinaire  par  E ^ l’entier  le  plus  grand  conte- 

nu  dans  — ^ — ; cet  entier  sera  la  valeur  de  k ; donc  le  nombre  des 
termes  divisibles  par  0 dans  la  progression  proposée  sera  E ( ^—jj—  ) , 
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et  par  conséquent  le  nombre  des  termes  non-divisibles  est 


Lorsque  n est  divisible  par  8,  l’entier  contenu  dans  n ^ est  g,  quel 

que  soit  6°,  puisque  8*  est  positif  et  <8.  Donc  alors  on  aura 

y — n — g , comme  ci-dessus. 

JT 

(417)  Soient  maintenant  8 et  X deux  nombres  premiers  non-diviseurs 
de  A , et  soit  proposé  de  trouver  combien , dans  la  même  progres- 
sion , il  y a de  termes  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  8 ni  par  X. 

Désignons  en  général  par  A*  le  nombre  positif  et  moindre  que  A , 

qui  rend  Aà'-$-  C divisible  par  A ; l’expression  E ) désignera 

le  nombre  des  termes'  divisibles  par  8 dans  la  suite  proposée  , et 
E Ie  nombre  des  termes  divisibles  par  X.  Si  on  retranche  l’un 

et  l’autre  du  nombre  total  n , il  restera  n — E ^ ^ — E (— )’• 

Mais  de  cette  manière  on  retrancherait  deux  fois  les  termes  divisibles 
par  8X;  pour  ne  les  retrancher  qu’une  fois,  ainsi  que  la  question  l’exige, 
il  faut  ajouter  à la  quantité  précédente  le  nombre  des  termes  divisibles 

par  8X,  lequel  est  E 0°  aura  ainsi  le  nombre  demandé 

-r  = »“Æ(iLT£ :)  + EC-±srùl) 

Dans  le  cas  où  n est  divisible  par  $X , cette  formule  devient 

(4 1 8)  En  général  soient  8,  X , . . . 4. , ai,  tant  de  nombres  premier* 

qu’on  voudra  (a  excepté)  dont  aucun  ne  divise  A , et  soit  proposé  de 

trouver  combien,  dans  la  progression  A — C,  a A — C , nA — C , il 

y a de  termes  qui  ne  sont  divisibles  pA  aucun  de  ces  nombres  ; il  fau- 
dra distinguer  deux  cas  : 

i*.  Si  n est  un  multiple  du  produit  8x/t. . . .4»,  le  nombre  demandé 
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sera  j 

r = «0 -i)0-0(— 0 « 

Celte  même  formule  donnera  en  général  un  résultat  approché  pour  toute 
valeur  de  n ; mais  l'approximation  pourrait  devenir  fautive  si  le  produit 
équivalait  à une  puissance  très-élevée  de  n. 

a*.  Quel  que  soit  n,  on  obtiendra  toujours  la  solution  exacte,  au 
moyen  de  la  formulé 

j r = » +/*  ~fE  0>'> 

dans  laquelle  fE  (— j— ) exprime  la  somme  des  entiers  E m. 
E ( n-  K ^ , etc.,  dus  aux  simples  nombres  fl,  A,  etc.)  fE 
la  somme  des  entiers  E Ç'‘  ) , E ) > etc.,  dus  aux 

produits  deux  à deux  de  ces  nombres,  et  ainsi  de  suite;  ces  quan* 
tités  devant  être  formées  dans  toutes  les  combinaisons  possibles  et  avec 
les  mêmes  signes  que  les  termes  de  même  (léauminatian  dans  le  pro- 
duit développé  n Ç i — f )(•  — V)"  ‘ ’0  — «)’ 

11  faut  observer  copendant  que  dans  la  formule  (V)  les  termes  ne 
doivent  être  continués  que  tant  que  les  dénominateurs  A n’excèdent 
pas  An  — C , dernier  terme  de  la  suite  proposée  ; car  lorsque  A sur- 
passe An  — C,  le  nombre  A*  qui  rend  ^fA°-{-  C divisible  par  A,  est 

plus  petit  que  A — n ; ainsi  on  a £ ("  = o. 

Dans  le  cas  où  n est  un  multiple  du  produit  flXft. . .4»  =H , chaque 
terme  E (— ) de  la  formule  (b')  se  réduit  à et  on  retombe  exac- 

tement sur  la  formule  (a'). 

En  général  si  on  a n=An-f-m,  la  valeur  de^  sera  composée  i*.  de 
la  partie  A (6 — i).(A — 1).  ..(a — 1)  qui  répond  h la  valeur  n=£l;  a*,  de 
la  partie  qui  répond  à la  valeur  n=/»,et  qui  est  donnée  par  la  formule  (b'). 

(4tg)  Dans  le  cas  particulier  ÿù  l’on  considère  la  progression  des 
nombres  impairs  1,  3,  S.  ..an  — 1,  on  a A— a,  Cz=  1 , et  la  valeur 
de  A*  qui  rend  aA*-f-  1 divisible  par  A_,  est  en  gendrai  A*=Î,(A — 1) , 
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ce  qui  permet  de  former  immédiatement  tous  les  termes  de  la  for- 
mule (b'),  chacun  étant  dzE 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  combien,  dans  les  100  pre- 
miers termes  de  la  progression  1,  5,  5,  7,  9,  etc.,  il  y a de  termes 
qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  u j 
la  formule  générale  douuera 


j ~ 100 


+ *® 
+ * (?  )• 


On  ne  va  pas  plus  loin,  parce  que  les  autres  produits  formés  avec  le# 

facteurs  3,  5,  7,  11,  surpasseraient  199,  dentier  terme  delà  suite  pro* 

posée.  Faisant  donc  les  réductions,  on  aura  y s=  43.  . . 

La  formule  d’approximation  (a')  donne  pour  le  même  cas 

,. a 4 S 10  ,43  ...  , . , . , 

> — 100  .j  . g . - . — = 41  2_,  ce  qui  s écarté  peu  de  la  vente. 


(4ao)  Examinons  plus  particulièrement  la  suite  des  nombres  impairs 
1 > 5,7,  jusqu’à  a n — i — a,  et  désignons,  pour  abréger,  par  T 

le  nombre  des  termes  qui  restent  de  cette  progression,  après  avoir  sup- 
primé ceux  qui  sont  divisibles  par  quelqu’un  des  nombres  premiers  suc- 
cessifs 3,  5,  7,  j\ous  distinguerons  deux  cas  : 

1*.  Si  l’on  a»  = ou  >v/«,  tous  les  termes  dont  il  s’agit  seront  des 
nombres  premiers  ; supposons  donc  que  par  N (a , a)  on  désigne  com- 
bien il  y a de  nombres  premiers  depuis  » jusqu’à  a , l’un  et  l’autre 
inclusivement,  on  aura 

r Ç)  = iV  (»,«): 

Quant  au  nombre  N (a,  a),  il  se  trouvera  ou  par  les  Tables,  ou  par 
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la  formule  approchée 


^(»,»)  = i + 


n 

log  a — c 


dans  laquelle  c = i,o8366. 

a“.  Si  on  a u < y/ a , appelons  ta',  ta',  etc.  les  nombres  premiers  qui 
suivent  et , depuis  ta  jusqu'à  y/ a ; appelons  en  outre  d,  a*,  a“,  etc.  les 

entiers  impairs  les  plus  grands  contenus  dans  les  fractions  %,  ^ , 

etc.  Parmi  les  termes  dont  le  nombre  est  représenté  par  , 

il  j a d’abord  tous  les  nombres  premiers  de  ce'  h a,  lesquels  avec  le 
premier  terme  i,  qui  est  toujours  du  nombre  des  restans,  font  un 
nombre  N (a 0)4-1  ou  N (ta,  d).  Viennent  ensuite  les  nombres  qui 
résultent  du  produit  de  ta'  par  chacun  des  nombres  premiers  de  et  à d, 
leur  nombre  est  N {et’,  a');  ainsi  de  suite.  On  aura  donc 


T (2)  = N(*,  a)  4 -N(«,  d)  + N (et-,  d)  4-  etc. 

Cette  quantité  s’évalue  aisément  au  moyen  d’une  Table  de  nombres  pre- 
miers suffisamment  étendue.  Car  en  commençant  par  les  derniers 
termes  et  connaissant,  par  exemple,  la  valeur  de  N (ta',  d),  on  en  dé- 
duit N (ta,  d)  — N(ta',d)  4-iV(n',  d);  l’expression  N (a',  d)  dé- 
signant combien  il  y a de  nombres  premiers  depuis  d jusqu’à  d inclu- 
sivement, ou  ce  nombre  augmenté  d’une  unité,  si  d n’est  pas  premier. 


(4ai)  Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  cherchons  la  va- 
leur de  T » c’est-à-dire , le  nombre  do  termes  de  la  progression 

i,  3,  5....ia5i,  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  nombres  prè- 
miers  3,  5,  7,  11,  i3. 

Je  trouve  d’abord  que  dei3à  ia5i  il  y a 199  nombres  premiers  , 
ce  qui  donne  iV(i 3 , ia5i)  = ig9;  je  divise  ensuite  ia5i  par  les 
nombres  premiers  17,  19,  a3,  ag,  3i,  compris  de  i3  à Via5i  ; les 
quotiens  impairs  qui  en  résultent  sont  73,  65,  53,  4 3,  39.  Or  à l’aide 
de  la  Table  on  trouve  -V(3i,  3g)  = a,  N(ig,  43)=34-V(3g,  43)=5, 
N(a3,  53)  = 54-Ar(43,  53)=8,  ^(«g,  65)=  8 4-A(53,  65)=  11, 
2V(  17,  73)=  11  4-  iV(65,  75)  = i5.  La  somme  de  ces  nombres  est4i  i 

donc  T (qy)  = >99  + 4*  = 34°- 
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La  formule  d’approximation  (a')  donne  dans  le  même  Cas 

T =626x0, 3836=  240.  Mais  le  résultat  n’en  est  pas  toujours 

aussi  exact;  par  exemple,  cette  même  formule  donnerait 

T ( ) — io638xo, a8344  — 3oi5,  tandis  que  b vraie  valeur  de 

cette  quantité  est  2987. 


(422)  La  quantité  ou  en  général  jP^^,  relative  h une  pro- 

gression quelconque  A—C,  a A — C. . .nA  — C , et  en  supposant  des 
diviseurs  premiers  quelconques  8,  X,  »,  peut  se  ramener  à 

d’autres  quantités  de  la  même  espèce,  dans  lesquelles  la  série  des  divi- 
seurs serait  moins  étendue.  - • 


En  effet  la  valeur  de  ■^>(;)  donnée  par  la  formule  (b'),  est....“ 

n—fE  ) — etc.  ; on  y remarque  d’abord 

une  suite  de  termes  qui  ne  contiennent  pas  » , et  dont  la  somme  peut 
être  représentée  par  P , ce  qui  suppose  que  la  suite  des  diviseurs 
8 , X , n,  etc.  a pour  dernier  terme  ->J/.  Les  autres  termes  contenant  » 
sont  eu  général  — E Ç~~~)  -+■  fE  — etc-  Considérons  un 

de  ces  termes  quelconque  E î comme  le  nombre  a doit  rendre 

Aa.-\-C  divisible  par  »A,  si  l’on  fait  a=ka-\-C , € étant  positif  et 
plus  petit  que  »,  le  terme  E ) deviendra  E ( " C 

Soit  encore  n -+-£  = »'» -f-  y-,  y étant  positif  et  < »,  on  aura... 

E = E (""  *!*''*'*)  — E Quant  au  nombre  *>  pour 

voir  ce  qu’il  signifie,  il  faut  substituer  la  valeur  <*=ê»-f-£  dans  la 
quantité  Aa-\-C , ce  qui  donnera  — - De  1®  on  voit  que 
A€-\-C  doit  être  divisible  par  »,  et  qu’ainsi  C est  ce  qu’on  a déjà 
appelé  »“;  faisant  donc  <>  = »•,  puis  — O,  la  quantité  k de- 
vra satisfaire  à l’équation  de  sorte  qu’on  aura  encore  â=A*. 

Si  on  réunit  maintenant  tous  les  termes  E , avec  les  signes 

53 
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(p»i  leur  conviennent , la  somme  sera  représentée  par  — P'  ( t)  r 

P1  étant  le  nombre  de  termes  qui  restent  de  la  progression  A — C , 

xÂ — C. . ,riA~C,  après  en  avoir  retranché  tous  ceux  qui  sont  divi- 
rfMcs  par  quelqu’un  des  nombres  premiers  6,  X,  On  aura 

donc  eniin 

/’(î)  = p(j)-,,'(ï) M 

formule  qui  sert  à déterminer  la  quantité  P , au  moyen  de  deux 

autres  quantités  semblables  dans  lesquelles  il  y a un  nombre  premier 
de  moins  à considérer. 

Le  nombre  C étant  en  général  différent  de  C , la  progression  A—C, 

xA  — C,  etc.  est  différente  de  la  progression  donnée;  mais  elles  ont 
l’une  et  l’autre  la  même  raison  A.  C’est  pourquoi  nous  avons  distingué 

par  un  accent  la  quantité  P1  relative  à cette  nouvelle  progression. 

On  voit  d'ailleurs  que  C se  trouve  immédiatement  par  la  valeur 
C = — , ainsi  que  ri  par  la  formule  ri  ■=.  E (-”-)• 

(4a3)  Les  deux  progressions  dont  nous  venons  de  parler  se  réduisent 
4 une  seule  lorsqu’on  a A = x,  C ou  lorsqu’il  s’agit  de  la  pro- 
gression i,  3,  5.  ..(an— i).  Alors  on  a ai”  = i (a>  — i)  , C = i , 

ri  — E (? -*t*  * ^ et  la  formule  de  réduction  dev  ient 

T(l)=TQ)~ T(i) ■<« 

Cette  formule  renferme  une  sorte  d'algorithme  qui  peut  avoir  des  ap- 
plications utiles. 

* l , , 

Supposons,  par  exemple,  qu’au  moyen  de  la  Table  des  nombres  pre- 
miers de  î à ioo  seulement,  on  veuille  savoir  combien  il  y a de 
nombres  premiers  de  i à 1000.  Le  nombre  premier  immédiatement 

plus  petit  que  y^ïôôo  est  3i  ; ainsi  en  cherchant  la  valeur  de  ^(37)» 

où  l’on  considère  comme  diviseurs  tous  les  nombres  premiers  de  3 
à 3i  , il  suffira  d'ajouter  11  au  résultat,  parce  que  3i  est  le  ta*  des 


GooqI 


Digitized  t 
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nombres  premiers.  Or  par  la  formule  (d')  on  a 


r(f) 

rp  ^5oO^  y,  ^5co^ 


r(ïr) 

/5oo> 
\=>9  / 

r&) 


r© 

r(S) 

-r® 


T@Î)=T&)- 


T 


(%)- 


r(5) 

*•(£) 


r(ï> 

5oo\ 


= T&)~7 


r(f) 


r(S) 
S) 

r(f> 


On  trouve  ensuite  par  la  Table  de  i à ioo,  T — 3 , T =3, 
r©  = ’>  T®=*  T®="- 

La  somme  de  ces  nombres  est  70;  d’ailleurs  par  la  formule  (b')  on 
a T^~^=  338;  donc  7’^^^  = 3a8  — 70=  i58,  à quoi  ajoutant 

1 1 , le  résultat  est  1G9.  Il  y a en  effet  169  nombres  premiers  de  1 à 1000. 

C’est  par  de  semblables  procédés  qu’on  s’est  assuré  que  de  1 à 1000  000, 
il  y a 786*7  nombres  premiers,  résultat  qui  sert  à confirmer  la  formule 
du  n*  38g. 


(4a4)  Revenons  à la  formule  générale  (b'),  et  appelons  e le  plus  petit  nom- 
bre positif  qui  rend  Ai-\ -C  divisible  par  fl  ; au  moyen  du  seul  nombre  e, 
on  pourra  transformer  d’une  manière  commode  les  différens  termes  de 

la  formule  (b*).  Soit,  par  exemple,  E ) un  de  ces  termes  où  A 

doit  être  en  général  un  diviseur  de  fl;  on  pourra  faire  t—àz-^-J',  «f  étant 
positif  et  < A.  Alors  At -f-  C devient  A &z-\-  AS'-^-C , et  comme  cette 
quantité  divisible  par  fl,  l’est  à plus  forte  raison  par  A,  il  faudra  que 
Af-\-C  soit  divisible  par  A , ce  qui  donnera  A*  =«P  = * — As.  On 
aura  donc 

E Ç±£)  = S Ç¥)  - . . E (!±î)  - B (i> 
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Faisant  une  semblable  transformation  pour  cbacnn  des  termes  dont  la 
formule  (b')  est  composée,  on  aura  pour  résultat  général 

■<*% 

n étant  une  fonction  semblable  à P , et  dont  la  valeur  générale  est 

n (:)  = .-/*({ )+fE  (■)  fE  (£)  + «. (O- 

(4 a 5)  Celte  valeur  de  la  fonction  n prouve  qu’elle  n’est  antre  chose 
que  la  fonction  P appliquée  à la  simple  progression  des  nombres  na- 
turels i,  a,  3 . . .n,  et  qu'elle  désigne  par  conséquent  le  nombre  des 
termes  qui  restent  de  cette  progression  après  en  avoir  exclus  tous  les 
termes  divisibles  par  quelqu’un  des  nombres  premiers  6,  A,  ft,. . .«.  En 
effet,  dans  le  cas  où  le  terme  général  An — C se  réduit  à n , on  a A—i, 
C=o,  et  la  valeur  de  s qui  rend  Ai-\-  C divisible  par  Cl  est  simple- 
ment f = o,  de  sorte  qu’alors  P se  change  en  n.  / 

La  fonction  II  est  nulle,  ainsi  que  la  fonction  P , lorsque  n=o; 
et  lorsque  n est  négatif,  on  a généralement  n = — H ("“T")» 

car  la  progression  i,  a,  5 ...»  fait  partie  de  la  suite  plus  générale 
— 3>  ' 1 3 °>  *,  a»  4»  *dc.  , 

Suivant  ce  qu’on  a déjà  observé  n*  4*8,  si  l’on  a n=  kCl  + m,  et 
qu’on  fasse  Cl'  = (8  — i)  {K  — i)  (|t  — î). . .{ce — i)  , il  en  résultera 

p (*£±2?)  = &*  + *(£) (gf). 

Cette  propriété  aura  donc  lieu  aussi  pour  les  fonctions  n et  T , qui 
sont  des  cas  particuliers  de  la  fonction  P. 

La  fonction  ■?*(•;)  s’accorde  avec  la  quantité  Z toutes 

les  fois  que  n est  un  multiple  de  Cl  ; dès-lors  on  voit  que  Z peut 
être  regardée  comme  la  valeur  moyenne  de  P ) ; ensorte  que .... 
P — Z (?)  est  une  quantité  qui  ne  peut  passer  certaines  limites, 
en  plus  ou  en  moins. 

La  quantité  Z (?)  augmente  constamment  de  — k mesure  que  n 
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augmente  d'une  unité  ; la  fonction  P n’augmente  pas  aussi  régu- 
lièrement; cependant  lorsque  n est  devenue  n + ft,  elles  ont  augmenté 
l'une  et  l’autre  de  la  même  quantité  SX' . En  général  comme  le  (n-f-i)""' 
terme  de  la  suites — C,  a A — C , etc.  est  («+i)^ — C,  on  voit 

que  P — ^(cO  ser*  ==  ° ou  = » > scion  que  (n  -J-  i)  J — C 

est  divisible  ou  non  divisible  par  un  des  facteurs  de  II. 


(4a6)  Lorsqu’on  considère  la  progression  i,  5.  5. ..(an — i),  la 
fonction  P se  change  en  T,  et  il  faut  faire  £ = — i).  Soit  donc 

;(fl  — i)  = 9-,  et  ou  aura 

De  cette  équation  on  déduit,  en  changeant  le  signe  de  n, 

*-(=0=n(^)— „(£)■ 


Mais  comme  la  progression  i , 5,  5,  7,  etc.  continuée  dans  le  sens  né- 
gatif, est  — 1 , — 3 , — 5 , etc.,  il  est  clair  qu’on  a — — T 

Donc  des  deux  équations  précédentes,  on  tire 

Si  l’on  fait  dans  celle-ci  n = ff,  il  en  résulte  n = afl  mais 
puisque  3<r -f- 1 = fl,  il  est  clair  qu’on  a fl  — fl  sss  < 1'  ; 

donc  II  = î SX',  ce  qui  donne  les  deux  formules 


n(1r2)+n(f^:)  = n' PO 

T(z)=n(^)-~‘n' <*> 


Réciproquement  de  la  seconde  on  déduit 

n(;)  = + jn' GO 

Et  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  formule  (c'),  on  aura  l’erpres- 
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«ion  générale  de  P eu  fonction  de  T , laquelle  sera 

P(?)=r(z±i^s)_rçL^) (O 

D’où  il  suit  qu’une  progression  quelconque  A—C,  iA  — C. . . nA  — C, 
contient  autant  de  termes  premiers  à O,  qu'il  y en  a dans  un  pareil 
nombre  de  termes  consécutifs  de  la  suite  des  nombres  impairs  pris  , 

non  depuis  le  commencement  de  la  suite,  mais  depuis  le  terme 

ae — ar-f-i  jusqu’au  terme  an-f-as — a i — i inclusivement. 

Cette  propriété  établit  une  relation  très-remarquable  entre  une  pro- 
gression arithmétique  quelconque  et  la  simple  progression  des  nombres 
impairs.  Il  faut  en  effet , d’après  le  résultat  qu’on  vient  d'obtenir  , que 
- ces  deux  progressions  étant  disposées , terme  à terme , comme  il  suit  : 

...  — A — C,  —C,  A — C,  a A — C....,  nA — C , etc. 

.. . a i — a 7 — 3,  as — ay — î , as — ar-t-i,  as — a<r-f-3...,  as — 374-an— »i,  etc. 

deux  termes  correspondans  quelconques  soient  tous  deux  divisibles  ou 
tous  deux  non-divisibles  par  l’un  des  facteurs  de  fl.  Or  c’est  ce  qu’il 
est  facile  de  vérifier  indépendamment  de  1a  théorie  précédente  ; car  deux 
termes  correspondans  quelconques  étant  représentés  par  nA  — C et 
as  -1-  an  — a T — 1 , si  on  observe  que  At-\~C  est  divisible  par  fl,  et 
que  37  -f-  1 — Cl , ces  termes  deviennent,  en  rejetant  les  multiples  de  O, 
l’un  A(n  -f-  f) , l’autre  a (n  -f-  «).  Donc  ils  seront  tous  deux  premiers  à fi, 
ou  tous  deux  non  premiers  i fl , selon  que  n ■+■  t sera  premier  ou  non 
premier  h fl. 

Il  résulte  encore  de  cette  propriété  ou  de  l’équation  (V  ) , que  si  on 
ne  peut  avoir  plus  de  «c  termes  consécutifs  dans  la  suite  1 , 3,  5,  7,  9,  etc. 
qui  soient  divisibles  par  quelqu’un  des  facteurs  de  fl , il  ne  pourra  non 
plus  y avoir  plus  de  a termes  consécutifs  dans  une  progression  quel- 
conque A — C,  a A — C,  etc. , qui  aient  chacun  un  diviseur  commun 

avec  fl.  Car  si  la  quantité  T ) augmente  d’une  unité  lorsque 

n devient  « -f- »,  il  faudra  qn’en  même  temps  ^(j),  devient 
P , augmente  aussi  d’une  unité.  C’est  ce  qui  s'accorde  avec  le 

théorème  du  n*  4o5. 

(437)  Les  fonctions  ü,  T,  P ont  encore  quelques  autres  relations 
assez  remarquables.  D'abord,  comme  la  progression  1,  a,  5 an 
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relative  à n ( — j,  est  composée  de  la  progression  i , 3,  5. . . (ara — i) 

relative  à T ^2  j et  de  la  progression  a , 4 , 6. . . ara , dont  les  termes 
divisés  par  a donnent  i , a , 3 . . . n , il  est  clair  qu’on  a en  général 


r(;)  = "(?)-"(;) ••••  c-o 

On  trouverait  semblablement 

M 

Et  comme  on  a J°  ^ 2^  — n — n , si  on  fait  n = t , cette 

équation  donnera 

M 

faisant  ra  = e dans  la  formule  (1')  , on  aura  donc  T (J-'ÿ  = T 
— T —j—  y Mais  dans  cette  dernière  équation  s est  à volonté,  puis- 
qu’il ne  reste  pies  de  trace  de  la  progression  d’où  t est  tirée  ; donc  on 
a , quel  que  soit  n , 


r(=)=r(^')_r(^) 


W) 


Cette  formule  se  déduirait  aussi  de  la  combinaison  des  équations  ^V) 
et  (m'). 


Digitized  by  Google 


4*4 


THÉORIE  DES  NOMBRES. 


§ XII.  Méthodes  pour  compléter  la  résolution  en  nombres 
entiers  des  équations  indéterminées  du  second  degré. 

(4*8)  Noos  avons  donné  dans  U première  partie  les  méthodes  néces- 
saires pour  résoudre  en  nombres  entiers  les  équations  indéterminées 
du  second  degré  , qui  sont  de  la  forme  ay‘  -f-  byz  -4-  cz‘  = H ; c'est  en 
effet  à cette  forme  que  peut  être  réduite  toute  équation  proposée  du 
second  degré  ; mais  il  reste  une  condition  à remplir  lorsque  l’équation 
dont  il  s'agit  contient  des  termes  du  premier  degré. 

Soit  en  général  ay‘  -f~  byz  cz%  dy -\-fz -b  g o l’équation  pro- 

posée ; pour  faire  disparaître  les  termes  où  les  indéterminées  sont  au 

premier  degré,  je  fais  y * , z — z ^~C,  et  j'ai  la  transformée 

o ss  aÿ'  ■+*  byz'  -f  - cd‘  -f-  a aa.y  acCz'  -f-  o**-t-  daê 

-f-  bÇy  -f-  ba,z'  -j-êctÇ  -f- yCB 
4-  d8r'+/8z'+ce*-fg6». 

Supposant  donc  aaa  ■+•  b€  -f-  d6  = o , *c6  -f ■ ba.  ~\-f6  — o , on  aura 

? = ïl-^c > ï = ifzH'/ac  i d’où  r°n  voit  1ue  81  dans  équation  pro- 
posée on  fait  immédiatement 

Y -f-  acd  — fb  %'  aaf  — db 

J ' ' bb  — ja c * “ bb  — 4«c  * 

la  transformée  sera 


ay'%  -f-  byz  -f-  cz'  = — [af'  — bàf -f-  cdY)  (bb  — i,ac)  — g (bb  — foc)'. 

Je  remarque  maintenant  qu’on  peut  supposer  que  les  coefficiens  a , b,  e 
des  termes  du  second  degré  dans  l’équation  proposée,  n’ont  pas  de  di- 
viseur commun  ; car  s’ils  avaient  un  commun  diviseur  ai , il  faudrait 
que  dy  •+-fz  -f-g  fût  aussi  divisible  par  ai  ; or  cette  condition  est  facile 
à remplir,  en  introduisant  une  indéterminée  nouvelle  à la  place  dey 
ou  de  z,  et  alors  toute  l’équation  devient  divisible  par  ai. 
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Je  remarque  aussi  qu’on  peut  faire  abstraction  du  cas  ou  bb  — fre  est 
une  quantité  négative , parce  qu'alors  le  nombre  des  solutions  de  1a 
transformée  étant  toujours  limité,  le  procédé  le  plus  simple  est  de  sub- 
stituer successivement  les  valeurs  trouvées  de  y et  a”  dans  les  formules 

J a = » afin  dc  voir  <Iuclles  sonl  ccIIes 

donnent  pour  y et  a des  nombres  entiers. 

On  peut  se  dispenser  encore  de  discuter  le  cas  où  b'  — l^ac  , quoique 
positif,  serait  égal  à un  quarré,  parce  qu’alors  la  transformée  n’a  encore 
qu’un  nombre  de  solutions  limité  (n*  70).  Il  ne  reste  donc  à examiner 
que  le  cas  où  bb  — 4«c  est  un  nombre  positif  non-quarré. 

(4 39)  Alors  la  transformée,  si  elle  est  résoluble,  aura  toujours  une 
infinité  dc  solutions  renfermées  dans  un  ou  plusieurs  systèmes,  et  chaque 
système  pourra  être  représenté  par  les  formules 

y=yF+<fG 
a’  = tF 

\$+W(bb  _ 4ac)]"  = F+  G \/{bb  — 4 ac). 

Pour  éviter  la  considération  des  cas  particuliers  , nous  supposerons  que 
ces  formules  sont  préparées  dc  manière  que  les  nombres^,  <f,  t,  £ , <P,  41 
sont  des  entiers,  et  que  l’exposant  n est  un  nombre  à volonté.  Quel- 
quefois la  solution  immédiate  donnera,  pour  ces  coefliciens,  des  nom- 
bres affectés  de  la  fraction  il  pourra  arriver  aussi  que  l’exposant  n 
soit  d’une  forme  désignée  paire  ou  impaire.  Mais  dans  tous  les  cas , 
il  est  facile  de  réduire  les  formules  à la  forme  que  nous  supposons  , 
où  tous  les  nombres  sont  entiers  et  l’exposant  n à volonté  : il  faut  de 
plus  se  rappeler  qu’on  aura  toujours  <p* — .j,’  (4*  — 4 ac)  — j. 

Cela  posé , il  s’agit  de  trouver  en  général  la  valeur  de  n telle  que 
les  quantités 

yF+JG  + a «F-KG  + C 

y bb  — ^ac  * **  44 — 4ac 

soient  des  entiers.  Or  on  a 

F — p'  -f-  - — <p*  ~ *>[/*  (bb  — 4ac)  + etc. 

G = «<p*=  * 4+"  n7  ‘ g~a  (bb — 4ac)  -f-  etc. 

Ainsi  en  substituant  ces  valeurs  de  F et  U,  on  voit  que  la  question  se 
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réduit  à déterminer  n de  manière  que  les  quantite's  ^ , 

4-  ^ - ~L^,  soient  des  entiers.  Pour  cela,  nous  distinguerons  deux 
bb  — 4 

cas,  selon  que  n est  pair  ou  impair. 

Soit  i*.  n=  a/n,  l'équation  <p* — 4'“ (^* — 4ac)  = 1 » donne,  en  négli- 
geant les  multiples  de  A*  — \ac , $**  = i on  peut  donc  , au  lieu 
de  a.  et  6,  mettre  ai p,m  et  6<p“,  et  alors  supprimant  le  facteur  tp"’-1  qui 
uc  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec  A*  — 4ac  > on  trouve  que 
la  détermination  de  m ne  dépend  plus  que  des  équations  du  premier 
degré 

+ + “*4m (C  + Of  + ard'" 

bb—4ac  > bb  — 

lesquelles  doivent  s'accorder  entre  elles,  pour  que  l'équation  proposée 
soit  résoluble  en  nombres  entiers. 

Soit  a”,  n — a/n-f- 1 , alors,  en  négligeant  les  multiples  de  AA — 4 acs 
on  aura  encore  a = aip“  et  € — €p‘m,  et  la  détermination  de  m dé- 
pendra des  équations  du  premier  degré 

yb  + a + (am  4-  0 1*4 -4-  P 4-  (=>”»  + 0 C4- 

bb  — 4ac  ’ bb  — 4ac  ’ 

lesquelles  doivent  encore  s’accorder  entre  elles. 

Donc  dans  tous  les  cas  on  trouvera  les  valeurs  convenables  de  l’expo- 
sant n par  la  simple  résolution  d’une  équation  indéterminée  du  premier 
degré,  et  la  valeur  de  n qui  résultera  de  cette  solution  étant  en  général 
de  la  forme  v -j-  (AA  — \ac)  A,  où  A est  une  indéterminée,  il  s’ensuit  qu’on 
aura  une  infinité  de  valeurs  de  n qui  satisferont  à la  question  , de  sorte 
qu’on  aura  aussi  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  proposée  en 
nombres  entiers.  On  doit  d'ailleurs  observer  que  les  nombres  F et  G 
peuvent  être  pris  chacun  avec  le  signe  qu’on  voudra,  ce  qui  donnera 
quatre  combinaisons  à examiner  séparément,  et  d’où  pourront  résulter 
différentes  solutions. 

(/|5o)  Soit  proposé  maintenant , pour  compléter  cette  théorie  , de 
résoudre  la  question  suivante  : 

Les  nombres  F et  G étant  donnés  par  la  formule  (<p  -)-  ,j,  y/ A )* 
= F -+-G  y'K,  dans  laquelle  l’exposant  n est  indéterminé , et  où  ton  a 
P‘  — 4* A = i , trouver  toutes  les  valeurs  de  n telles  que  la  quantité 
*F  ~h  ftG  + y soit  divisible  par  un  nombre  premier  ai  qui  ne  divise  pas  A4- 


4a: 
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Voici  une  méthode  qui  a été  indiquée  pour  cet  objet  par  Lagrange 
(Mém.  de  Berlin,  1767). 

Je  suppose  d'abord  qu’on  connaisse  une  valeur  de  l’exposant  » qui 
satisfait  à la  question  ; soit  cette  valeur  p , il  faudra  qu’en'  faisant 

( p-\-\ÿAy—f-\-g\/A,  la  quantité  . soit  un  entier.  Je 

cherche  ensuite  un  exposant  y,  tel  qu’en  faisant  \/  A)'—f-\-g  \/ A, 

le  nombre  soit  divisible  par  ai.  11  est  certain  que  cct  exposant  existe, 
puisqu'on  peut  toujours  satisfaire  à l’équation  a:*  — Aa‘jr‘  = 1.  Cet 
exposant  étant  trouvé,  on  peut  supposer  en  même  temps  que  f — 1 
soit  divisible  par  a;  si  cela  n’était  pas,  on  doublerait  l'exposant  y ; et 
faisant  (tp  -f- 4,  \ZA)'<  ou  (f-\-  g'  VA)'  =/*-(-  g’  \/ A , on  aurait 
f —f'  + Ag’'  = i 4-  a Ag'%,  et  g * = a \f g',  de  sorte  que/'—  1 et  g' 
seraient  à-la-fois  divisibles  par  a.  Donc  en  faisant  les  préparations  con- 
venables, on  trouvera  toujours  un  exposant  y,  tel  qu’en  faisant.... 
(<p  4-  4'  VA)'  =f  4*  g’  VA  , les  nombres  f — 1 et  g soient  l’un  et 
l’autre  divisibles  par  u. 

Je  dis  maintenant  qu’en  prenant  n —qx  p,  la  quantité  proposée 
}JF 4- p.G  4-  r sera  divisible  par  en,  quel  que  soit  l’entier  jc.  Car  soit 
(J'+  g'  VA)*  — F1  + G'  y/ A , on  aura  F+  G y' A = {f+gy/A) 
(F4-  G y/ A),  d’où  l’on  tire  F=fF  -VgAG' , G=fG'  +gF,  et 
\F-\-  p.G-\-*  — (Xf~\-p.g)F  -f-  {^gA  ~{- p.f)  G'  4-  f-  Mais  les  valeurs 

développées  de  F et  G'  étant  F = f*  4-  ^ - f*~'g’'A  4-  etc.  , 

G'  = nf*~'g’ 4-  etc.,  si  on  néglige  les  multiples  de  »,  on  aura  G'—o, 
et  F'  —f*  = 1 ; donc  en  négligeant  les  mêmes  multiples,  la  quantité 
>F-\-p.G-\-i  se  réduit  à pg-\-  » , donc  elle  est  divisible  par  et. 

Puisque  toutes  les  valeurs  de  n comprises  dans  la  formule  » = qx  -\-p 
satisfont  à la  question,  il  y aura  toujours  une  de  ces  valeurs  qui  sera 
moindre  que  y,  de  sorte  qu’on  pourra  toujours  supposer  p <y.  Donc 
pour  avoir  l’exposant  p qui  donne  la  première  solution , il  faut  élever 
<p  4-  4-  \/A  à ses  puissances  successives  0,1,  a,  3. . .y  — 1 , et  essayer, 
pour  chaque  puissance  représentée  par  / 4“  g V A , si  la  quantité 
>f  -\-  pg  est  divisible  par  a.  On  peut  aussi  former  directement  la 

suite  des  quantités  A/4-  Pg , en  observant  que  celte  suite  est  récur- 
rente, et  qu’elle  a pour  échelle  de  relation  ap,  — 1 ; d’où  il  suit  qu’au 
moyen  des  deux  premiers  termes  connus  X,  Xp-j-A*^»  on  formera  aisé- 
ment tous  les  autres.  Ces  calculs  sont  d’autant  plus  faciles,  qu’on  peut 
rejeter  les  multiples  de  et,  à mesure  qu’ils  se  présentent,  et  si  le  pro- 
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blême  est  possible,  il  faudra  que  dans  les  y premiers  termes  de  la  suite 

dont  il  s’agit,  on  trouve  une  ou  plusieurs  fois  A/’-f- pg  -f- > = o. 


(43 1)  Connaissant  l'exposant  le  plus  petit  p qui  rend  \f-\-pg-\-r 
divisible  par  un  nombre  premier  a,  voici  la  méthode  qu’on  peut  suivre 
pour  trouver  a priori  une  valeur  de  n,  telle  que  A/-f-  pG  -f- 1 soit 
divisible  par  une  puissance  donnée  a. 

Nous  observerons  d'abord  qu'on  peut  résoudre  généralement  l'équa- 

bon  — — — — ; — = e,  dans  laquelle  L et  M sont  des 

nombres  donnés,  et  N , P , Q,  etc.  des  fonctions  quelconques  entières  > 
de  x.  Pour  cela , il  faudra  déterminer  x de  manière  que  - * — soit 


un  entier;  ayant  trouvé  x = /-f-ax',  si  on  substitue  cette  valeur  dans 
l’équation  proposée,  elle  deviendra  de  la  forme 

— 1 1 — = e semblable  a la  proposée  , mais 


dont  le  dénomiuateur  est  d’un  degré  moindre  d’une  unité.  On  aura 
donc , par  une  suite  de  procédés  semblables , x = /-f-  ax',  x'=  f -f-  «x*, 
x'  — /*-f-  t»xr , etc.  ; d’où  l’on  conclura  x = /-}-  Fu  -f-  fu‘ -f- l’ai3  -f-  etc. 
jusqu’à  un  terme  de  la  forme  «"xc“)  dans  lequel  x(,)  sera  une  nouvelle 
indéterminée. 

Cela  posé,  si  l’on  veut,  par  exemple,  déterminer  la  valeur  de  n telle 
que  la  quantité  A/’-}-/*  G -j-  r soit  divisible  par  a3 , on  fera,  comme 
ci-dessus,  n=yx -bp,  et  toutes  choses  étant  d’aillerurs  les  mêmes, 
faisant  de  plus  \f-{-pg  = A',  Ag;/  -f-  nf—p!  , on  aura  \F-\-p.G-\-t 
sss  7-'F' -\-pfG -\-r.  Dans  cette  quantité,  qui  est  déjà  divisible  par  a , 
quel  que  soit  x,  il  faudra  substituer,  au  lieu  de  F’  et  G'  leurs  valeurs 
développées,  en  omettant  la  troisième  puissance  et  les  puissances  supé- 
rieures de  g';  ces  valeurs  sont:  v,  , 


C'  = xf‘-g’. 


On  distinguera  ensuite  deux  cas,  selon  que  x est  pair  ou  impair. 

* 

1”.  Si  x est  pair,  on  pourra,  à la  place  de  r,  mettre  r (f‘—  g^A)*, 
et  développer  cette  quantité,  en  omettant  les  termes  qui  contiennent 
g'3  et  les  puissances  supérieures  de  g’.  Par  ces  substitutions , l’équation 

proposée js — — e deviendra 
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>'  (p + ~rf'M-y''4) + ï + » (T*— 7-/"-y^)  _ 

-,  — e- 

Or  f n’étant  pas  divisible  par  a» , puisque  f — 1 l’est , on  peut  sup- 
primer du  numérateur  le  facteur  commun  f‘~% , ce  qui  fait  disparaître 
la  variable  en  exposant  ; si  de  plus  on  fait  g'  — ce  h'  , A'  -f-  > — ceL , 
l’équation  à résoudre  deviendra 

£f*+Kf*'x  + (x\  ,£)A'V.  _ 


Et  celle-ci  pouvant  se  traiter  par  la  méthode  précédente,  on  aura  le 
résultat  de  la  forme  x = f-f-  f ai  -f-  tu'x‘ , où  il  faudra  prendre  l’indé- 
terminée x"  de  manière  que  x soit  pair. 

y — i 

a*.  Si  x est  impair,  il  faudra , à la  place  de  »,  mettre  *{f‘ — g’‘A)  » , 
et  d’ailleurs  le  calcul  sera  entièrement  semblable  à celui  du  premier  cas. 

On  voit  maintenant  le  procédé  à suivre,  pour  làire  ensorte  qu’une 
quantité  de  la  forme  AF-f-  g.G  -f-  p soit  divisible  par  un  nombre  quel- 
conque P.  Ayant  décomposé  P en  ses  facteurs  premiers,  soit  a»"  un 
de  ces  facteurs , on  cherchera  les  valeurs  de  n , telles  que  la  quantité 
proposée  soit  divisible  par  ce" , et  ainsi  successivement  par  rapport  à 
chacun  des  autres  facteurs.  On  aura  différentes  valeurs  particulières  de  n 
qu’il  faudra  combiner  ensemble  , afin  d’avoir  une  valeur  générale  qui 
satisfasse  à toutes  les  conditions , et  le  problème  no  sera  résoluble  qu’au- 
tant  que  toutes  ces  conditions  pourront  être  remplies. 

(43a)  Nous  remarquerons  que  la  valeur  de  q dont  on  a besoin  dans 
la  solution  précédente  (n*  4^0 , peut  être  donnée  directement  par  le 
théorème  suivant. 

« Si  l’on  a <p*  — A\*  = 1 , et  qu’on  cherche  un  exposant  q , tel  que 
" + 4 V*)'  — 1 so‘t  divisible  par  un  nombre  premier  ce  non-di- 

» viseur  de  A\,  je  dis  qu’on  peut  faire  q= ce—  1 si  l’on  a ^ = -f-  1 , 

» ou  q = ce  -f-  1 si  l’on  a ^ = — 1 . 

En  effet  on  trouvera,  comme  au  n*  139,  que  la  quantité 

(p  + -4-  \ZA)a — (<p-f-4  | /A),  divisée  par  ce,  laisse  le  même  reste 
qu’une  quantité  semblable  (<p  — k 4-  4 V A)° — (p  — A -f-  4 V A),  dans 


B 


« 
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laquelle  k est  on  entier  quelconque.  Soit  k=Q,  ou  aura  ainsi,  en 

omettant  les  multiples  de  et , 

(p-f- 4.  »///)" — (g>+4v/^)=('l'V/^)  — 4v^, 

•"-i 

et  le  second  membre,  à cause  de  4 =4,  devient  4 V 1 — >) 
ou  4 ✓<(£)- ’]• 

Soit  i*.  1 , on  aura  (ip  — f—  — (P  + 4’  V — 0 » d°nc 

4,  \/ A')~l  — 1 est  divisible  par  0 , donc  on  peut  faire  q = u — 1 . 
Soit  a”.  — •—  1 » on  aura  = > donc 

4 1 = î>*  — ^4*  — * > ^onc  on  peut  fttre  q — » + 1 • 


QUATRIÈME  PARTIE. 


45. 


§ XIII.  Méthode  de  Fermât  pour  la  résolution  de  l'équation 
y2  = a-f-bx-f-  ex1  dx3  -+-  ex4  en  nombres  rationnels. 


(433)  Ayant  été  conduits  à traiter  fort  au  long  de  la  résolution  des 
équations  indéterminées , nous  devons  faire  mention  d’une  méthode 
indiquée  par  Fermât  pour  résoudre  en  nombres  rationnels  l’équation 
jr'z=a+  bx  ex'  -f-  dx3  -1-  ex* , dont  le  second  membre  est  un  poly- 
nôme rationnel  où  la  variable  ne  passe  pas  le  quatrième  degré.  Voici 
les  cas  principaux  daus  lesquels  la  résolution  est  possible. 

i“.  Si  le  nombre  a est  égal  à un  quarré  positif f‘,  les  valeurs  x = o, 
jr  =f  donneront  immédiatement  une  solution  de  l’équation  proposée. 
Pour  avoir  une  autre  solution , on  supposera  a -f-  bx  -f-  ex'  -f-  dx3  4- 
ex*  = (f+  gx  4-  /ix*)’,  ce  qui  donnera,  en  développant  et  ordon- 
nant, 

o =/*  -f  a fgx  4-  ifhx'  4-  a ghx3  -f  h'x* 

— a — b -f"  g'  — d — e 
— c 

Or  on  a déjà /'  — a ; si  pour  faire  disparaître'  les  deux  termes  suivaus , 
on  fait  ifg — è = o,  if  h g'  — c — O , on  en  tirera  les  valeurs  des 

coefficiens  g et  h , lesquelles  seront  g — h z=z  c j£-.  Alors  l’équa- 
tion étant  réduite  aux  seuls  termes  qui  contiennent  xJ  et  x* , il  en 
résultera  une  valeur  rationnelle  de  x , savoir  x — Cette  va- 

leur  donnera  donc  une  nouvelle  solution  en  nombres  rationnels  de 
l’équation  proposée  ; si  toutefois  on  n’a  pas  3 gh  — d,  ni  e =s  A*. 

La  nouvelle  solution  étant  désignée  par  x = m , si  l’on  fait  généra- 
lement x — m 4- x',  «1  qu’on  substitue  cette  valeur  dans  l’équation 
proposée  , le  second  membre  deviendra  de  la  forme  a 4-  b’x  4“  ex’' 
4-  dis!3  4”  e’-x  * > dans  laquelle  ai  sera  encore  un  quarré  positif.  On  pro- 
cédera donc  de  la  meme  manière  pour  trouver  une  nouvelle  valeur  de  x' 
et  ainsi  à l’infini,  b’où  l’on  voit  qu’une  première  valeur  connue  de  x 
suffit  pour  en  faire  trouver  une  infinité  d’autres,  sauf  quelques  cas  par- 


43a  THÉORIE  DES  NOMBRES, 

ticnliers  qui  ne  peuvent  guères  avoir  lieu  que  lorsqu’il  est  absolument 
impossible  de  résoudre  l'équation  proposée  autrement  que  par  les  pre- 
mières valeurs  doonées. 

a*.  Si  le  coefficient  e du  terme  ex4  est  égal  à un  quarré  positif  h‘, 
on  fera  a + bx- f-  ex*  + dx>  -f-  ex*  = (/+  gx  + hx‘)‘ , ce  qui  donnera, 
en  développant  et  réduisant, 

o = /*  + a fgx  -f-  ifhx’  -f-  3ghx* 

— a — b 4 -g'  — à 


Maintenant  on  peut  faire  disparaître  les  x*  et  x5 , en  prenant  g = ^ , 

y—  c~£*,et  alors  l’équation  réduite  au  premier  degré,  donne  x= 

Cette  solution  en  fournira  ensuite  une  infinité  d’autres  comme  dans  le 
cas  précédent,  mais  il  faut  qu’on  n’ait  pas  xfg  — b — o. 

5*.  Si  l’équation  proposée  est  de  la  forme  jr*  =y*  4-  bx  4-  qr*  4* 
_|_  /i*x4 , ensorte  qu’elle  tombe  à-la-fois  dans  les  deux  cas  précédeus, 
on  pourra  faire  usage  de  chacun  des  moyens  indiqués.  On  peut  aussi 
tout  d’un  coup  faire  J—f  4 -gx  =*=  bx' , ce  qui  donnera,  en  substituant, 
développant  et  réduisant, 

o ss  rfgx  ± a/’Ax*  =fc  a ghx' 

— b 4 -g'  — d 

— c. 

• b 

Or  on  peut  satisfaire  à celle-ci  de  deux  manières,  soit  en  faisant  g = 
ce  qui  donne  x = ’ soit  ea  faisant  S = =fcgi>  d’où  l’on  tire 

J=s  V*"*--. 

4*.  Si  on  a une  solution  désignée  par  x = m,  on  fera  x = m 4--*', 
et  l’équation  sera  ramenée  au  premier  cas. 

Nous  pourrions  ajouter  un  graud  nombre  d’applications  de  celte  mé- 
thode tirées  des  problèmes  d’analyse  indéterminée , dont  Euler  a donné 
les  solutions  dans  plusieurs  de  ses  Mémoires,  et  dans  le  second  volume 
de  son  Algèbre.  Nous  nous  bornerons  à un  ou  deux  exemples  de  ce 
genre,  afin  de  donner  une  idée  de  cette  branche  d’analyse,  qui  exige 
une  grande  sagacité  dans  le  choix  des  moyens  de  solution , mais  qui 
étant  trop  particulière , n’a  qu’un  rapport  éloigné  avec  notre  sujet. 


QUATRIÈME  PARTIE.  453 

. (454)  Proposons-nous  de  trouver  trois  nombres  x,y,  s,  tels  que  les 
trois  formules 


x*  +yl  + as* , x*  -+•  3*  -f-  a/* , y‘  + s‘+  ax* 
soient  égales  à des  quarrés. 

Comme  on  peut  supposer  que  ces  nombres  sont  premiers  entre  eux, 
il  est  aisé  de  voir  qu’ils  doivent  être  tous  trois  impairs  : on  peut  donc 
faire  y = jc-f-  apr  z = x ~j~  zq , et  on  aura 

•**  +y*  4-  a3*=  4x*  + 4 O 4-  27)  x-}-  4 (/>•  4-  a q'). 


Je  fais  celte  quantité  = 4 (x  et  j’en  tire  x = La  se- 

conde formule  donnera  semblablement  x = q 3f>  ~ g , et  pour  faire 
• ag—q  — ap  ’ r 

accorder  ces  deux  valeurs,  je  fais 

p'+ —f' —q'+ip'—e'i  *f—P —iq—2g—<j—*pi 

j’en  tire  des  valeurs  rationnelles  de  J et  de  g , savoir _/"=  j ( 5ÿ  -f-  3 p), 
g — \ (5 p + 3ÿ)  , au  moyen  desquelles  la  valeur  de  x deviendra 


7 p'—  3o pq  4-  m' 

~ 8(p4-ï)  ' 

Cette  valeur  satisfait  déjà  aux  deux  premières  conditions  : on  aura  d'ail- 
leurs les  valeurs  correspondantes  de_y  et  z par  les  formules  =x-f-2p, 
s = x 4“  ay  > de  sorte  qu’en  supprimant  le  dénominateur  commun  , on 
pourra  faire 

x — 7 p*  — 3o pq  4-  77* 
y = a3 p*  — 1 ipq  4-  77* 
a = 7/)*  — 1407  4-  237*. 

-Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  y‘  4-3'  4-  ax*,  et  faisant.... 
Ç=i4-e,ii  rqslera  à satisfaire  à la  condition 

1 -f.  20  -J-  28*  4-  6’  4-  üe  ô4  = à im  quarré. 

Or  on  trouve  immédiatement  8=0,  ou  8= — 1 , ou  8=  — 2;  mais  il  ne 
résulte  de  là  aucune  solution.  Soit  donc,  suivant  la  méthode  précédente, 

1 4-  28  4-  a8-  4-  6*  4-  Ml  6*  = ( « + “0  4-  rf  8*)*  ; 

si  l’on  développe  cette  équation  , et  qu’on  prenne  * = ^ , on  aura 
8 = 208;  donc  p — 209,  7=1,  ce  qui  donne  cette  solution 

x = 18719,  y = 62609 , 3=18929. 
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U serait  facile  d'en  trouver  plusieurs  autres  , mais  elles  feraient  pro- 
bablement plus  composées , quoique  la  méthode  dont  nous  avons  &it 
usage  ne  prouve  pas  que  les  nombres  trouvés  sout  les  moindres  pos- 
sibles qui  satisfont  à la  question. 

Soit  proposé  encore  de  trouver  trois  quarrés  iuégaux  x‘  ,j*,  z‘,  tels 
qne  les  trois  formules  x‘  -4 -j*  — s’ , a-*  -f-  a*  — j' , — x*,  soient 

égales  à des  quarrés. 

Ou  trouve  aisément  que  les  deux  premières  conditions  sout  remplies» 
en  faisant 

x = r*  -f-  s* 

/ = r*  + rs  — s* 
s = r*  — rs  — s*. 

11  reste  donc  à satisfaire  à la  troisième,  laquelle  devient,  par  la  sub- 
stitution de  ces  valeurs,  r*  — -|-  s*  = à un  quarré.  Soit  r = 8s,  la 

question  se  réduit  à (aire  ensorle  que  8' — /(9‘  -f-  i soit  un  quarré.  Ou 
pourrait  prendre  8 = 0 , ou  0 = a,  mais  il  ne  résulte  de  là  aucune  so- 
lution convenable;  pour  avoir  d'autres  valeurs,  soit  0 = a-f~p,  on  aura 
i -f-  i6p  -f-  aop*  -f-  8 p’  -f-  8p*  = à un  quan’é.  Je  (sis  cette  quantité 
= (i  -J-Sp-j-op*)*;  prenant  ensuite  a — i , je  trouve  p = — donc 
0 — — -ÿ,  r=i5,  s = 4»  d’où  résulte  cette  solution  : 

x = a.4i,  7=369,  c=i4g. 

•Ce  6ont  vraisemblablement  les  moindres  nombres  qui  satisfont  S la 
question.  On  aurait  pu  faire  encore  a — — aa , ce  qui  aurait  donné 
<p  = , 0 = f ta  , on  r = 44a»  s — >6»  : mais  de  *a  résultent  dos 

nombres  beaucoup  plus  considérables  que  les  précédens. 

On  peut  suivre  un  autre  procédé  pour  faire  ensorle  que  la  quantité 
1 -f-  i6p-f-  aop*  4-  Sp5  -f-  p‘  soit  égale  à un  quarré.  Représentons  ce 
quarré  par  (1  + «p  -f-  «p*)*,  nous  aurons,  en  comparant  et  dévelop- 
pant , 

o = amp  -f-  anp*  a/nnpJ  -f-  n’p4  * 

— i<i  + /»*  — 8 — 1 

— ao 

e •.  _ »6— «a»  8 — nui  , 

ooit  p = — : — ; = — : , on  aura  entre  m et  n I équation 

an  + m*  — ao  n*  — 1 ’ 1 

(S  -f-  m)  n*  -f-  (m1  — aom  — 8)  n — 4m'  -}-  m -f-  7 a =0. 
Maintenant,  pour  avoir  une  valeur  rationnelle  de  n , soit  m — — 8,  on 
aura  n = — <p  = {$?  , ce  qui  est  la  seconde  des  deux  solutions 
trouvées  par  l'autre  méthode. 


CINQUIÈME  PARTIE. 


Usage  de  T’analyse  indéterminée  dans  la  résolution  de  T équation 
.T" — i=o,  n étant [un  nombre  premier. 

's  , 

(435)  l'on  écarte  du  premier  membre  le  facteur  x — i,  et  qu'op 
fasse 

X = = X"-1  -f-  X*~'  -f-  X,_) -{-X-f-  J t 

on  sait  par  le  théorème  de  Côtes  que  le  polynôme  X a pour  facteur 
général  x*  — ax  cos  H-  i , k étant  un  nombre  quelconque  non- 

divisible  par  n ; de  sorte  qu'en  donnant  à A les  valeurs  successives 
i,  a,  3, . . . J («  — » ■ t),  on  aura  tous  les  facteurs  dont  ce  polynôme  est 
composé. 

Les  connaissances  des  Analystes  sur  la  résolution  de  l'équation 
x*  — i = o,  étaient  presque  réduites  à ce  seul  théorème  , lorsque 
M.  Gauss  publia  son  excellent  ouvrage  intitulé  Disquiiitiones  Aiith- 
melicœ , où  l’on  trouve  une  théorie  nouvelle  et  très-complète  de  la 
résolution  de  la  même  équation , ou , ce  qui  revient  au  même  , de  la 
division  de  la  circonférence  en  n parties  égales. 

Comme  cette  théorie  est  une  des  applications  les  plus  intéressantes 
de  T analyse  indéterminée  , et  qu’elle  conduit  à des  résultats  très-curieux, 
nous  avons  cru  faire  plaisir  h nos  lecteurs,  en  l'exposant  ici  avec  tous 
les  développemens  nécessaires. 


(436)  Si  on  appelle  r l’une  quelconque  des  racines  imaginaires  de  ’ 
l'équation  x’—  i=o,  c’est-à-dire , si  l’on  fait  r=cos  — i sin  , 

k étant  un  nombre  quelconque  non-multiple  de  n , toutes  les  racines 

de  cette  équation  seront  r,  r",  r3 r*  ; desquelles  séparant  la  racine 

r”  = i , il  restera  pour  les  racines  de  l’équation  X = o , ces  n — i 
valeurs  : 


x = r,  r*,  r» 
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En  general  donc  r*  sera  une  racine  quelconque  de  l’equation  X~Ot 
pourvu  que  a ne  soit  ni  zéro  ni  multiple  de  n. 

Avec  celte  restriction  il  u’y  a que  n — i valeurs  différentes  com- 
prises dans  l’expression  x = r*;  car  si  ou  avait  a = nk  4-  i,  il  est 
flair  qu’on  aurait  r*  — r1 , puisque  r"=i  j et  par  la  même  raison,  on 
aurait  aussi  r * = /■”  * = r^n  *. 

D’ailleurs  on  prouve  aisément  que  les  n—  t valeurs  precedentes  sont 
différentes  entre  elles  ; car  si  on  avait  r*  = r , a et  £ étant  plus  pe- 
tits que  n , il  en  résulterait  r = i,  e étant  ± (a — ë)  et  par  consé- 
quent plus  petit  que  n.  Mais  comme  n est  un  nombre  premier , les 

deux  équations  r*  = i , r = i , ne  sauraient  avoir  lieu  ensemble,  à, 
moins  qu’on  n’eût  /•=  i , ce  qui  est  contre  la  supposition. 

(437)  Cela  posé , le  polynôme  X peut  être  mis  sous  la  forme 

X=(x  — r)  (x  — r*)  (x  — r5) (x  — r— '). 

1 

Et  comme  on  peut  mettre  r*,  ou  en  général  r*  au  lieu  de  r,  on  aura 
aussi 

X = (x  — r*)  (x  — r4)  (x  — 1*) (x  — r**-*), 

*t  en  général , 

X = (x  — r*)  (x  — r**)  (x  — r^*) (x  — rn*  *). 

Donc  puisque  le  second  terme  du  polynôme  X a pour  coefficient  4-  * > 
on  aura 

0=1  -{-r-f-r’-t-r3  -f- 4-  r*T 


«t  en  général. 


. * . a*  , 

O = 1 + r -f-  r -J- 


3* 


. . . . .-f-  r 


.(*  — !;<« 


équations  qui  ont  lieu  sans  désigner  celle  des  racines  de  l’équation  X=  o 
qu’on  prend  pour  r.  


(4S8)  » Théorème.  Soit  <ç(r,  s,  1,  u,  etc.)  une  fonction  rationnelle 
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» et  entière  (i)des  racines  rv  j,  t,  etc.  de  l'équation  X = o , ou  seule* 
» mentde  quelques-unes  d’entre  elles  ; si  dans  cette  fonction  on  substitue 
» successivement,  au  lieu  des  racines  r,  s , t , etc.,  leurs  quarrés  , leurs 
» cubes , et  ainsi  jusqu’aux  puissances  de  l’ordre  n , lesquelles  se  ré- 
h duisent  toutes  à l’unité;  je  dis  que  la  somme  des  n fonctions  ainsi 
n formées, 

• » <p(r,  s,  l,  etc.)  + ip(r*,  s*,  t%  etc.)  4- +<?('*,  **,  etc.), 

» sera  égale  h un  multiple  de  n.  » 

En  effet  chaque  terme  eu  particulier  de  la  fonction  p étant  de  la 

forme  A* s P1 * , et  les  racines  j,  t,  a,  etc.  étant  des  puissances  déter- 
minées de  l’une  d’elles  r,  il  est  clair  que  ce  terme  se  réduira  toujours 

h la  forme  Ar  , où  l’on  peut  supposer  e < n.  Donc  la  fonction  entière 
p(r,  s,  t,  u,  etc.)  se  réduira  à la  forme  , 

A'  + A'r-h  A"r> -f -AV>r*~': 

Si  l’on  met  ensuite  r*  à la  place  de  r,  ce  qui  change  en  même  temps 
s en  s*,  t en  t*,  etc. , la  fonction  1 p(4,  s%  <*,  u*,  etc.)  sera  représentée 
par 

A'  -f-  A*  A -f-  A"t* At#i*r+, 

et  en  général  la  fonction  p (r* , t* , etc.)  le  sera  par 

A'  4.  ^'r*  4-  y/V* 4-  ^*V(n-0“.  * 

Donc  la  somme  de  toutes  ces  fonctions  jusqu’à  p (r*,  s*,  t",  etc.)  inclu- 
sivement, sera 

nA'  4-  Aw  (r  4-  r*  4-  r* /■") 

4-  (/'-f*  4 4-  r« r**) 


4-  AM(r~'  4-  r“— * 4-  4— 3 4-  4 e— ■>), 


(1)  Nous  appellerons  désormais  fonction  rationnelle  et  entière  des  quantités  r,  s , 

I,  uf  etc.  toute  fonction  composée  de  tant  de  termes  qu'on  voudra , de  la  forme 

AtAsCt>J  etc. , A étant  un  entier. 
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quantité  qui  se  réduit  à nA'  (n*  437),  et  par  conséquent  est- un  mul- 
tiple de  n. 

Il  est  liien  à remarquer  que  ce  théorème  a lien,  quel  que  soit  le 
nombre  des  racines  r,  s,  t,  etc.  qui  entreut  dans  la  fonction  <p. 


(43g)  Théorème.  « Si  le  polynôme  Z=xm-^-Axm~‘ + •+■ 

» ex"-’  -f-  etc.,  dans  lequel  Je»  coefficiens  A,  B , C,  etc.  sont  entier», 
» est  divisible  par  le  polynôme  P = x“  -f-  ax"~‘  -f-  £x"~*  -f-  etc. , dont 
» tous  les  coefficiens  a , b , c , etc.  sont  rationnels  ; je  dis  que  ces  déf- 
it nier»  doivent  aussi  être  des  nombres  entiers.  » 

Car  après  avoir  réduit  tous  les  termes  de  P , excepté  le  premier  x*,  à 

un  même  dénominateur,  soit  ce  dénominateur  — a'uA , J1  étant  la 
plus  haute  puissance  de  l'un  des  nombres  premiers  qui  en  sont  divi- 
seurs; on  pourra  supposer  (u*  i4)> 


P' , P *,  f5*  étant  des  polynômes  en  x dont  tous  les  coefficiens  sont 
entiers , le  premier  du  degré  n commençant  par  x* , les  deux  autres 
du  degré  n — 1 au  plus.  Si  on  appelle  Q le  quotient  de  Z divisé  par  P , 
on  pourra  faire  semblablement 


CL  û 


Cela  posé,  le  produit  PQ  devant  sc  réduire  à un  polynôme  dont  tous 
les  coefficiens  sont  entiers , il  faudra  que  le  terme  disparaisse  de 


lui-même,  puisque  les  autres  n’oflrent  dans  leurs  dénominateurs  que 
des  puissances  moins  élevées  de  a.  Donc  l’une  tu  moins  des  quantités 

.P*  et  Q*  est  nulle  : ce  ne  peut  être  P',  puisque  P contient  a!*  dans  se* 
dénominateurs  ; donc  on  a Ç*  — o,  donc  x ne  se  trouve  pas  dans  les 

dénominateurs  de  Q.  Mais  alors  ayant  d’une  part 

de  l’autre  Q—Q -f- -^r,  le  produit  PQ  contiendra  la  partie  -f- 

~^-r,  dont  le  dernier  ternie  peut  être  changé  - , / et 

g étant  des  nombres  entiers  (n*  14  ).  Or  la  puissance  la  plus  élevé* 
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de  x dans  fP'Q'  est  moindre  que  dans  P’Q' , puisque  Q'  con- 
tient le  terme  je*-*  qui  u'«st  point  liens  Q”.  Donc  +J-- ■ ^ ne 

saurait  se  réduire  h un  entier.  Donc  le  polynôme  P ne  doit  contenir 
dans  ses  cocflicicus  aucun  terme  fractionnaire. 


(44°)  TiifoRÈw*.  « Le  polynôme  X , dans  lequel  a est  toujours  sup- 
» posé  uu  nombre  pr.cniier,  no  peut  se  Recomposer  en  deux  facteurs 
» rationnels.  » 

Car  supposons  que  le  polynôme  .Y  du  degré  « — i , ait  pour  facteur 
le  polynôme  de  degré  inférieur 

P — x -f-  ax  1 -f-  bx~ * ....  -J-  hx  -f-  k , 

il  faudra,  par  le  théorème  précédent,  que  tous  les  coefliciens  a,  b, 
c,  etc.  soient  des  entiers.  De  plus  on  peut  observer  que  » doit  être  pair 
et  k positif;  car  si  ces  conditions  n'avaient  pas  lieu  à-la-fois,  l’équation 
P — o aurait  au  moins  une  racine  réelle,  laquelle  serait  aussi  une  racine 
del'équation  .V — o : or  on  sait  que  celle-ci  n'a  que  des  racines  imaginaires. 

Soient  r,  s,  t,  u,  etc.  les  racines  del'équation  P=o,  ensortc  qu’on 
ait  l'équation  identique 

P — (x  — r)  (x  — f)  (x  — /)  (x  — «)  etc., 

le  nombre  .des  facteurs  x—j-,  x — r , etc.  étant  ».  .On  peut  donner  une 
valeur  quelconque  ù x dans  cette  équation  ; soit  donc  x = i , et  appe- 
lons //  ee  que  devient  P;  nous  aurons 

p‘  — (t  — r ) (i  . — s)  (t  — t)  (r  — u)  etc. 

. Le  nombre  p aura  aussi  pour  valeur  1 + “ + ^ + r + etc.,  et  ainsi  jl 
sera  entier;  déplus,  il  .devra  être  positif,  puisque  toutes  les  racines 
r,  s,  t,  etc.  sont  imaginaires. 

Au  moyeu  de  l’équation  P=o , dout  les  racines  sont  r,  s , l , u , etc. , 
il  eSt  aisé  de  former  une  antre  équation  P^=o,  dont  les  racines  soient 
r*,  s*,  t" , etc. ; et  parce  que  les  coefliciens  du  polynôme  P sont  en- 
tiers, le  premier  étant  = i , ceux  du  polynôme  de  même  degré  P^ 
seront  pareillement  entiers,  ainsi  qu’il  résulte  des  formules  connues.  Donc 

si  on  fait  es  i dans  chacun  des  polynômes  P^\  et  que  les  nombres 
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résultans  soient  successivement 

p'  es  (i — /■*)  (i—  s*)  (i—  /’)  (i— «*)  etc. 
p*  = (i  — r3)  (i— fs)  (i — <3)  (i — k3)  etc. 


p* =■>  = («— r—')  (i—  s*-)  (i— <— ')  (i— «*-)  etc., 

il  est  clair  que  tous  les  nombres  p',  p‘,  p’,. . ./é*-0  seront  des  entiers 
positifs. 

Maintenant  si  on  multiplie  toutes  ces  équations  entre  elles,  et  qu'on 
observe  que  par  l’équation  A = (x— r)  (x— s)  (x— <),  etc.,  on  a pour 
chacune  des  racines  r,  s,  i , etc. 

(,_r)  (i-r*)  (i— r3)- •••(«—  /— ) = n 
(i—  s)  (i— s‘)  (t— s3)....(i—  s"~')  = » 

, * etc. 

le  produit  sera 

p’py. . . = n. 

lifais  puisque  toutes  les  quantités  p,  p" , sont  des  entiers  po- 

sitifs, et  que  leur  nombre  n—i  surpasse  r,  il  faut,  pour  que  leur 

produit  soit  n,  que  quelques-unes  d’entre  elles  soient  égales  à «oui 
une  puissance  de  n,  et  que  d'autres  soient  égales  à l’unité.  Le  nombre 
de  celles-ci  ne  peut  être  moindre  que  n — i — »;  si  on  l’appelle  k , il 
est  clair  que  la  somme  p +p’+p‘- ■ • •-+-/*“ 0 6era  de  la  forme  k+An. 
Or  on  a démontré  (n*  45Ç)  que  la  même  somme , en  y comprenant 
qui  est  zéro,  est  un  multiple  de  n.  Il  faudrait  donc  qu’on  eût  k-\-An=Bn, 
équation  impossible,  puisque  A-  est  O et  >n— i— »,  ou  = n— t— ». 
Donc  si  P est  diviseur  de  la  fonction  X , les  coefEciens  de  P ne  peuvent 
être  des  nombres  entiers.  Donc  la  fonction  X ne  peut  avoir  que  des  fac- 
teurs irrationnels. 

Reman/ue.  Ce  théorème  n’aurait  pas  lieu  si  n était  un  nombre  com- 
pose; par  exemple  , lorsque  n = t),  on  a X=  (xH-x-fi)  (x'+x’+i). 

(440  Puisqu’il  est  démontre  que  le  polynôme  X ne  peut  avoir  aucun 
facteur  rationnel,  n étant  un  nombre  premier,  la  résolution  de  l'équa- 
tion X=o  ne  peut  se  faire  qu’en  décomposant  X en  facteurs  irration- 
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neb.  Or  la  théorie  que  nous  allons  exposer,  d'après  M.  Gauss,  a pour 
but  de  démontrer  cette  proposition  très-gcnérale  : 

« Ayant  décomposé  n — i en  facteurs  premiers  a,  b,  c,  etc.,  de 

»~ sorte  qu’on  ait  n—  t =a*be<?  , etc.,  je  dis  que  la  résolution  de  l'é- 
» quation  AT  = o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  de  x’ — 1 = 0,' 
m pourra  toujours  se  réduire  à la  résolution  de  plusieurs  équations  de 
» degré  inferieur,  savoir:  a équations  du  degré  a,  C du  degré  b,  y.  du 
» degré  c,  et  ainsi  de  suite,  » 

Par  exemple,  si  l’on  a n=zyZ  , ce  qui  donne  n— i = a’.5’,  la  réso- 
lution de  l’équation  x’3 — i =o  s'effectuera  moyennant  trois  équations 
du  second  degré  et  deux  du  troisième. 

Si  l’on  a «=17,  ce  qui  donne  n — 1 = 2*,  la  résolution  de  l’équa- 
tion .r”  — 1=0  se  réduira  à celle  de  quatre  équations  du  second  de- 
gré. On  peut  donc  diviser  géométriquement  la  circonférence  en  dix-sept 
parties  égales , ce  qu'on  était  loin  de  regarder  comme  possible  avant  la 
démonstration  de  M.  Gauss. 

En  général,  si  le  nombre  premier  n est  de  la  forme  a”-l-  i , on  pourra 
réduire  la  résolution  de  l’équation  x* — 1=0  à celle  de  m équations 
du  second  degré;  il  ne  faudra  même  que  m — i de  ces  équations,  s’il 
s'agit  de  la  division  du  cercle  en  n parties  égales. 

Observons  que  a"-f-i  ne  pourrait  être  un  nombre  premier  , si  m était 
impair  ou  qu’il  eût  seulement  un  diviseur  impair,  car  a***'-)-!  a pour 

facteur  3,  et  2^+  1 a pour  facteur  2*-f-i,  si  £ est  impair.  Donc2"-J-i 
ne  pourra  être  premier  que  lorsque  m sera  une  puissance  de  2 , et  ce- 
pendant il  ne  sera  pas  premier  toutes  les  fois  que  m sera  une  puissance 
de  2;  car  il  y a exception  lorsque  m = a5=3a. 

Après  les  cas  de  m—  1 , a,  4»  qui  sont  déjà  connus,  si  l’on  prend 
celui  de»»  = 8,  il  en  résulte  n = a' -f- 1 =a5y , qui  est  un  nombro 
premier.  Donc  on  peut  diviser  géométriquement  la  circonférence  en 
a57  parties  égales,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  sept  équations  du  second 
degré. 

La  division  géométrique  peut  se  faire  aussi  en  a55  et  a56  parties , puis- 
que a55  = 3.5.17  et  a56=  a'  ; de  sorte  que  les  trois  nombres  consé- 
cutifs a55,  a56,  257,  ont  la  propriété  de  diviser  géométriquement  la  cir- 
conférence. Dans  les  nombres  inférieurs,  il  faudrait  descendre  jusqu’à 
i5,  16,  17,  pour  rencontrer  une  semblable  propriété. 

Et  parce  que  a''-f- 1 =6553y  est  aussi  un  nombre  premier,  si  on  re- 
marque que  a‘e  — i=(as — i).(a* -f- 1)  = a55.a57,  on  verra  que  les 

56 
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trois  nombres  consécutifs  65535  , 65536,  65557,  quoique  très-grands , 
jouissent  encore  de  la  même  propriété.  Mais  on  ne  peut  continuer  immé- 
di-itcmcnt  cette  suite,  parce  que  3,*-j-i  n'est  pas  un  nombre  premier. 

(44»)  Toute  racine  de  l'équation  X=o  pouvant  être  représentée  par 

r , a n’étant  ni  zéro  ni  multiple  de  n,  nous  désignerons  cette  racine  par  l’ex- 
pression abrégée  (a).  Cela  posé,  deux  racines  (a)  et-  (G)  seront  les  mêmes 
si  a. — G est  divisible  par  n,  et  différentes  s'il  n’est  pas  divisible.  De  plus  , 
fl  suit  de  l'origine  de  ces  racines  que  le  produit  (x)x (£)  = (*-{- 6)  , et 
que  la  puissance  (»)*=(»«),  propriétés  analogues  à celles  des  loga- 
rithmes. On  observera  aussi  qu’on  a (o)=i , (n)=i , et  en  général  (foi)=  i , 
puisque  ces  expressions  représentent  r % r",  r**,  qui  sont  égales  à l’unité. 

Toutes  les  racines  de  l'équation  A'=o  sont  représentées  par  la  suite 
(0  > (*)>  (3).  • • .(«—  i);  mais'comme  au  lieu  de  r ou  peut  prendre  en 

général  r \ pourvu  que  a ne  soit  pas  divisible  par  n , ces  mêmes  racine» 

seront  représentées  par  la  suite  (a),  (»<*),  (3a). . .(n—  î .a)*,  qui  ne  dif- 
férera de  la  première  que  par  l’ordre  de  ses  termes. 

(443)  Considérons  maintenant  l'équation  indéterminée ar*-1 — i=dC(n), 
dont  le  second  membre  désigne  un  multiple  quelconque  de  n.  On  sait 
que  les  n — 1 racines  de  cette  équation , supposées  positives  et  moindres 
que  n , sont  la  suite  des  nombres  naturels  1,  a,  3....(n — 1).  On  sait 
en  même  temps  (n*  536)  qu’il  est  toujours  possible  de  trouver  un  nombre  g 
qui  par  scs  puissances  successives  donne  toutes  les  racines  de  la  même 
équation  ; de  sorte  que  la  suite  g , g*,  g3, . . -g*-',  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  1,  g,  g*,. . .g*-1,  donne,  en  omettant  les  multiples  de  n,  les  mêmes 
termes  qui  sont  contenus  dans  la  suite  1,  a,  3. . . .(n — i). 

Ce  nombre  g,  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  racine  primitive , doit 
être  tel  que  m étant  plus  petit  que  n — 1 , on  ne  puisse  avoir  g"  = 1 , on 
g* — 1 =0 K(n).  Alors  a étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  n, 

on  pourra  toujours  trouver  un  exposant  p,  tel  que  g — a , c’est-à-dire  , 

tel  que  gf — a=c4C(n);  car  le  nombre  a , s’il  se  trouve  dans  la  suite 
1,  a,  5..  .n — 1,  doit  également  se  trouver  dans  la  suite  t,g,g*»g3...g*-*» 
et  si  a est  plus  grand  que  n,  il  suffit  de  considérer  le  reste  de  a divisé 
par  n. 

Au  moyen  de  la  racine  primitive  g on  peut  donc  exprimer  toutes  les 


CINQUIÈME  PARTIE.  445 

racines  de  l'équation  X = o,  de  celte  manière:  (i),  (g),  (g')--"(gM~‘), 
et  plus  généralement , en  prenant  pour  a,  un  nombre  quelconque  non- 
divisible  par  n , ces  racines  pourront  être  représentées  par  la  suite 

(«)*  (“£)»  (*g') («r~‘)î 

elles  le  seraient  également  par  la  suite 

(«).  (*G),  («G*) («G"), 

si  G était  une  autre  racine  primitive  de  l'équation  x*-1  — i =cM(n)  ; or 
il  en  existe  toujours  plusieurs,  excepté  le  cas  de  nz*3,  où  il  n’y  en  a 
qu’une. 

(444)  Soit  m un  diviseur  quelconque,  premier  on  non-premier,  de  n — i, 
et  soit  n — i = mA,  l'équation  indéterminée  x*~'  — i =cJC(n),  qui  devient 
x"* — i — oK(n),  pourra  se  décomposer  en  un  nombre  k d’équations  de 
la  forme  x” — A—ctiXn). 

Pour  cela  il  fâut  faire  A'  — \,  c’est-à-dire,  A'  — i —cM(n)  ; et  si  on 
représente  par  i.  A’,  A" . . .AfJ‘~''i  les  k — i valeurs  de  A qui  satisfont  à 
cette  équation,  il  est  clair  que  l’équation  x“*— is=o4C(/j)  sera  équivalente 
à ces  k équations  : 

x*  — i =r  ci C(n) 

X-  — A’  — otC(n) 
x“  — A’  = cX(n) 


x“  —A*-k~'\=  c4f(n); 

et  toutes  les  solutions  de  l'équation  x*-' — je=o £(»)  seront  ainsi  parta- 
gées en  k groupes  de  chacun  m termes , puisque  chacune  des  équations 
précédentes  doit  avoir  m solutions. 

(445)  Appelons  a,  «' a0*-0,  les  m racines  de  l’équation  indé- 

terminée x“  — A'  — otC(n).  Ces  mêmes  racines  considérées  comme  ex- 
posai! 5 de  r et  transportées  à l’équation  X~o,  formeront  le  groupe  de 
racines  correspondantes 

(«),  («'),  (**) (*'~°), 

que  nous  appellerons  une  période,  et  que  nous  désignerons  par  l’expres- 
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sioii  abrégée  (m,  a) , où  m est  le  nombre  des  termes  de  la  période',  et  « 

l’exposant  d'un  de  ses  termes. 

Sous  ce  point-de-vue,  la  totalité  des  racines  de  l'équation  Xz=a 
forme  elle-même  une  période  de  n — i termes,  dont  un  terme  est  r* 

ou  (i);  et  cette  période  peut  se  désigner  par  (n — i,  i)  ou  (n — i , * ), 
«t  étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  n. 

Lorsqu'on  fait  n — \z=.mk,  la  période  totale  (n  — i , i)  ou  (mk,  t)  sc 
décomposera  en  k périodes  de  m termes,  dont  une  quelconque  sera  dé- 
signée par  (m,  a).  Mais  il  convient  d’examiner  plus  particuliérement  la 
formation  de  ces  périodes. 

r 

(446)  Pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  A qui  satisfont  à l’équation 
Ak  — i=cX(n),  j’observe  qu’on  peut  faire  Al=g“~'  —g”1,  ce  qui  don- 
nera A=g“;  et  cette  valeur  élevée  à ses  puissances  successives  donnera 
toutes  les  autres,  de  sorte  que  les  k racines  de  l’équation  Ay  — 1 =cX{n), 
seront  • 

1,  g ",  8“ S0-0"* 

Ces  valeurs  sont  toutes  différentes  entre  elles  j car  si  on  avait  gm“=gn’ , 

il  en  résulterait  1 , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  (44~)  > puisque 

m (/j. — r)  est  plus  petit  que  mk  ou  n — 1. 

Les  valeurs  de  A étant  connues,  il  sera  facile  de  résoudre  chacune 
des  équations  ,r“  — A—  cX(n). 

Et  d’abord  l’équation  jc“ — 1 = cfl(n)  étant  la  même  que. 

xm — g"*  — cX(n)  , on  en  tire  x—g.  Soit  donc  h=gl,  et  les  m valeurs 
de  x dans  l’équation  jc”  — 1 = cM.(n) , seront 

1 , h,  h‘,  h’ h“~‘. 

On  prouverait  d’ailleurs  , comme  ci-dessus , qu’elles  sont  toutes  diffé» 
rentes  entre  elles. 

La  seconde  équation  A‘  — cg(n),  où  l’on  a A'— g",  donne 

x =g  , et  de  là  les  m solutions  comprenant  le  second  groupe 

g , gh>  gh‘~'- 

I,a  troisième  .r"  — A'  = ctt(n),  où  l’on  a A‘  —g™,  donne  pour  les 
valeurs  de  x composant  le  troisième  groupe , 

t,  t*,  f* g‘^~'> 


et  ainsi  de  suite. 
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Revenant  donc  à l’équation  Xsso  , on  voit  que  les  racines  formant 
la  période  ( m , 1)  sont  / 

(0,  (*),  (*■) (A—); 

que  les  m racines  de  la  seconde  période  (m,  g)  sont 

(g),  (Sh)>  ( Sh% ) (g*"-')} 

que  les  m racines  de  la  troisième  période  ( m , g‘ ) sont 

(r).  (*•*)»  (*•*•) (***—)> 

et  ainsi  jusqu’à  la  période  (m,  g'r'),  qui  comprend  les  racines 

( g *-),  (**-*),  (ff*-A*) (^-'A— )■ 


(44?)  La  période  («— 1 , t)  ou  (mi , 1)  comprenant  toutes  les  racines 
de  l’équation  X—o,  se  divise  donc  en  A périodes  de  m termes,  lesquelles 
sont  : 

("»»»)>  (m>  g)»  (m>  g‘) ("•>  g*~')i 

et  parce  qu’au  lieu  de  r on  peut  mettre  r“,  ou  parce  qu’on  peut  suppo- 
ser <*  = £%  ces  k périodes  peuvent  aussi  être  représentées  par 

(m,  <*),  (m,  <tg),  (m,  tg') (m, 

a étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  n. 

Chacune  de  ces  périodes  représentée  par  (m,  »)  est  composée  des 
termes  (a),  (aA),  (œ/i*). . . .(a/i”- ');  et  comme  cette  suite  est  rentrante 
sur  elle-même,  puisqu’en  omettant  les  multiples  de  n,  on  a ctA “=«,  il 
est  clair  qu’au  lieu  du  terme  (a) , on  peut  prendre  un  terme  quelconque 
de  la  période,  et  qu’ainsi  la  période  désignée  par  (m,  a.)  peut  l’être  éga- 
lement par  (m,  ah),  (m,  «A*),  etc. 

(448)  Ayant  ainsi  décomposé  la  période  (mi,  1)  en  A périodes  de  m 
termes,  dont  une  quelconque  est  (m,  a),  si  on  a m=m’i',  on  pourra 
décomposer  de  même  chaque  période  (m,  a)  o,u  (m'A',  a)  en  k périodes 
de  m termes. 

Soit  x" — A=a Jé(n)  l 'équation  indéterminée  dont  les  racines  servent 
à former  la  période  (ro,  a)  , de  sorte  que  a soit  une  des  valeurs  de  x , 
ou  qu'on  ait  am=A  ; nous  commencerons  par  décomposer  l’équation 
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indéterminée  x" — A — att(n)  ou  et”'*' — A—<AL (n)  en  K équations  de 

la  forme  x”' — B = AL(ji). 

Pour  cela  il  faut  qu’on  ait  B*  — A = cM(») , ou  pour  abréger  , . . . . 
Bl'=A=a'*=‘im'k'  ; de  là  on  tire  B=a t"',  ou  plus  généralement  2?=*"^; 
y étant  l’une  des  racines  de  l’équation/*'  — 1 = 0 tt(n).  Celleci  donne, 
en  omettant  toujours  les  multiples  de  »,  j*  = 1 =g“~‘—gmi=gm,t'‘; 
donc  y = g"'*. 

Soit  g'  et  les  k'  valeurs  de  W seront 

a”',  «’V*» «-yt*--». 

On  aura  ensuite  à résoudre  les  k'  équations 

x"'  — — cK(n) 

x”'  — aT'g'  = o K(n) 
x*  — cT'g''  — oK(ji)  . . 

x»'  — a-yt*--)  = c4((n)  ; 

et  le  groupe  de  racines  provenant  de  chacune  de  ces  équations  servira 
à former  l’une  des  périodes  de  ni  termes  dans  lesquelles  se  décompose 
la  période  (m,  *). 


(449)  La  première  x“'  — a"'  — cM(n)  donne  x — a,  ou  plus  généra- 
lement x=*y  ,y  étant  une  des  ni  racines  de  l'équation/”' — 1 =cJt(n). 
Celle-ci  donne,  en  omettant  les  multiples  de  »,  y*'—  1 usg*-1  =£"'*'*; 
donc ^ =£*'*.  Soit  A' =y'*=^c,— ,5i"'J  et  les  racines  de  l’équation... 
x"'  — = <M.(n) , seront 

et,  ali,  ali‘ «A'C-'-O. 

I.a  seconde  équation  x”'  — am’g'  = cK(n)  ne  diffère  de  la  précédente 
qu’en  ce  qu’au  lieu  de  a"'  on  a a"'g'  ou  a-'y"  ; ainsi  il  suffit  de  mettre 
etg * à la  place  de  a , et  on  aura  pour  les  racines  de  la  seconde  équation 

ag\  aglli,  «y  A'*, ag'li^r»; 

celles  de  la  troisième  seront  semblablement 

*y‘>  ag"H>  ay‘A'<*'-°, 

et  ainsi  de  suite. 
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Donc  la  période  (m , ai)  on  (m'k,  a)  se  décomposera  en  V périodes 
de  ni  termes,  savoir: 

(«'>*)»  ( “V  aSl)>  ag“) “g0'-0*  ) , 

et  l’une  quelconque  de  ces  périodes,  désignée  par  (y»',  £),  contiendra 
les  racines 

(«)»  («'),  («•) 

elle  pourra  être  également  désignée  par  (m',  Ch’),  (m',  6/1'*) , etc. 

(45o)  Maintenant  les  autres  sous-divisions , s'il  y a lieu , ne  pré- 
sentent aucune  difficulté. ‘Par  exemple,  si  l’on  a ni  = mW , et  qu’on 
veuille  de  nouveau  décomposer  la  période  (ni,  a)  ou  (nik’y  a.)  en  A* 
périodes  de  ni  termes,  ces  périodes  seront,  en  faisant  e=AA', 

(ni , *) , (ni,  ag1)  , (ni,  ag~) ...,..(m‘,  ; 

et  chacune  d’elles,  par  exemple  la  période  (ni,  a),  sera  composée  des 
racines 

. («),  (aH), 

où  l'on  a //=gt'-0  “*.  Ainsi  on  peut  directement  obtenir  ces  périodes 
sans  recourir  à celles  qui  précèdent. 


(45 1)  Soit  pour  exemple  n — 19  ; comme  a est  une  des  racines  pri- 
mitives de  l’équation  x" — 1 = cff(  19) , on  pourra  faire  g=a.  Si  ensuite 
on  décompose  le  nombre  n — 1 =18  en  deux  facteurs  6 et  3,  on  fera 
»i=6,  A=3,  h=gi= 8.  La  période  (18,  1)  contenant  toutes  les  ra- 
cines de  l’équation  X — o,  se  décomposera  donc  en  trois  périodes  de 
six  termes,  savoir  : (6,  1),  (6,  a)  et  (6,  4). 

La  période  (6,  1)  comprend  les  racines  (1),  (8),  (8’),  etc.,  lesquelles, 
par  l’omission  des  multiples  de  19,  deviennent  (1),  (8),  (7),  (18), 
(11),  (la). 

Multipliant  les  nombres  ainsi  réduits  par  a,  et  omettant  encore  les 
multiples  de  19,  on  aura  (a),  (16),  (14),  (17),  (5),  (5)  pour  les  racines 
qui  composent  la  période  (6,  a). 

Enfin  on  trouve  de  même  que  les  racines  composant  la  période  (6,  4) 
sont  (4),  (i3),  (9),(i5),  (6),  (10). 

Ainsi  les  18  racines  de  l’équation  Xsz-o  sont  distribuées  entre  les 
trois  périodes  (6,  1),  (6,  a),  (6,  4),  et  toute  période  désignée  par 
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(6,  et)  se  rapportera  à l’une  de  ces  trois  périodes,  savoir,  à celle  dans 
laquelle  (a)  est  compris.  Ainsi  on  a (6,  3)  = (6,  a),  (6,  5)  = (6,  a) , 
(6,  6)=(6,  4),  etc.  . 

(45a)  Si  l’on  veut  décomposer  ultérieurement  l’une  des  périodes  de 
six  termes  en  trois  autres  de  deux  termes,  on  aura , d’après  les  formules 
du  n'  448»  n»'  = a,  è'=3,  g-*=8.  Donc  1a  période  (6,  i)  se  décom- 
pose en  trois  autres,  savoir:  (a,  t),  (a,  8),  et  (a,  64)  ou  (a,  7). 

El  pour  avoir  les  termes  dont  chacune  de  ces  dernières  périodes 
est  composée,  il  faut  prendre  a9=  18.  D’après  cette  valeur 

de  /»',  les  deux  termes  de  la  période  (a,  1)  seront  (1)  et  (18),  ceux  de 
la  période  (a,  8)  seront  (8)  et  (1 1),  et  ceux  de  la  période  (a , 7)  seront 

(7) et  C12)- 

Décomposant  de  la  même  manière  les  périodes  (6,  a)  et  (6,  4)»  on 
formera  le  tableau  suivant,  qui  contient  les  périodes  de  six,  de  deux 
et  d’un  seul  terme , dans  lesquelles  se  décomposent  les  racines  de  l’é- 
quation X —O. 


Périodes 

Périodes 

Termes 

de  six  termes. 

de  deux  termes. 

simples. 

(2,  0 

( '),  (-8) 

(6,  0 

(3,  8) 

( 8),  (..) 

C2,  7) 

( 7),  (>3) 

(3,  2) 

( 3),  (17) 

(6,3) 

(a,  .6) 

(>6) , ’(  5) 

(3,  >4) 

(»4),  ( 5) 

(3,  4) 

( 4),  («5) 

(6,  4) 

(2,  l3) 

(«5),  ( 6) 

(3,  9) 

( 9),  (>o) 

(453)  Théorème.  « Soient  (m,  a),  ( m , G),  deux  périodes  sem- 
>1  blables , ou  du  même  nombre  de  termes  m,  mais  d’ailleurs  égales  ou 
n inégales;  si  on  désigne  par  /(m,  a)  et  /{m,  G),  la  somme  des  racines 
» dont  ces  périodes  sont  composées , et  que  le  produit  de  /( m , a)  par 
n f(m.  G)  soit  appelé  n,  je  dis  qu’on  aura 

« Il  s=/(iw,  a + 6)  +/(m,  ah -{-G)  4-  f(m>  ah'  4-  G)  4-  etc. 
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a (a),  («A),  («/<*) , etc.  étaut  les  différentes  racines  comprises  dans  la 
,»  période  (/«,  a).  » 

En  effet,  soit  comme  ci-dessus  n — i = ntk  et  h=gk,  on  aura  par  ce 

qui  précède  (/«,  a)  =(/«,  ah  ) — (m , ah')  , etc.  On  aura  aussi 

f(m , ë)  = (ë)  -(-  (ëh)  + (ëh')  4-  etc.  Donc  le  produit  H peut  se  mettre 
.sous  la  forme 

(ë)  f(m,  a)  4-  (ëh)  f(m,  ah)  4-  (ëh')  f(m,  ah')  4-  etc., 

le  dernier  terme  de  cette  suite  étant  (ëhm~')  f(m,  ahr~').  Mais  puisque 
f(m,  a)  = (a)4-(it/j)4-(oi/»’)4-etc.,  et  qu'eu  général  (a)x(')=(«H-G), 
on  aura  (ë)J\mf  a)  = (a 4- G)  4"  (aA4-S)  4" (*^"4“ G)  4-ctc.  Dévelop- 
pant de  même  cliacuu  des  autres  produits  partiels,  ou  aura  le  produit 
total  n = 

(t  + C)  4 ( «A  4 C ) 4 («*>’  + O 4-....+(«A"-+ f ) 

4-  («A  4 CA)  4 («A*  + CA)  +(  «A’  + CA)  ,+  .... 4(  «A“  4 «) 

4 («A*  4 CA*)  4 («AJ  4-  CA*)  4-  ( «A<  + CA'). +....+( «A“*'+  CA*) 


4.  («A— 4CA— ')  4 («A-+CA— •) *4  («A"*' 4CA— 1 ')+... .4(*A“"—+îA*-'). 

Prenant  la  somme  des  différentes  colonnes  verticales  qui  donnent  cha- 
cune une  même  période , ou  aura  le  produit  cherché 

n = /(/»,  a+ë)  4 -f(m,  ah+ë)  +/(m,  ah' 46) ....  +f(m,  ah*--+-ë). 

(454)  Voici  maintenant  quelques  corollaires  généraux  qui  se  déduisent 
de  cette  proposition. 

I.  Les  différentes  parties  dont  le  produit  FI  est  composé  se  réduiront 
toujours  soit  à l’expression  y(m,  o)  ou  f(m , n)  dont  la  valeur  est  m , 
soit  à quelques-unes  des  quantités  f(m,  1),  f(m,  g),f(m,  g')  etc.  Donc 
on  aura  toujours 

n = am  4 à f(m,  1)  4 «'/("')  g)  + a“  f(m>  g‘)  + elc- 
les  coefficient  a,  a,  a,  etc.  étant  des  entiers  positifs  ou  zéro. 

II.  i étant  un  entier  quelconque  , le  produit  de/(/n,  ia)  par  f(m,  ië) 

sera  =/(m,  ia-\-ië)  +/(m,  tali+iC)  4 /(»»,  i«/<*4'£)4  etc.;  ce  même 
produit  s’exprimera  donc  jussi  par  * 

nw  = am  4 a‘ f(mt  0 4 a f\m,  >g)  + aV(m>  'g')  + c,c- 
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UI.  Le  produit  de  deux  quantités  de  U forme  / (m,  «)  pouvant  tou- 
jours se  réduire  à la  somme  de  plusieurs  quantités  de  la  même  espèce, 
il  est  clair  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  quantités  de  cette 
forme,  et  par  conséquent  aussi  leurs  puissances  et  les  produits  de  ces  puis- 
sances se  réduiront  toujours  à une  forme  linéaire  telle  que 

i) A"/(m,  g)  -f-  etc.  , les  coefficiens  A , A',  A",  etc. 
étant  des  entiers  positifs  ou  zéro. 

IV.  Donc  si  une  fonction  F est  composée  de  plusieurs  termes  de  la 
forme  fft  tf  v , etc.,  où  N est  entier,  et  t,  u,  v,  etc.  désignant  les 
quantités /(m,a),  /[m,  6),  /(m,  y),  etc.;  cette  fonction  se  réduira  tou»- 
jours  à la  forme  A~j-A'/(m,  i)  A‘/(m,  g)  -jr  etc.,  les  coefliciens  A , 
A" , A',  etc.  étant  pareillement  entiers. 

Si  ensuite,  au  lieu  de  l,  u,  v,  etc.,  on  substitue  /(ni,  ia),  /( m , iC), 
f(m,  iy),  etc.  respectivement,  le  résultat  formé  avec  lés  mêmes  coefli- 
ciens A , A',  A‘y  etc.^sera  A+A'/Çm,  i)  A’/(m,  ig)  -f-  etc.  Carie 
changement  dont  il  s'agit  se  fait  en  substituant  simplement  r1»  r,  puis- 
qu 'alors  toute  racine  désignée  par  (a)  devient  (ia)  ; il  faut  seulement  que 
( ne  soit  pas  divisible  par  n. 

(455)  Théorème.  « Si  l’on  considère  comme  donnée  la  quantité 
» /(m,  «)=/>,  je  dis  que  toute  autre  quantité  de  la  même  espèce  f(m,  C ) 
» sc  déterminera  rationnellement  parle  moyen  de p,  de  sorte  qu’on  aura 

u /(m,  Q = J+J'p+Arp‘+....+  A«-y-' , 

» A,  A’,  A",  etc.  étant  des  coefliciens  rationnels.  » 

Désignons  par  f,  /,  pm,  etc.  les  quantités  /(m,  ag) , /(m,  «g*), 
/(ni,  ag'),  etc.  respectivement;  parmi  ces  quantités  se  trouvera  néces- 
sairement /(m,  C)  , dont  on  cherche  la  valeur. 

La  somme  des  raciues  de  l'équation  X — o étant  — i,  on  a pour  pre- 
mière équation 

o=  i + p+p'+/-(-  etc. 

Si  ensuite  par  le  théorème  précédent  on  développe  les  puissances  succes- 
sives p',  p . .pk~‘,  pour  les  réduire  à la  forme  linéaire  , on  aura  À — a 
autres  équations  de  ia  forme 

p%  = am  -f-  a‘p  -1-  a'p’  -f-  a" p‘  -J-  etc. 

p'  — bm  h'p  -f-  b‘p‘  -f-  F p’  -f-  etc. 

p*  = ern  -f-  cp  c’p'  -J-  F p’  -f-  etc. 

etc. 

où  les  coefliciens  doivent  être  des  entiers  positifs  ou  zéro. 
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An  moyen  de  ces  k — i équations,  il  est  clair  qu’on  pourra  détermi- 
ner les  X — i quantités  p',  p’,  p",  etc.  en  fonctions  de  p,  et  la  valeur 
de  chacune  sera  de  la  forme  A A‘ p-\-  A" A , A', 

A’,  etc.  étant  des  nombres  rationnels. 

C’est  ce  qui  aura  lieu  nécessairement  par  la  nature  des  équations  li- 
néaires , ii  moins  qu’il  n'y  ait  dans  le  problème  nue  indétermination  fon- 
dée sur  ce  que  l’une  des  équations  ci-dessus  serait  uuo  conséquence  des 
autres.  Mais  comme  elles  contiennent  dans  leurs  premiers  membres  dif- 
férentes puissances  de  p,  nulle  de  ces  équations  ne  pourra  être  une  con- 
séquence des  antres,  à moins  qu’on  ne  suppose  qu’entre  les  quantités  p, 
p’jp^etc.,  il  existe  une  relation  telle  que  o==À+y7’”h/* plA~-  < 

Or  bette  relation  ne  peut  avoir  lien.  > 

En  effet,  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  linéaires  des  paissances 
p’,  p1,  etc.  donneraient  également  celles  des  puissances  de  p',p",  etc. , 

puisqu’en  général  si  une  fonction  entière  de  J\m,  a)  est 

A-\-A" f[px,  i)-f-  A"J\m,  g)  -|-  etc. , une  semblable  fonction  d c J\m,  icl) 
sera  A + A1  f(m,  i)  -f-  A"  f (m,  ig ) -f-  etc.  Donc  l’équation  qui  détermi- 
nerait p,  savoir  : os=f-+-fp  -\-j'p' . . conviendrait  égaie- 

ment  aux  autres  quantités  p',  p',  etc.;  elle  devrait  donc  être  du  degré  k 
et  non  du  degré  k — i , ou  d’uti  degré  inférieur. 

Si  on  objecte  que  parmi  les  quantités  p,  p',  p*,  etc.  il  pourrait  y en 
avoir  qui  fussent  égales  entre  elles,  je  répondrai  que  suivant  la  marche 
ordinaire  de  l’analyse,  l’équation  en  p n’en  devrait  pas  moins  être  du 
degré  k , mais  qu’alors  elle  aurait  des  racines  égales. 

An  surplus , il  est  facile  de  faire  voir  par  une  autre  considération  que 
deux  des  quantités  p,  p',  p*,  etc.  ne  peuvent  pas  être  égales  entre  elles.  En 

effet , p désignant  une  somme  telle  que  x*  -f-  a:*  -f-  x*  -f-  etc. , et  p'  une 
i C C' 

somme  semblable  x -f-x  + etc. , si  ces  deux  sommes  étaient  égales 
il  faudrait  qu’on  eût 

x ~{-x  -f-  x etc.  — a:  — x — x — etc.=o, 

les  nombres  a,  C,  a',  Ç',  etc.  étant  positifs  et  plus  petits  que  n — t.  Donc 
il  faudrait  que  le  premier  membre  de  cette  équation  eût  un  commun  di- 
viseur avec  la  fonction  X , et  ce  commun  diviseur  serait  nécessairement 
rationnel , ce  qui  a été  démontré  impossible  (n*  440). 

(456)  Exempte.  Soit  comme  cà-dessms  Assig,ME=r€,  k=  3,  noos 
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ferons  de  plus  p=/(6,  1),  p' —f{ 6,  a ),/>'=/(6,  4),  quantités  qui  s’ex* 

priment  immédiatement  par  les  raciues , de  cette  manière  : 

P — (0  + (7)  4 (8)  4 (n)  4 («a)  4-  (18) 

P'=  (a)  + (5)  4-  (5)  4-  (.4)  4-  (16)  4-  (17) 

P'=  (4)  4-  (6)  4-  (9)  4 (.0)  4-  (i5)  4 («5). 

Suivant  le  n*  /f55  , on  aura  pp—f(Gr  a)  4/(6, 8)4*/(6,  g)4\/(6,  ia) 

4/(6,  1 3)  4/(6,  19)  » P -h p 4 4 />  4 />*  46.  Donc 

pp  = 6 4-ap  4-  p'  4.  a p'. 

Dans  cette  équation  on  peut  changer  p en  p’,  pourvu  qu’on  change  en 
même  temps  p'  en  p'  et  p"  en  p ; car  cela  revient  à mettre  £&  à la  place 
de  a dans  une  fonction  de  /(m,  à)  ; on  aura  ainsi 

PP  — 6 4 y' 4 P'  4 a/>, 

et  semblablement 

> p’p’ — 6 4*  a// 4*  P 4 3p'- 

Le  théorème  cité  donnera  encore  pp'  ss  /(6,  3)  4" /(6,  9)  4/(6,  10) 
4/(6,  i5)  4/(6,  1 4)  4/(6,  ao),  ou 

PP'—P  +a/4  V; 

d’où  l’on  déduit 

/»>'  =/4a/4-  5/, 
p’p  =p‘  4 a/>  4 V- 

’ ’ * • IJ 

Ces  produits  suffisent  pour  trouver  tous  les  autres  : on  aurait,  par  exemple, 
p*  = 6p  4-  3P‘  -bpp'-hzp’p  — 1 a -f-  x5/,  4”  10/)'  4"  gp”,  et  de  là  se  dé- 
duiraient les  valeurs  de  p'*  et  p’3. 

Maintenant  si  on  veut  déterminer  p'  et  p'  par  le  moyen  de  p,  il  fau- 
dra résoudre  les  deux  équations 

o = 1 4 p 4 p’  4 p’ 

P%—  6 4-  a/,  4-  p’  4 a p'  ; 

d'où  l’on  déduira 

P'  — 4 ~ P‘ 

. P’~  P’ — P — 5, 

valeurs  rationnelles  et  même  entières. 

Si  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p3 , on  aura..'."? 
7 4 Gp  — p';  d'où  l'on  voit  que  les  trois  quantités  p,  p,  p'. 
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sont  les  racines  de  l'équation 

P1  ■+■  p‘  — dp  — 7 = o. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  et  ne  souffre  aucune  rédaction, 
mais  elle  jouit  de  cette  propriété,  qu’une  de  ses  racines  pétant  trouvée, 
les  deux  autres  p'  et  p’  s’expriment  rationnellement  au  moyen  de  p. 
Toutes  les  équations  que  nous  aurons  à considérer  dans  la  résolution 
de  l’équation  X = o jouissent  de  la  même  propriété. 

(457)  Théorème,  h Soit  <p  une  fonction  invariable  et  entière  des 
» racines  (a),  (a'),  («'),  etc.  comprises  dans  une  même  période  ( m , a); 
» je  dis  que  <p  sera  toujours  réductible  à la  forme  B -f-  B'  f (m , 1) 
» +1P /( m , g)  ■+■  B" f(m,  g')  -j-  etc.,  où  tous  les  coefficiens  B,  B 
» IP , etc.  seront  entiers.  » 

Nous  appelons  ici  fonction  invariable  des  quantités  s,  t,  u,  etc.  toute 
fonetion  qui  ne  change  pas  par  une  permutation  quelconque  faite  entre 
ces  quantités.  Tels  sont  les  coeificiens  de  l'équation  qui  aurait  pour  ra- 
cines les  quantités  s,  t , u,  etc. , et  une  foule  d’autres  fonctions. 

Cela  posé , la  fonction  dont»il  s'agit , comme  toute  autre  qui  ne  serait 
pas  invariable,  mais  dont  les  coefficiens  seraient  entiers,  se  réduira  totf- 
jours  à la  forme  A-j-A'(i)  -f-  A'(n)  -f-^"(5)  -f-  etc.,  où  A , A',  A',  etc. 
seront  entiers  (n*  458).  Il  s’agit  donc  de  faire  voir  que  dans  cette  valeur 
développée,  les  différentes  racines  d’une  même  période  (m,  g ')  ont  des 
coefficiens  égaux,  car  alors  les  termes  dépendans  de  ces  racines  auront 
• pour  somme  f(m,  g *)  multiplié  par  le  coefficient  commun. 

Soient  (G)  et  (y)  deux  racines  d’une  même  période;  en  faisant... 
g*"- ,)!*  = h,  on  aura  y = GA*,  h'  étant  une  puissance  donnée  de  A. 

Si  dans  l’équation 

? 0»,  (O,  (O,  etc.]  ~A+  A’(i)  + A"(f)  -f-  Am(V)  4-  etc. 

on  met  ah'  à la  place  de  <x,  le  premier  membre  restera  toujours  le  même, 
puisque  la  suite  («A'),  («'A'),  (a'A‘) , etc.  ne  diffère  que  par  l’ordre  des 
termes , de  la  suite  (<t) , (a),  (a*),  etc. , et  que  l’ordre  est  ici  indifférent. 
On  aura  donc  par  cette  substitution  1 

<?[(“)»  (=0,(0,  ctc.]  = A + A' {h')  + A\ih')  + A* (b h')  •+•  etc.  ; 
d’où  l’on  voit  que  dans  le  développement  de  la  fonction  9 deux  termes 
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tels  que  (i)  et  (h'),  (a)  et  (a h'),  et  en  général  (S)  et  (Ch')  ou  (6)  et  (y) 

ont  des  cocfficiens  égaux, 

La  fonction  p pourra  donc  toujours  se  réduire  à la  forme ’ 

B -(-  B J\m,  i)-f- Bf(m,  g)-f-etc. , où  tous  les  coeflîciens  sont  entiers. 
Ainsi  cette  fonction  sera  connue  si  on  connaît  toutes  les  quantités  J\m,  1), 
f[m,  ë)  > J\m>  g‘)  » etc-  > dont  le  nombre  est  fc, 

* 

(458)  De  là  il  suit  encore  que  la  même  fonction  des  racines  d’une 

autre  période  ( m,  ta  ),  sera  exprimée  par  la  suite  B B f(m,  i) 
*+*  ÆVX”*»  ‘ë)  ‘g')  + etc.,  qui  contieut  les  mêmes  coefficiens 

B,  B,  B,  etc.,  et  qui  ensuite  s'ordonnera,  si  l'on  veut , de  la  même 
manière  que  p. 

Comme  Ce  corollaire  est  lui-même  un  théorème  très-remarquable  , 
il  ne  sera  pas  inutile  de  le  démontrer  par  une  autre  voie  qui  d'ailleurs 
est  propre  à faciliter  les  calculs  quand  on  en  vient  aux  applications. 

Toute  fonction  invariable  et  entière  des  quantités  t,  t , u,  v,  etc.  se 
détermine  d’une  manière  rationnelle , si  on  connaît  la  somme  de  ces 
quantités,  la  somme  de  leurs  quarrée,  et  eu  général  la  somme  de  leurs 
puissances  de  même  degré.  Or  les  racines  composant  la  période  (m,  et) 
étant  (a),  (<th),  (nA*) , etc. , la  somme  de  leurs  quarrés  est  (sa) -f-  (a  aA) 
•(-(wA^-f-etc. , laquelle  se  réduit  à /{m,  aa).  La  somme  de  leurs  cubes 
se  réduirait  de  même  à /(m,  3a),  et  ainsi  de  suite.  Comme  d'ailleurs 
les  produits  de  ces  quantités  peuvent  se  réduire  à la  forme  linéaire 
(n*  454)  > il  s’ensuit  que  toute  fonction  invariable  et  entière  des  racines 
contenues  dans  la  période  (m,  et)  s’exprimera  rationnellement  par  la  for- 
mule M -f- a) -f- M’ftm,  aa)-f-ctc. , ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  la  formule  B -f-  BJ[ni,  1 ) B/[m,  g)  BTf[m,  g*)  -f-  etc.  ; mais  de 

plus  on  voit  par  la  démonstration  de  l’article  précédent , que  les  eoeffi— 
ciens  B,  B,  B“,  etc.  devront  être  entiers,  si  tous  ceux  des  termes  de  la 
fonction  <p  le  sont.  « 

(459)  Soit  proposé , par  exemple , de  trouver  la  somme  des  produits 

denx  à deux,  trois  à trois,  etc.  des  racines  (a),  (*'),  («*),  etc.  comprises 
dans  la  période  (m,  a);  on  fera  a),  »),  5*), 

et  désignant  les  sommes  cherchées  par  /(a»'),  /(eut' a.'),  etc.,  on  aura 
pour  déterminer  Ces  sommes  les  équations  : 
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/(*)  = 4' 

*/(«*')  = 4'/(«)  - 4' 

3/(*a'<)  = 47(*“')  - 47(«)  +4' 

4/(««'«V)  = 47(aa'a*)  - +«/(«')  + 47(‘)  - 4‘T 

«te. 

Au  reste,  toute  fonction  rationnelle  et  entière  des  racines  (a),  (a'), 
(a*) , etc.  devant  se  réduire  à la  forme  A ■+•  ^*(2)  "4  etc-  > dont 

tous  les  coefliciens  sont  entiers,  il  faudra  pareillement  que  les  valeurs  de 
/(eut') , /[eut'a'),  etc.  déduites  des  équations  précédentes,  ne  contiennent 
aucune  fraction  dans  leurs  coefliciens. 

Au  moyen  des  quantités  f(m,  i)  , /(m,  g)t  /(*»,  g')>  etc-  supposées 
connues  par  une  équation  du  degré  k,  on  pourra  donc  former  l’équation 
qui  a pour  racines  toutes  celles  qui  composent  une  période  déterminée 
(m,  a).  Car  en  représentant  cette  équation,  qui  est  du  degré  m , par. . . 
«*  — P^~'  4- — P,xm~*  -f-etc.  =o,  on  aura 

/»=/(«)=/('",«),  F =/(««'**),  etc.  J 

de  sorte  que  les  coefliciens  de  cette  équation  seront  connus  au  moyen  des 
quantités  4'»  4*>  4">  etc- , ou , ce  qui  revient  au  même  , au  moyen  des 
quantités /(m,  i),  /(m,  g),  etc. 

On  peut  observer  de  plus  que  la  dernière  des  quantités  P,  F,  F,  etc. 
sera  toujours  égale  à l’unité;  de  sorte  que  le  dernier  terme  de  l’équation 
sera  + î si  ra  est  pair , et  — i s’il  est  impair. 

En  effet,  le  produit  des  racines  comprises  dans  la  période  (m,  a)  est 
') : or  le  nombre  compris  dans  la  parenthèse 

hm  — • i . 

= « . ~gz~T  ~ °^(n)  > donc  le  produit  dont  il  s’agit  = (o)  = i. 

(460)  Exemple,  n étant  19,  cherchons  l’équation  qui  contient  les  ra- 
cines de  la  période  (6,  1)'.  Pour  cela  nous  ferons  comme  ci-dessus 
/(6,  1)  = p y /( 6,  a)  = p,  /( 6,  4)  = p",  ce  qui  donnera  4 '—p, 

4'  =/(6,  a )=p‘,  4*=/(6,  5)~p',  4”=/(6,  4)=/>  4-/(6,  5)=/, 

4”  =/(6,  6 ) = p‘.  Soit  donc  l’équation  cherchée 

x,  — Pxi+P'x*  — P"x’  4-.PV  — P”x  + P'  = o-, 

on  aura 

P = p 

aP'  = pP  — p'  — 6 -f-  3p  -f-  a p' 

5F  = pF  —p‘P-\-  p'~  6 4-  6p  4.  3 p' 

4P*  = pF-p’F-\-p'P—  p‘=.  ta  + 4p  4-  Ap’i 
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d’où  résulte  F=3-f -p+p't  F=  a -f-  a/>  ~\~Py  F=F  on  trouverait  de 
même  P"— P et  F=i.  En  effet  les  racines  comprises  dans  (6,  i) 
étant  r\  P,  P,  r",  r“,  r",  si  on  met  1 à la  place  de  r,  et  qu’on  les  mul- 
tiplie par  r',=  i,  elles  deviennent  r",  r",  r",  /•*,  r',  ; c’est-à-dire 

qu'elles  sont  toujours  les  mêmes  ; d'où  il  suit  que  l’équation  en  x ne 

doit  pas  changer  en  mettant  - à la  place  de  x. 


(4Gi)  La  même  propriété  aura  lieu  en  général  toutes  les  fois  que  m 

sera  pair.  Car  les  racines  comprises  dans  (m,  «)  étant  r*,  r**,  , etc.  , 

si  on  change  r en  t~',  elles  deviennent 

— — ±h  —«A*  — «à1"-1 

r , r , r ....r 

Mais  la  racine  primitive  g est  toujours  telle  qu'on  a g 1 = — i;  donc 

si  m est  pair  et  qu’on  fasse  mss/t,  on  aura  — i,  ou^s  — I . 

La  suite  précédente  pourra  donc  s’écrire  ainsi  : 


«A" 
r > 


etc.  ; 


c’est-à-dire  qu’elle  contient  les  racines  (a//1),  (a//1  (a/Z1  etc., 

lesquelles  ne  différent  que  par  l’ordre  des  termes , de  la  suite  (a) , (aA) , 
( ah% ) , etc. 

Lorsque  m sera  impair  on  ne  pourra  plus  mettre  - à la  place  de  i, 

c’est-à-dire  que  les  cocdicicus  de  deux  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  ne  seront  plus  égaux  ; mais  l’un  se  déduira  aisément  de  l’autre. 
Soit  l’équation  dont  il  s’agit 


x«— /V=1  +Fx—  — Fx— * -f-  QV  — <7x*  H-  Qx  — i s=  o ; 

je  dis  que  Q se  déduira  de  P,  Q1  de  F,  Q"  de  F,  etc. , en  changeant 
simplement  chaque  quantité  f (m,  £)  qui  y est  contenue,  eu  sa  complé- 
mentaire f(m,  n — 6). 

En  effet  par  le  changement  de  r en  r~' , ou  de  x en  x~',  les  racines 

»•",  r*  ' , etc.  deviennent  toujours  r *,  r x>‘  , etc.  ; et  à 

cause  de  r"  = i , celles-ci  pouvant  être  mises  sous  la  forme 

a — a (n — a)  h ( n — a.)  A* 

r , P , r , etc., 

» 
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et  alors  on  voit  qu’elles  appartiennent  à la  période  (m,  n—  a).  De  pins 
on  peut  toujours  supposer  n — aarrag1,  puisqu'il  suffit  pour  cela  de 
prendre  i = j (n — i);  donc  la  période  précédente  devient  (m,  ag1). 

Soit  donc  pour  la  période  (m,  a)  le  coefficient  P — a a) 

-f-  ag)  -f-  a“f(rn,  «g*)4-  etc.  : si  on  change  a en  ag1,  on  devra 

avoir  Q = a+a’/(m,  ag1)  + ag‘+')+amf(m,  <x^+,)-f-etC.,  OU.ce 

qui  est  la  même  chose, 

Q = a + aJlm,  n—a)  -f-  af{m,  n—ag)  4-  «*/(»«,  n—ag *)  -f  etc. , 

car  en  supprimant  les  multiples  de  n on  a n — a: — ag1,  n — ag—agi*‘,  etc. 
Donc  chaque  terme  af(m,  C)  compris  dans  la  valeur  de  P , devient 
af(m,  n — 6)  dans  la  valeur  de  Q;  il  en  sera  de  même  de  deux  autres 
cocfficiens  tels  que  P1  et  Q1,  P"  et  Q%  etc. 

Cette  proposition  a également  lieu  lorsque  m est  pair;  car  alors  la 
période  (m,  a)  est  la  même  que  (m,  n — a).  Ainsi  on  a P =z  Q , P"—  Q, 
etc.,  et  l’équation  en  x est  de  la  forme 

x"  — Px"-'  4-  P'xm~‘  lyx‘  — Px  4-i=o. 

(46a)  Dans  l’exemple  de  l'art.  460,  on  a trouvé  que  les  six  racines  de  la 
période  (6,  1)  sont  déterminées  par  l'équation 

o = x‘  — px*  4-  (34-/>4-/Ox‘  — (M-V-HO** 

4-j  — px  4-  (54-p4-p*)x*; 

si  dans  cette  équation  on  change  p,  p , p’  en  p',p‘,  p,  respectivement,  on 
aura  l’équation  qui  donne  les  six  racines  de  la  période  (6,  a) , 

o = x‘  — p'x1  4-  (3-(-p'4-p)x4  — (i-t-^p'-j-p'^3 
4-1  — p'x  4-  (S-hp'-hp)-*’ } 

enfin  celle  qui  donne  les  six  racines  de  la  période  (6,  4)  sera  sem- 
blablement 

o = x‘  — p'x3  -f-  (%+p'+p')x*  — (a4-ap*4-p)x* 

4-1  — p'x  4-  (54-p'4-p')x*  : 

ces  équations,  à cause  de  leur  symétrie,  se  réduiraient  au  troisième  de- 
gré, en  faisant  x*4- 1 = *r»  ce  qui  revient  à décomposer  chaque  pé- 
riode de  six  termes  en  trois  de  deux. 

Si  on  joint  à ces  équations  celle  qui  détermine  p,  p',  p',  et  qui  est 
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p3  -t-p'  — dp — 7 = 0,  on  aura  tout  ce  que  l'analyse  peut  offrir  déplus 
simple  pour  la  résolution  de  l’équation  a:'9  r—  i =o , ou  pour  la  division 
de  la  circonférence  en  19  parties  égales.  Et  comme  on  peut  se  borner  à la 
résolution  de  l’équation  qui  regarde  la  période  (6,  1) , puisqu’une  racine 
audit  pour  déterminer  toutes  les  autres,  on  voit  qu’en  con/oianité  de  la 
proposition  -générait'  (n*  44 1 ) , la  division  du  cercle  en  19  parties  égale? 
dépend  de  deux  équations  du  troisième  degré,  ce  qu’indiquent  les  facr 
leurs  a'. 5*  du  nombre  «9 — t. 

(463)  jfyant  déterminé,  comme  il  a été  dit  ci-dessus,  les  quantités 
f(m,  1),  f(m, g'),  J\m,  £*),  etc.  qui  résultent  des  X périodes  dans  les- 
quelles sc  décompose  la  période  totale  (n — 1 , t),  ou  (/nX,  1);  supposons 
m = m'k'i  chaque  période  de  ni  termes , désignée  par  (m,  a) , se  décom- 
posera en  X'  périodes  de  ni  termes , savoir  : 

(ni,  a),  (ni,  ag'),  (ni,  «g'*) (ni,  «£*»'-'>)  , 

où  l’on  a g'  = g1  =(*•-')  -;  et  l’une  quelconque  de  ces  périodes,  dé- 
signée par  (ni.  G),  contiendra  les  termes 

(o,  m,,  m 

•ù  l’on  a ii  —g11’ 

Cela  posé,  désignons  par  t,  s ,u  , etc.  los  quantités  f(ni ,-*),  f(ni , ag‘)t 
ffni,  «g'*),  etc.  respectivement,  et  soit  <p  une  fonction  rationnelle. et 
entière  des  quantités  t , s , «,.*>,  etc. , ou  de  quelques-unes  d’entre  elles, 
cette  fonction  pourra  se  réduire  à la  forme 

A + A' J(m',  ,)  -(-  A’KniJg)+A’K’"'ir)+  • • • 

où  les  coefficietis  sont  entiers.  C’est  ce  qu’on,  démontrera  comme  au 
n"  4^7 , attendu  que  chacune  des  quantités  l,  s,  u,  v,  etc.  désigne  une 
somme  de  racines  entre  lesquelles  la  permutation  peut  avoir  lieu,  et  qui 
ne  doit  pas  changer  en  mettant  (ah’’)  au  beu  de  la  racine  (a). 

■(464)  Tiiroùmi.  b Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le 
» ai* précédent,  siou  suppose,  de  plus,  que  <p  est  une  fonction  invariable 
» des  quantités  l,  s,  u,  v,  etc.,  ensortc  qu'une  permutation  quelconque 
» entre  ces  quantités  n’apporte  aucuu  changement  à la  fonction  <f  ; je  dis 
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» que  la  valeur  développée  de  celle  fonction  sera  de  la  forma 

».  B + B'Jlm,  0 + B’J[m,  g)  -+-  B’ Jm,  g') -+-  B<%m,  gf‘~») , 

» les  cocrtieiens  B,  If,  B",  etc.  étant  des  entiers.» 

En  effet,  les  périodes  (tri,  et),  (ni,  ag'),  (rri,  a®'*),  etc. , dont  la  pé- 
riode (ni,  et)  , ou  (n/l/,  a)  est  composée,  restent  les  mêmes  en  mettant 
ag'"  à la  place  de  a.  Donc  dans  là  valeur  développée  A + A'Jltri,  î) 
-f-  A’fteri , g)  -f-  A’Jlm',  g’)  4-  etc. , l’un  des  termes /(né,  6)  doit  avoir  le 
même  coefficient  que  le  terme  /[ni,  6g'') , l’exposant  e étant  à volonté. 
Mais  en  donnant  à e les  valeurs  successives  o,  i,  a,  5 . . . k' — î , la  pé- 
riode (m , fl»'*)  donne  successivement  toutes  les  périodes  partielles  com- 
prises dans  la  période  totale  (n/k' , fl).  Donc  toutes  les  quantités  /(tri,  fl), 
fin/,  6g') , JTnt,  6g') , etc.  ont  le  même  coefficient  dans  la  valeur  de  p ; 
donc  cette  valeur  se  réduit  à la  forme 

B 4-  B'Jlm,  ,)  4-  B’Jlm,  g ) 4-  B'Jlm,  £*)....  4-  ^JTm,  g — ) , 
où  toits  les  coefficieus  sont  entiers. 

(46$).  Si  dans  le  résultat  du  n*  précédent  on  met  ta  an  lieu  de  a,  oit 
feu  conclura  que  toute  fonction  invariable  et  entière  des  quantités 
f(ni,  ix),J(m',  tttg'  ) , /(/«',  ixg'k),  etc.,  formées  d’après  les  diverses 
périodes  partielles  (iri , <*),'  (m',  ixg’),  (tri,  ixg"'),  etc.  qui  com- 
posent la  période  totale  (»///,  ta),  aura  pour  valeur  B 4-  B'Jïm,  i) 
4-  If f( ni,  ig)  4-  B’Jlm,  ig‘)  -j-  etc.,  les  cocfficiens  B,  B’,  B",  etc.  res- 
tant les  mêmes,  quel  que  soit  t. 

Donc  si  on  connaît  la  somme  des  racines  dans  chaque  période  de  nt 
termes,  c’est-à-dire,  si  l’on  connaît  toutes  les  quantités  J[m,  \),J\in,  g). 
Jim,  g'),  etc. , on  trouvera  facilement  l’équation  qui  a pour  racines  les 
sommes  semblables  dans  les  diverses  périodes  de  tri  termes  qui  com- 
posent une  période  déterminée  (m,  a),  ou  (n/k1,  a).  En  effet,  les  coeffi- 
ciens  de  cette  équation  sont  des  fonctions  invariables  et  entières  des 
sommes  inconnues,  et  par  conséquent  pourront  s’exprimer  au  moyen 
des  sommes  connues  J(m,  1),  J\m,  g),  etc.  Et  l'équation  qui  a lieu  pour 
la  décomposiüon  d’une  période  (m,  a),  a également  lieu  pour  la  décom- 
position de  toute  autre  période  semblable  (ni,  ia);  puisqu'il  suffit  de  chan- 
ger chaque  quantité  f[m,  fl)  en  J[m,  10),  pour  passer  d’une  équation  à l’autre. 


(466).  On  pourra  suivre  la  même  méthode  pour  trouver  l'équation 
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qui  a pour  racines  les  k quantités /[m,  i ),f[m,g),  f{m,  g*),  etc.  et 
les  coefliciens  de  cette  e'qualion  se  réduiront  tous  à la  forme  B+R/{rnk,  t ), 
ou  B — R,  et  ainsi  seront  des  nombres  entiers.  Mais  il  est  encore  plus 
simple  de  chercher,  comme  au  n*  455,  les  valeurs  linéaires  de 
jusqu’à pl  inclusivement,  exprimées  en  p,  p’,  p‘,  etc.  ; on  a alors  l équa- 
tions , lesquelles , par  l’élimination  de  p',  p',  etc. , donnent  une  équation 
du  degré  k , dont  les  racines  sont  les  quantités  p,p',p",  etc. 

C’est  ainsi  que  dans  l’art.  456  on  a trouvé  que  l’équation  qui  a pour 
racines  les  quantités  p,  p’,p *,  est  x’-J-x* — 6x— 7 = 0.  Pour  trouver 
cette  même  équation  par  la  méthode  du  n*  précédent,  il  faudrait  chercher 
les  valeurs  des  fonctions  invariables  P—p-\-p'-{-p',  P'—pp'-\-p'p,-\-p,p , 
P'  — pp'p’-,  or  à l’aide  des  produits  déjà  calculés  n"  456,  on  trouve 
P—  — 1 , Iy  = — 6,  jP*=7;  on  a donc  pour  l’équation  cherchée 
x’  -f-  x*  — 6x  — 7 = 0. 

(467)  Supposons  qu’on  ait  trouvé  par  cette  équation  les  quantités. . . 
p—f[G,  1),  p'  —J16,  a),  p'  —f[6,  4);  si  ensuite  on  décompose  la  pé- 
riode (6,  j)  en  trois  autres  de  deux  termes,  savoir:  (2,  1),  (2, 8)  et  (2,  7), 
et  qu’on  demande  l’équation  qui  a pour  racines  q~J[ 2,  1),  q'  =J\ 2,  8) 
et  q’~f[ 2,  7)  ; il  faut  pour  cela  exprimer  les  trois  quantités  Q—q-\-q'-\-q*, 
Q = qq'-\-q‘q’-\- q’q  et  Q“  — qq'q',  en  fonctions  de  p,  p' , p' . 

On  a d’abord  Q=/( 6,  i)~p  ; ensuite  on  trouvera  par  le  n*  455, 
?*==  2 4-/(a,  2),  qq'  =/( 2,  9)  +/( 2,  7)  , q'q'—Jl a,  4)  4-/(2,  «)  , 
<?''/=/( 2,  8)  4-/(2,  6);  de  là  résulte  (/  =/(6,  1 ) 4-/(6,  4)  —P+P'~ 
Enfin  en  multipliant  la  valeur  de  qq'  par  q',  on  a qq'q‘=p'  ■+■  2.  Donc 
l’équation  qui  a pour  racines  les  trois  quantités  q,  q',  q'  est 

x)  — px,  + (p+ p')x  — (p'+  2)  = O. 

Si  dans  cette  équation  on  avance  d’un  rang  les  lettres  p,  j/,p",  en  regar- 
dant p comme  suivant  p’,  on  aura  pour  déterminer  les  trois  quantités 

2,  2),  J[ 2,  5),  /(a, 5),  comprises  dans  /6,  2),  l’équation 

x1  — p'x*  + (p'+  p)x  — {p"+  2)  = o. 

De  même  l’équation  qui  a pour  racines  les  trois  quantités  /(a,  4)>/  2,6), 
J{ 2,  9),  comprises  dans  /{G,  4)>  sera 

xs  —p’xl  + (p'+f/)x  — (p+3)  = Q. 

Ces  équations  reviennent  à celles  qu’on  tirerait  des  équations  de  l’art.  465, 
en  faisant  dans  celles-ci  x*-f-  1 =.»/. 
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(468)  Il  n’e*t  pas  nécessaire  de  résoudre  séparément  les  trois  équations 
du  troisième  degré  qu’on  vient  de  trouver , il  suffit  d’en  résoudre  une , 
ou  même  d'avoir  une  seule  racine  de  l’une  de  ces  équations.  Car  au 
moyeu  de  cette  racine,  toutes  les  autres  seront  aisées  à déterminer. 

En  eflèt,  ayant  trouvé  7*  — a -f-/(a,  a) , on  en  déduit 

/[i,  a)=<7* — 2=/'“(a,  1) — a,  ou  plus  généralement  J\i,  a/)=r/*(a,  i) — a. 
Faisant  successivement  1=^8  et  (=7 , on  a /(a,  16)  = /*( a,  8)  — a et 
/{a,  j4)=/‘(a,  7)  — a.  Donc  les  trois  quantités  relatives  à la  période 
(6,  a)  s’exprime  ainsi  : 

/[a,  a)  = 7*  — a 

A*>  5)  = /’  — 3 

A»»  5)  = /*-  a. 

Il  reste  à trouver  les  quantités  J{ a,  4) , /(a,  6)  et  /(a,  9) , comprises 
dans  y(6,  4)  : or  elles  se  déduisent  immédiatement  des  valeurs  de  qtf, 

?V.  el  0Q  » 

A*>  4)  = 9 9 — ? ’ 

yfa,  6)  = 7*7  — 7' 

/la>  9)  = 77'  — 7*. 

Toutes  les  quantités  de  la  forme /(a,  9)  se  déterminent  donc  rationnelle- 
ment, au  moyen  des  trois  7,  7',  7*.  Mais  on  peut  faire  voir,  de  plus,' 
qu’elles  peuvent  se  déterminer  toutes  par  le  moyen  de  la  seule  quantité  7. 

En  eflèt,  de  l’équation  /(a,  ai)  =/*(a,  i)  — a , on  déduit  successi- 
vement 

/la,  a).=  7*  — a 

Aa»  4)  = (?*  — a)‘  — a = 7*  — 47*  a 

./la,  8)  = (t4  — 47*  -f  a)*'  — a 

etc. 


Or  la  suite  (a,  a),  (a,  4)»  (a,  8),  (a,  16),  etc.  qui  a pour  terme  général 
(a, g'), comprend  toutes  les  périodes  à deux  termes,  c’est-à-dire  toutes 
les  périodes  de  la  forme  (a,  6).  Donc  toutes  les  quantités  /(a,  S)  s’ex- 
priment facilement  en  fonctions  de  7. 

Ces  relations , au  reste , se  trouveraient  d’une  manière  directe , par  les 


formules  connues  des  sinus,  en  observant  que  si  l’on  fait  — = a* , on 

aura  7=acosa>,  7'  = acos8»,  7*=  a C0S7®  , /"(a,  a)  = a cos  aai  , 
/(a,  4)  = a cos/(a>,  etc.,  et  en  général  /(a,  6)=  2 cos 8». 
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(469)  Développons  maintenant  le  cas  de  n=i  7,  alors  on  a n — 1=16=3', 
êt  fl  faut  faire  voir  que  la  résolution  de  l'équation  A = O se  réduit  à 
celle  de  quatre  équations  du  séèond  degré. 

L’une  des  racines  primitives  del'équalion  indéterminée  x‘‘ — 7) 
étant  3,  on  pourra  faire  g =3,  et  la  période  (16,  1)  comprenant  toutes 
les  racines  de  l'équation  A' = 0 se  décomposera  en  deux  autres  (8,  1) 
et  (8,  3),  la  première  comprenant  les  racines  (1),  (3*),  (5(),  etc.,  la 
seconde  comprenant  les  racines  (5),  (55),  (31) , etc.  Réduisant  ces 
nombres  par  l’omission  des  multiples  de  17,  on  a les  périodes  et  les  ra- 
cines comprises  dans  chacune,  comme  il  suit  : 

Pér.  (8,  1). . .rac.  (.),  ( 9)i  («S),  («5),  (.6),  (8),  ( 4),  (a) 

Pér.  (8,  3)... rac.  (3),  (to),  ( 5),  (««),  (.4),  (7),  ('*),  (6). 

Soit 7(8,  i)z=f>  et/{8,  3 }—p',  on  aura  d’abord p'~j-p‘==/[iG,  1 )= — 1 j 
ensuite  par  le  théorème  n*  453 , on  trouve 

PV=A 8,4)+/l«,  ia)+/ï8i  «6J+/C8,  i8)+y(8,  i9)+/[8,  ,,) 

+/Î8»  7)+ A»,  5); 

ce  qui  se  réduit  à p'p'  — 4p'  H-  4 p’  — — 4-  Donc  l’équation  qui  a pour 
racines  p'  et  p"  est  x‘4-x — 4—  °>  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  a 

( X~-P’)  ( * ~P‘)  = x*  + Ar  — 4. 


(470)  La  période  (8,  1)  se  décompose  eu  «Jeux  périodes  de  quatre 
termes  (4,  1)  et  (4,  3*);  de  même  la  période  (8,  3)  se  décompose  en 
deux  autres  (4,  3)  et  (4,  31).  Ces  périodes,  rangées  par  ordre  de  fonua- 
tion,  avec  les  racines  contenues,  sont: 

(4,  (.5),  (.6),  (4) 

(4,  5)....(  5),(  5),  (r4),  (ia) 

(4,  9)....(  9),  (»5),  ( 8)',  ( à) 

(4,  10).... (10),  (n),  ( 7),  ( 6). 

, s»**  donc  /(4,  >)  = ?'>  /(4>  3) =7',  f(4,9)  — 'f,  A4,  10)  — q", 

où  aura 

4 •+•  9*  = P’,  q'f  — — \ 

?*  + ?"  — P'>  ?'?"  — — I , 


CINQUIEME  PARTIE. 

d'où  résultent  les  équations 

(x — /)  (x — qm  ) ==  x‘  — p'x  — i 

Cx— v')  Cx— f”)  =f  ?*  — p'x  ~ «a 

arec  lesquelles  on  déterminera  q',  q',  <f , q". 

(471)  Chaque  période  (4,  a)  se  décompose  .en  tejçi^e^  ; Of 

celles-ci  forment  la  suite  (2,  1),  (a,  5),  (2,  9),  (a,  27)  ou  (2,  10),  (a,  5o) 
ou  (2,  i3),  (2,  3g)  ou  (2,  5),  (2,  i5),  (2,45)  ou  (2,  11).  Soit  donc 

A 2,  1)  = r',  A2>  3)  ==  <*,  /{a,  9)  = t",  /|[a,  10)  = t”, 

y(2,  15)  = r,  A3>  5)  = l">  A2}  l5)  r=  <"**  A2»  ")  = 

.on  trouvera  de  la  même  manière  : 

*'4 • f = 9 t f r — 9'  > (x — i ) (x— ? ) = x* — 9 X 4-  9' 

1 4-  **"  — <f>C  *"  — 9a>  (x— r*  ) (x— r-  ) = x*— /.x  4*  ?? 

1*4-  t"1  = y',  t*.tTU  ==  q",  (x— t')  (x— t,M  ) = Jf—q’x  -f-  y1' 
t"4-  £*“’=  o",  *»»<«»=  <j  , (x— <")  (x— = x'—q”x  + V. 

Enfin  connaissant  chacune  des  quantités  r ou  /(a,  et),  on  connaîtra  les 
deux  racines  contenues  (et)  , (n  — a),  par  l'équation 

* , f 

x*  — /x  4-  1 = o. 

(472)  Lorsqu'on  connaît  une  seule  des  racines  (et),  on  en  déduit  toutes 
les  autres  par  les  puissances  successives  de  celle-ci;  mais  lorsqu’on  des- 
cend des  valeurs  de  p à celles  de  q , de  t et  enfin  de  (et),  il  est  à craindre 
qu'on  ne  commette  quelqu’erreur , à cause  de  l’amhiguité  que  présentent 
les  solutions  successives.  Dans  les  exemples  particuliers  , on  pourra  évi- 
ter ces  erreurs , au  moyen  des  formules  connues  des  sinus.  Eu  effet , 

posant  = 011  peut  prendre  ,1a  racine  (1)  = cos  m -f-  t sina»  , 

et  de  là  une  racine  quelconque  ( m ) — cosroa»  4"  V — 1 sin  (m*)  > 1® 

somme  de  deux  racines  réciproques  l’une  de  l’autre  (»i)-f-(/t— m) 
==  2 cos 01  v.  On  obtient  ainsi  les  diverses  valeurs  de  f,  savoir  : 

t'  = acosai,  f — 2cos3»,  C gss  200590»,  t1’  = 2 cos  7a* 

t'ssacosiSa,  ("  = 2ços5ai,.  <"'=  2 cosi5ï,  <’”‘s=  2cosua». 
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Ce*  valeur*  substilue'cs  dans  celles  de  <f , q’,  qm,  q ",  donnent 

q'  — 3COS  « 2COS  1 5»  = /(COsflO)  cos  7®  , 

q'  = acos 3®  -f-  acos  5®  = 4cos  ai  cos  4a  > 
qm  = acos  g®  -f-  acos  1 5®  = 4cos  5®  cos  i a®  , 
q"—  acos 7®  H-  acos  it®  = 4cosa®  cos  g®. 

Enfin  on  conclut  de  cclles-ci  : 

V , . , 

i . p'  — 4cos6®  cos  7®  *4-  4cos  3®  cos  ta®, 

, p‘  = 4cos  “ cos  4a  ~f*  4C0S  3U  cos  9®- 

(476)  Ces  diverses  équations  ont  lieu  sans  supposer  aucune  valeur  par- 
ticulière à A;  soit  A=i,  ce  qui  donne  ® = ~j  alors  on  reconnaît  immé- 
diatement que  q'  et  q'  sont  positifs  , qm  et  q"  négatifs;  qu’enfin  p'  est 
positif  et  p * négatif.  Ces  signes  suffisent  pour  diriger  la  solution  de  ma- 
nière à éviter  toute  ambiguité. 

En  effet,  puisque  p'  elp’  sont  les  racines  de  l’équation  — 4=°» 

on  aura  d’abord 

/>'  = — ï + s/  17»  /=— i — 

. , ' - - * 

Ensuite  l’équation  qui  donne  q'  et  q"  étant  x'  — p x — 1=0,  on  en  lire 

q'  — ï /»'■+•  VVxP‘  + O» 

</’—  Ïp  — V(kP>%  »)■ 

A l’égard  de  q' , il  se  déduit  de  l’équation  x * — p' x — 1 — o , et  puisque 
q'  doit  être  positif,  on  a 

q’=\p'+y/(\p'‘+  ,). 

On  pourrait  aussi  déterminer  q'  par  le  moyen  de  q'  et  q" , car  on  a 
l’équation  q'%  = 4 4-  q"  •+■  3q‘,  laquelle  donne 

q ' = !(/''  + 0 V{\p'%+  0 — i ( p ' -h  «)• 

Connaissant  c(  et  q" , on  aura  ( et  C par  l’équation  t*  — q‘t-\~q“  = 0 , 
laquelle  donne  t = t/(* 9'* — q').  Ces  deux  racines  sont  toutes 

deux  positives , puisque  q et  q‘  le  sont  ; et  en  effet,  on  a t = acos  ® , 
C =s  acos  i3®  = acos4®  ; mais  comme  la  seconde  est  évidemment  la 
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4G5 


plus  petite,  on  aura 

t'  = acos  a*  = i?'  ■+■  t/Cî?'*  — /) 
t'=  acos  4»  = \<f — Vi.kl'  — '/')• 

8ir  T 

D'ailleurs  cos  âu  = cos — - = sin  Donc  eufiu  la  division  de  la  cir- 

>7  34 

confe'rencc  en  17  parties  égalés  s’exécutera  au  moyen  de  l'une  ou  l'autre 
des  formules 

cos  — = i q'  + { ✓(? q'  — q‘) 

sin  J4  — * i'~  <f)> 

et  on  peut  remarquer  qu’il  suffit  de  trois  extractions  de  racines , savoir 
Vl7t  v^(î p'%  “f"  , V^(î  4*  — * f/*)  > pour  parvenir  au  résultat. 

(474)'  Par  ces  exemples  il  est  manifeste  qu’on  résoudra  généralement 
l’cquation  A’  = o , en  la  ramenant  à des  équations  de  degré  inférieur, 

de  sorte  que  si  on  a n — 1 = 3*3^5*,  etc.  , la  résolution  s'effectuera 
moyennant  a.  équations  du  deuxième  degré , € du  troisième , y du 
cinquième,  etc. 

Coram®  ». — 1 est  pair,  on  pourra  toujours  diriger  le  calcul  des 
sommes  de  racines , de  manière  qu’on  finisse  par  la  détermination  des 
racines  contenues  dans  chaque  période  à deux  termes  (a,  a).  Ces  racines 
étant  (a)  et.  (n  — *) , leur  somme  est  réelle  et  de  la  forme  acos  ma  ; 
d'où  il  suit  que  les  équations  précédentes  qui  déterminent  les  sommes 
de  différentes  périodes,  auront  toutes  leurs  racines  réelles.  O11  opérera 
donc  de  cette  manière  sur  des  quantités  toujours  réelles,  excepté  daus 
la  dernière  opération  où , pour  distinguer  chaque  racine  (a)  de  sa  réci- 
proque (n  — «)  , il  faudra  résoudre  l'équation  x*  — ax cos  (aai)  ■+■  j =0 
dont  les  racines  sont  imaginaires.  Lorsqu’il  est  question  de  la  division 
de  la  circonférence,  cette  dernière  équation  devient  inutile;  ainsi  il  y a 
une  équation  du  second  degré  de  moins  à résoudre,  et  on  peut  éviter 
entièrement  les  racines  imaginaires. 

Les  principes  que  nous  avons  développés  sont  tels , que  le  succès 
des  calculs  ne  peut  laisser  aucun  doute.  Ainsi  se  trouve  établie  une  très- 
belle  théorie  concernant  la  division  du  cercle,  ou  la  résolution  de  l’équa* 
tion  x*  — 1 = O. 

(4y5)  PoUr  faire  une  application  de  cette  théorie , nous  nous  propo- 
sa 
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serons  de  décomposer  généralement  l'équation  X ==t  o en  deux  autres  du 

degré  î (n — 1),  cc  qui  conduit  à un  théorème  très-remarquable. 

Soit  n — i = im,  la  période  (aw,  i)  contenant  toutes  les  racines  de 
1 équation  A — o,  se  décomposera  en  deux  autres  périodes  (/n , 1 ) , 
Xm>  g)  > el  faisant /(/h,  i )ssp't/(m,  g)  = p’,  on  aura  d’abord  f>  4~ pm 
—f(2,n>  *)  =ss — i.  Ensuite  comme  on  a 

J(m,g)  = (g)  -f-  (g3)  + (g5)  -f- G?—1), 

le  produit  de  cette  quantité  par  /{/n,  j)  sera,  suivant  le  théorème  n*  453 

PP"=f(m,  g+')  +/(«-,  g* + >)+/("»»  4*  0 • • • • 4-/0»  4- 1 ). 

Comme  il  n’y  a que  deux  périodes  de  la  forme  ( m , a),  savoir  (/n,  i)  et 
{»>,  g) , auxquelles  il  faut  joindre  l’expression  (m,  o)  qui  n’est  pas  propre- 
ment une  période,  mais  pour  laquelle  on  a f(m,  o )=/n,  il  s'ensuit  que 
la  valeur  de  p’p'  se  réduit  à cette  forme 

p'p’  = Am  -f-  A'p'  -f-  A’p'. 

Pour  déterminer  les  coefliciens  A , A',  A’ , obsen'ons  i°.  que  p'  et  p‘ 
pouvant  être  échangées  entre  elles,  on  a A' — A' ; a*,  que  le  nombre 
des  termes  /(m,  g i)  , /(m,  g*-+-  i)  , etc.  qui  composent  la  valeur 
de  p'p'  est  ni,  et  qu’ainsi  on  doit  avoir  A -f-  A'  -f-  A’  ==  m? 

Par  ces  deux  conditions  on  aura  p'p ' ==  Am  -f-  A‘  {p'-\-p")  = Am A' 

et  A-\-iA'  = m.  11  faut  maintenant  distinguer  deux  cas,  selon  que  m 
est  pair  ou  impair. 

i”.  Si  m est  impair,  comme  on  a toujours  gm  =. — i , c’est-à-dire 
g"  -f-  î scs  oiC  (n),  il  y aura  nécessairement  dans  la  suite  î -f-g,  i +g*, 
1 ■+-g‘>  elc-  un  terme  = o,  et  il  n’y  en  aura  qu’un.  Car  si  on  avait 
une  autre  puissance  g4  = — i , il  résulterait  des  deux  g’"-'  = -f.  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu,  g étant  une  racine  primitive.  Donc  alors  on 
aura  A=*  i,  A’=zz{  (m-~  i),  et  p’p'  = J (m  -f-  i). 

a’.  Si  m est  pair,  ayant  toujours  g“  — — i,  on  ne  pourra  avoir  en 
même  temps  g4— — î , e étant  un  nombre  impair;  car  il  en  résulterait 
g4—  ou  g— ' = i , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu.  Donc  alors  on  aura  A = q, 
A4  = J m et  p'p'  — — J ni. 

11  suit  de  là  que  l’équation  qui  a pour  racines  p ' et  p'  sera 

p'  +/'  + s (n»+  i)  = o,  si  m est  impair  ou  n de  la  forme  4*  4-  3 , et 
quelle  sera  p‘-\-p — S»=o,  si  m est  pair  ou  n de  la  forme  4<4-i. 
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Donc  on  aura 

p = J =b  { {/( — n ) , si  n est  de  la  forme  4 » + 3 , 

et  /'  = — ï — î U"  > si  n est  de  la  forme  4‘  + >• 

(476)  Soit  x*  — <tr“~ 1 -f-  bx“~-  — eje*-’  -f-  etc.  = o l'équation  qui  a 
pour  racines  toutes  celles  de  la  période  (ni,  1)  , 011  aura  le  coefficient 
»==/“(/«,  1 ) = p' ; quant  aux  autres  cocflicicns  b,  c , etc., leurs  valeurs' 
se  trouveront  par  la  méthode  du  n°  45g»  ct  ces  valeurs  seront  toujours 
de  la  forme  B -j-  If  p -f-  B' p' , les  cocflicicns  B,  B',  B’  étant  des 
entiers. 

De  là  ou  voit  qu’en  faisant 

Z = — ni*-'  -f-  — c,r"— ’ -f.  etc. , 

le  polynôme  Z se  réduira  à la  forme 

Z = 1J  + Qf>  4-  BP\ 

o ù P,  Q,  R désignent  des  fonctions  de  x dont  les  cocfficieus  seront 
des  entiers  déterminés. 

Si  on  considère  pareillement  la  fonction 

Z’  — x" — a'x— ' + Vx—'  — cxr- ' -t-  etc. , 

laquelle  égalée  à zéro,  donne  toutes  les  racines  de  la  période  (m,  g),  oa 
aura 

Z’ = P + QP'+  Bp’. 

Il  faut  maintenant  substituer  les  valeurs  de  p et  p' , ce  qui  donne  deux 
cas  à examiner. 

1*.  Si  n est  de  la  forme  4*  4-  5 , on  aura  //  = -—  s*+*»V/,~  n > 
/>’  — — 4 — J y/  — »,  ce  qui  donne 

Z = P - i (Q  + R)  + i (Q-B)  V(-n)  , 

2'=  P — \(Q-pB)  — !i(Q  — B)  y/(—  »). 

Mais  ZZ'  = X ; donc , dans  ce  cas , on  a 

4 X = (aP-Q-B)‘  + n(Q- B)‘. 

a*.  Si  « est  de  la  forme  4‘  4“  1 > les  valeurs  de  p et  p'  sont  les  mêmes 
au  signe  près  de  n;  on  aura  donc  alors 

4X  = (a  P-Q-Ry-n{Q-BY, 

d’où  résulte  ce  théorème  très-remarquable  : 
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u n étant  un  nombre  premier  quelconque,  et  la  fonction  X étant 
» le  quotient  «le  x'  — i divisé  par  x — i , on  pourra  toujours  trouver 
» «leux  polynômes  Y et  Z,  qui  satisferont  à l’équation  ^X  = P db  «Z* , 
» le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n est  de  la  forme  /(  «-)-  3 , et  l'inférieur 
» si  n est  de  la  forme  4*  -J~  1 * " 

11  serait  très-difficile  de  démontrer  ce  théorème  sans  le  secours  de 
l'analyse  indéterminée;  d'où  l’on  voit  que  cette  analyse  n’est  pas  bornée 
aux  spéculations  sur  les  nombres , mais  qu’elle  est  utile  au  perfection- 
nement «le  l'analyse  algébrique. 


(477)  Sachant  ainsi  a priori  cjne  la  fonction  /tX  peut  être  mise  sous 
la  forme  Y'zi=nZ‘,  il  est  facile  de  trouver  les  valeurs  de  Y et  Z «lans 
les  diflërens  cas.  Pour  cela,  ou  peut  extraire  la  racine  quarrée  de  t\X  , 
d’abord  par  la  voie  ordinaire  qui  donne  les  deux  premiers  termes 
ax" x"-'  ; puis,  pour  continuer  l’opération,  on  ajoutera  au  premier 
coefficient  de  chaque  reste  le  plus  petit  multiple  de  n,  positif  ou  négatif, 
qui  rendra  possible  la  division  par  4 , ce  qui  donne  un  nouveau  terme 
à la  racine.  Lorsqu’on  sera  parvenu  aux  termes  qui  occupent  le  milieu 
du  polynôme  ax”  -+-  x“— ’ -j-  etc. , l’opération  sera  terminée , parce  que 
les  coefficicns  sont  égaux  à égale  distance  des  extrêmes;  de  plus,  ils 
ont  le  même  signe  lorsque  n est  de  la  forme  41  ~f~  1 > et  des  signes  dif- 
féreus  lorsque  n est  de  la  forme  4*  + 3.  Connaissant  Y , on  aura  Z par 

l’équation  Z*  = * • 

Par  ce  moyen , l’équation  X = 0 sera  décomposée  en  deux  autres  du 
degré  m,  Y -+-  Z t/(rp: n)  — 0 > ^ ^ t/(=p  n)  = o ; décomposition 

d’autant  plus  remarquable,  qu’elle  n’aurait  pas  lieu  si  n n'était  pas  un 
nombre  premier. 


(478).  11  y a une  autre  manière  de  trouver  directement  la  fonction  F, 
d’après  l'équation  Y’  rfc  11  Z'  = l^X. 

* r jAJlM-l  ^ 

Si  on  rejette  les  multiples  de  n,  on  aura  Y — 3 \/X : or  X = ■ ^ ^ — 

. donc  v/T=x-(i-i.)  ’(i— prô)* 
Mais  comme  dans  la  valeur  de  Y on  n’a  besoin  que  des  puissances 


entières  de  x,  il  est  clair  qu'on  peut  supprimer  le  facteur  ^1 — —in) 
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qui  n’a  d’influence  qu’après  les  puissances  x-".  Donc  on  aura  simplement 
F=ax-(t--  i)-*l==a*-+a--H-|je-^J|ar^+|^^+etc. 

11  restera.il  donner  aux  fractions  2,  c'c'  une  valeur  en  nom- 

bres entiers  , au  moyen  des  multiples  de  n qu’on  est  censé  avoir  négligé, 
et  qu’il  faut  rétablir  dans  les  numérateurs  pour  rendre  la  division  possible 
par  les  dénominateurs.  Au  reste  chaque  coefficient  servira  à former  le 

suivant;  car  si,  par  exemple,  g g)  se  change  en  un  entier  k , la 

fraction  suivante  ^ ^"g‘g'',0  ) devient  ^ ; et  si  elle  n’est  pas  déjà  nn 

entier , on  la  rendra  telle , en  ajoutant  à sou  numérateur  gk , le  mul- 
tiple convenable  de  it,  le  plus  petit  possible. 

Soit,  par  exemple,  17,  on  trouvera  de  la  manière  suivante  les 
valeurs  des  différens  coefficicns  fractionnaires  : 


.5  + 17. 


©■ 

©-(x)-**2-' 

/3-S-7 -9  *\  _ /'A 9\  _ /3K  + 5A 
\4-(i.8.«o/  \io/  \ 10  / 

On  s’apperçoit  par  le  terme  7 déjà  trouvé  avant  4»  que  celui-ci 
occupe  le  milieu  de  la  fonction  Y.  En  effet  on  a par  les  coefliciens 
trouvés 

Y = ax*  -+■  x’  -f-  5x*  -f-  yx5  -f-  4x*  -1-  yx5  -f-  5x*  -+•  x -4-  a. 

Y étant  connu,  on  déduira  Z de  l’équation  iyZ*  = F*  — , laquelle 

donne 

Z = x'  -f-  x*  -{-  x5  -f-  ax4  -f-  x3  -f-  x*  -f-  x. 


On  trouverait  semblablement  pour  le  cas  de  n = 19, 

Y — ax’  -+-  x*  — 4x’  -J-  3x*  + 5xs  — Sx4  — 3xJ  -f-  4x*  — x — a ; 
et  pour  le  cas  de  71=  ag, 

Y — ax'*  -f-  x'5  -f.  8x'*  — Sx"  +x'°  — axs  -f-  5x*  -4-gx’. 

-f-  a 4-x  + 8x*  — 3xJ  -4- x4  — ax5 -f-  Sx*. 
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(479)  maintenant  n = 3/n-f-  1 ; Comme  alors  la  période  (3/n,  l) 

contenant  toutes  les  racines  de  l’équation  A'=o,  se  décompose  en  trois 
autres  (/«,  1),  (ni,  g),  (ni,  g')  , nous  chercherons  généralement  l’cqua- 
tion  qui  a pour  racines  p'  =/(»i,  1),  p’=f(m, g),p‘  =/(/«, g*).  Et 
d'abord  il  est  visible  qu’on  a p + p’ + pm  1)  = — 1 ; l’équation 

cherchée  est  donc  de  la  forme 

P*  + p'  + P p — Q = o , 

oii  il  faudra  déterminer  les  coefllcicns  P et  Q d’après  les  valeurs  dé- 
veloppées Pszp’p'+p’p’ +p"p',  Q~pp’p". 

..  Comme  on  a p' ==  ( 1 ) -f-  (g1)  -f-  (g‘)  4.  etc.,  le  produit  p’p"  est  la 
somme  de  ni  quantités  de  la  forme/*(m,  a),  dans  lesquelles  a a les  valeurs 
successives  1 + g,  g’-j-g , gs  + g,  etc.  Or  en  général  la  quantité  g5'  4- g 
ne  peut  pas  être  un  multiple  de  n;  car  par  la  propriété  de  la  racine  priroi- 

liveg,  on  doit  avoir  g*  = — 1 , ou  g*  -f  1 = c*  (n),  p.  étant  i m;  on 
ne  saurait  donc  avoir  g5*-1  = — 1,  Donc  la  valeur  de  p’p’  se  réduira 
à la  forme 

PV  = 4p’  -f  Bjf  4.  Cp’ , 

dans  laquelle  A , B,  C , devront  être  positifs,  et  tels  qu’on  ait 
ni  = A -f-  B -f-  C. 

De  cette  valeur  on  déduit 

p’pm  an  Ap’  ■+■  Bp"  + Cp'  , 
p’p'  — Apm+  Bp'  -f-  Cp’. 

La  somme  de  ces  trois  produits  = (A4- B -+-  C)  (p'  4-  p'  +pm)  = m. 

Donc  P = — ni. 

(480)  Pour  avoir  la  valeur  de  p’p’p" , je  mets  celle  de  p'p'  sous  la 
forme 

P'P"  - - C + {A  - C)p'  -f-  (B  _ C)  p’} 

et  multipliant  de  part  et  d’autre  par  p",  puis  substituant  les  valeurs  des 
produits  p'p*  , p’p* , j’ai 

P'PY  = ~ Cp*  -h  (A  — C)  (Bp'  + Cp'  4-  Ap ’) 

+ (B  - C)  (Cp'  + Ap’  -f-  Bp’). 

Le  premier  membre  étant  une  fonction  invariable  de  p',  p p’ , le  second 
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doit  en  être  «ne  aussi  ; partant,  il  doit  se  réduire  à la  forme  M (/>'-{-  p'-\-p“)  , 
de  sorte  qu'on  aura 

(A — C)B-+-(B — C)  C=  (A — C)C-\-(B — C)A 
(A-C)B-\-(B~C)C—(A  — C)A+(B—C)B—C. 

La  première  équation  est  identique,  mais  la  seconde  donne 

C^(A—  C)  {A— B)  + {B  — C)'.. 

Or  on  a déjà  A B — m — C ; soit  encore  A — B — p , il  en  résul- 
tera A = {(m  — C-j-v) , B = ~(m  — C — i») , et  la  substitution  de  ce» 
valeurs  donnera 

Ç)C*  — (6m  -f-  4)  C -f-  3e*  -+-  m*  = o ; 
d’où  l’on  tire  (9C  — 3m  — a)*  = 4 (5m  ■+-«)  — 27V* , on 
4 n s=  (9 C — n — i)*-f-27v*. 

(48t)  Cette  équation  détermine  complètement  le  coefficient  C,  ainsi 
que  v ; car  n étant  un  nombre  premier  de  forme  3m  1 , on  pourra 
toujours  faire  n=x'-\- 36*.  Or  1*.  si  5 est  divisible  par  3,  et  qu’on  fasse 
5 = 35' , on  aura  4n  = 4a"  + 37  (a5')*,  ou  4n  — a’ •+■  27^‘. 

3°.  Si  C n’est  pas  divisible  par  3 ; comme  a ne  peut  jamais  l'être  , 
l’un  des  deux  nombres  a -j-  S,  a — 5 , sera  divisible  par  5.  Mais  en 
mettant  4 n sous  la  forme  (t  -f-  3)  (a*  -f-  35*)  = (a  ± 55)’  -f-  3 (a  :^z5)*, 
on  pourra  supposer  aq:5  = 3i,  de  sorte  qu’on  aura  encore  4 « a* 
rj-  37 i*  ; et  on  voit  de  plus  que  4 « ne  peut  être  qu’une  fois  de  celte 
forme. 

Cela  posé,  on  aura  C = et  v=± A.  Ensuite  les  équations 

trouvées  donnent  p’p‘p“  = — (A  — C)  B — (B  — C)  C — C'  — AB  — 
o — i (m  — cy  4-  { v‘,  et  de  là 

^ (3C  — m)  (C-f-  m)  -f-  e*  nC—m * 

V—  4 — 3 » 

valeur  qui  n’a  que  la  forme  fractionnaire,  et  qui  se  réduit  toujours  à un 
entier.  L’équation  cherchée  sera  donc  en  général 

p*  -f-  p'  — mp  + ) (m*  — nC ) = o. 

(48a).  Soit, par  exemple,  «=991, -onaura  m=33o,4n=Ci*-f-37.5*, 
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„ — fi,  r — 9fla  + 61  _ ] , ~ t nC—m  _ On  trouvera  semblable- 
* 9 3 

ment  pour  les  nombres  premiers  les  plus  simples  de  la  forme  3»i  -f-  1 , 
les  résultats  suivaus  : 


n=  7,  >3, 

»9>  3l>  37»  43> 

61, 

67»  73*  97 

m = a,  4> 

6,  10,  12,  14, 

20, 

22,  24,  82 

Q=  »,  — 1 ». 

7,  8,  — ti,  — 8, 

9» 

— 5,  27,  79. 

On  formera  donc  ainsi  autant  d’équations  qu’on 

voudra  de  la  forme 

jP  _p.  x* nue  — Q = o , lesquelles  auront  cette  propriété  qu’une  racine 

étant  connue , les  deux  autres  s’en  déduiront  chacune  par  une  valeur 
de  la  forme  a + bx  -f-  ex *. 

Les  trois  racines  p,  p",  p"  étant  trouvées , le  polynôme  X pourra  en 
général  se  décomposer  en  trois  facteurs  de  la  forme  P -f-  Qp'  -f-  Rp' , 
p -f-  Qp'  -f-  Bp" , P -f-  Qp"  -f-  Bp  , dans  lesquels  P,  Q,  R sont  des 
polynômes  en  x dont  tous  les  coeflicieus  scrout  entiers.  On  trouvera 

même  que  ces  polynômes  satisfont  à l'équation  3 P — Q — R—  \f27X. 
— -H  jcTT*  -f- 1 x"~‘  -f-  ~ ■r“~3  -f-  etc. , où  l’on  fera  disparaître  les 

fractions  comme  au  11°  478. 

(483)  Par  une  semblable  analyse  appliquée  au  cas  de  n = Qn  -f-  1 , 
il  est  facile  de  trouver  l’équation  qui  a pour  racines  les  quatre  quan- 
tités/^, 1),  g"),  f(m,  gJ),  provenant  des  quatre  pé- 

riodes dans  lesquelles  se  décompose  la  période  totale  (4 m,  1).  Mais 
pour  cela,  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

i».  Si  m=2À‘,  oun  = 8Æ-f-i,  alors  on  aura  d’une  seule  manière 

„ = «•  -f-  16P  , ce  qui  déterminera  C =3  ^ +g'  ^ - ; et  l’équation  cher- 
chée sera 

P'+P*  — 3*/>‘  -+-  (4**  — ^C)p  + \k'  — n(\k  — C)"=zo. 

a°.  Si  m = ai  -f-  1 , ou  n = 8k  -f-  5 , on  déterminera  a et  Ç d’une 
manière  unique  par  l’équation  2/i  = (4<x-f-  1 )*  -f-  (46 -f- 1 )■  ; cette  valeur 
donnera  C = f (a*  -f-  a)  j (6*  + C) , et  l’équation  cherchée  sera 

4- -t- (* 4-  — nC)p  + Q -+-!*)*  — »(C+i*)*=o. 

(4$4)  Indépendamment  de  la  théorie  précédente  qui  ne  laisse  rien  à 
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désirer  sur  la  résolution  de  l’équation  x’ — i = o , M.  Gauss  a indiqué 
une  méthode  particulière,  au  moyen  de  laquelle  les  équations  auxiliaires 
données  par  cette  théorie,  peuvent  sc  réduire  à des  équations  à deux 
termes  de  même  degré.  Comme  celte  réduction  est  assez  remarquable, 
et  qu’elle  offre  peut-être  le  seul  exemple  un  peu  général  qu'on  puisse  pro- 
duire de  la  résolution  des  équations  au-delà  du  quatrième  degré,  nous 
allons  l’appliquer  à l’équation  x“  — i =o. 

Dans  ce  cas,  l’équation  X = o pourrait  sc  décomposer  en  deux  du 
cinquième  degré,  delà  forme  Y-\-Z\/{ — i i)  = o,  Y — Zç/( — 1 1)=0; 
mais  cette  décomposition  n’ayant  aucun  avantage , il  est  plus  simple  de 

faire  x -f-  ■ = : , ou  .r*  — xz  -f~  i = o , et  alors  l’équation  du  dixième 
degré  AT=o,  se  réduit  à celle  du  cinquième  j 

a5  -f-  z4  — 4 z’  — Sz*  4-  5z  4-  * = O.  (a) 

Ce  procédé,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  revient  à décomposer 
la  période  (10,  i)  en  cinq  autres , lesquelles  sont  (a,  1),  (a,  2),  (a,  4), 
(a,  8)  et  (2,  >6)  ou  (a,  5);  car  l'équation  indéterminée  x'* — 1 =0#  (11) 
a pour  l’une  de  scs  racines  primitives  a,  et  ainsi  faisant  g = 2,  on  a 
la  suite  des  périodes  précédentes.  Soit  maintenant 


a — /(a,  1)  = r 4-  r”, 
b = /(a,  a)  = r*  -+-  r*  , 

o =/(a,  4)  = Y, 
d = f( a,  8)  = 4 4-  4, 
e = /(a , 5)  = r5  -f-  4. 


De  ces  équations  on  tire  soit  immédiatement,  soit  par  les  principes 
précédens  , a*  = b 4*  3 , nb  — a 4-  d,  ac  ses  d -f-  e.  Or  on  peut  regarder 
les  quantités  a,  b,  c,  d , e,  comme  formant  une  suite  rentrante  sur  elle- 
même  , dans  laquelle  a est  précédé  de  e ; on  peut  donc , en  avançant 
successivement  chaque  lettre  d’un  rang , former , au  moyen  des  trois 
équations  précédentes , les  quinze  qui  suivent  : 


a*  = b 4*  a , 

i*  = c 4-  s, 

4 = d 4-3, 
d*  = e 4-  2 , 
c*  = a 4-  a , 


ab  — a -f-  d , 
bc  = b e , 
cd  = c 4"  a , 
de  = d 4-  b , 
ea  = e -J-  c , 


ac  = d -f-  e , 
bd  — e -f-  a , 
ce  = a 4-  b , 

da  = à 4-  e> 

eà  =r  c 4"  d. 


Par  ces  équations  il  est  évident  qu'on  pourra  réduire  toute  fonction 

60 
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rationnelle  et  entière  des  quanlite's  a,  b,  c,  d,  e,  à la  forme  linéaire 
jt  Ba  Cb  De  + Ed  -f-  Fe  , ou  l’on  pourra  meme  (aire  dispa- 
raître un  terme  à volonté,  au  moyen  de  l’équation  o=  i -| - a + b + c 

■4 


(485)  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  l’équation  (a),  quoique 
pourvue  de  tous  ses  termes , peut  être  résolue  à l’aide  d’une  équation 
à deux  termes  th  = V,  dans  laquelle  V est  une  quantité  connue  de  la 
AI+N  1/ — 

Soit  R l’une  des  racines  imaginaires  de  l’équation  R 5 — i =o,  les 
cinq  racines  de  cette  équation  seront  i,  R,  R',  Rs,  R 4,  et  leur  somme 
étant  zéro  , on  aura  * 

Les  racines  de  la  même  équation  seraient  également  i , R* , R1,  R?,  R*  ; 
et  en  général,  i , R“,  R,m,  R>m,  -fi4",  pourvu  que  m ne  soit  pas  divisible 
par  n,  de  sorte  qu’on  aura  aussi 

o = i -+-  R"  -fi"  4-  R,m  R,m. 

Soit  maintenant 

T = a -f-  bR  -f-  cRt  4-  dR’  ■+■  eR*  , 

et  imaginons  qu’on  élève  ce  polynôme  à la  cinquième  puissance  ; puis- 
qu'on a Ri  = i , cette  puissance  ponrra  se  réduire  à la  forme  : 

T5  = A -f-  BR  -f-  CR'  -f-  DB?  4-  ERi , 

où  les  coefficiens  A,B,C,D,E  ne  contiendront  que  les  racines  a,  b, 
c,d,  e , et  ne  les  contiendront , si  l'on  veut,  que  sous  la  forme  linéaire. 

Si  l’on  observe  de  plus  qu’en  faisant  T"  =zb-+-cR+dR'-+-eR,-j-aR* , 
on  a T = T' R,  et  ainsi  Tiz=z  T'iRi  = T'5,  il  s’ensuit  que  dans  la 
valeur  développée  de  T5,  on  peut  avancer  chaque  lettre  d’un  rang,  en 
écrivant  b au  lieu  de  o,  c au  lieu  de  b,  etc.  Donc  l’un  des  coefficient 
A,  R,  C,  D , E,  dans  Ti,  étant  désigné  par 

cette  valeur  doit  être  la  même  que  Donc 

£=>=<!=«=£,  et  le  coefficient  dont  il  s’agit 

—ol — £,  c’est-à-dire  qu’il  se  réduit  à un  nombre  entier  indépendant 
des  racines  a,  b,  c,  d , e.  C’est  ce  que  le  calcul  suivant  va  confirmer. 
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(486)  Si  l'on  met  d'abord  la  valeur  de  T'  sous  la  forme 

T‘  = a’  + b’ R'  + c'R*  + IR'  4-  e’R*  ; 

«ans  réduire  A5  et  /?'  à leurs  plus  simples  expressions  7?  et  7?’,  on  aura 
a'  = a*  4"  â4<?  4"  a«7,  et  semblablement  4'  = 4*4-  aco  4*  a de,  etc.  , 
chaque  coefficient  se  déduisant  du  précédent , en  avançant  les  lettres  d'un 
rang.  Or  en  réduisant  la  valeur  de  d à la  forme  linéaire  , on  a a'  s — b 
4-  ac  — ae  ; on  aura  donc  tout-à-Ia-fois  : 

d = — 44-  ac  — ac, 

4'  = — e + jf  — aa  , 
c'  = — d 4-  ae  — ai  j 
cf  = — f 4-  M — 2C  j 
e'  = — a 4-  a4  — ad. 

Si  l’on  fait  semblablement  T*  = a*  4-  4*  R*  4-  e*/?*  4"  d*JP*  4-  c‘R'* , on 
aura  a*  = a'*4-a4V 4-ac'd,  et  en  valeurs  linéaires, 

d — 3 — 16 a — io4  4-  a5c  4-  >oc , 

4'  = a — i64  — 10c  4"  aW  4-  ,oa  » 

c*  = a — »6c  — lorf  4-  a5e  4"  >o4, 

d’  — 3 — 16 d — 10e  4-  a5o  4"  loc , 

e’  x=  a — 16c  — 10a  4-  a54  4*  iod. 

11  reste  à multiplier  entre  eux  les  deux  polynômes 

T = a 4-  47?  4-  cR'  4-  dR’  + eR* , 

T*=  0*4-  4*71*4-  c*7l*4-  d* 7l,,4-  e7?‘, 

et  on  trouvera  leur  produit 

T'  = — 196  — i3o7?  -f-  a557I*  — aoT?’  4-  9°7Î* , 
ou  en  chassant  R*  au  moyen  de  l’équation  0=  1 4- 7?  4-  71*  4-  Tî’-f-  R*, 
T*  = — 11  (36  4-  aoTÎ.—  \5R‘  4-  loTS’),  • 

quantité  indépendante  des  racines  a,  4,  c,  d,  e,  ainsi  que  nous  l’avions 
prévu.  , 

(487)  Connaissant  d’après  cette  équation  la  valeur  de  T en  fonction 

de  JS,  on  connaîtra  la  valeur  du  polynôme  a4-47î4-c7î*4-d7î14-e7?<; 
«ihangeant  ensuite  R en  A*  successivement,  on  aura  la  valeur  de 
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trois  autres  polynômes  où  a , b , c , d , e seront  les  mêmes.  Au  moyen  de 

ces  quatre  équations  joiutcs  à l’équation  o = 1 

on  pourra  déterminer  les  valeurs  des  cinq  racines  a,  b , e,  d,  e;  cl  dans 
cette  solution  on  ne  suppose  connues  que  la  valeur  de  R , et  celle  de  T 
d’après  l’équation  à deux  termes  T^=  V,  où  V est  une  quantité  donnée 
de  la  forme  M+N 

Ma  is  la  multiplicité  des  racines  tirées  de  chacune  des  équations  T3— 
puis  combinées  entre  elles  , pourrait  donner  lieu  à quelqu'embarras. 
Pour  éviter  toute  indétermination  , examinons  particulièrement  les  poly- 
nômes formés  comme  il  vient  d’être  dit , savoir , 

T = a 4-  bR'  4.  cR*  4-  dRe  -f-  efl* , 

7”  = a •+•  bR3  -f-  cRi  -f-  dR*  -f.  eR '* , 

jT*=  « 4-  WP  -f-  cR ■ -f-  dR"  4-  eR'*. 

Si  on  développe  les  produits  T'T TT" , on  trouvera  les  résultats 
très-siinplcs  T’T"  — u , TT * = 1 1 ; d’où  résulte  T"  — ^ et  T" ~rp-, 
il  suffit  donc  de  connaître  7’  et  T , et  alors  on  formera  les  équations 

— i=«4’J  + c + |1  + |'i 

T = a 4-  bR  -f-  cü*  4.  dR 1 4*  e/P, 

T = a 4-  bR"- f-  cR * 4-  dR*  -f-  eR* , 

\p  a 4-  WP 4-  cR ' 4-  dR*  4-  eR 

~ = fi  4-  WP  4-  cR » 4-  dR " + cR'*. 

Ajoutant  ensemble  ces  équations  et  réduisant,  on  aura  enfin 
5a  = - i + T + £ + T + 

* - . , • * * * * ' , • :•  i 

(*188)  U {faut  maintenant  dans  l'équation 

7’i  = — ii  ( 26  4-  zoR  — i5  R‘  4-  » o jR1  } , 

substituer  pour  R l'une  des  racines  imaginaires  de  l’équation  /P  — 1 =0. 
Soit  donc  a — — jl— , k étant  l’un  des  no|jiLrcs  1 , a,  3,  4»  ou  aura 

cos5a=i , sin  5a=o,  cos  4*=  cos  et , sin  = — sina,  cos3n=cosa*, 
sin  3a  = — sin  an  j et  les  uuatre  racines  imaginaires  de  l'équation 
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il5  — 1=0  seront 

B = cos  a 4-  j/ — i sin  a. , 

R‘  — cos  aa  -f-  y/ — î sin  a*  , 

R 1 = cos  a*  — y/ — i sin  aa , i 

R 4 = cos  a — i/ — ■ î sin  a. 

De  plus , leur  somme  étant  — i , il  faudra  qu'on  ait 

o = i -f-  acosa  4-  a cos  aa, 

équation  qui  a lieu  sans  déterminer  la  -valeur  de  k. 

Cela  posé , la  substitution  de  la  valeur  de  B dans  celle  de  T donne 

T-  — xi  ( — 16  -f-  aScosaa  4-  (a5sin aa  — aosin ai)  y/  — 

Soit  p cosip  = — iG  4*  a5  cos  aa  et  p sin  i p = aSsin  aa  — aosin  a,  on 

trouvera  p%—  1 35 1 = il3,  ou  p — 1 1 ‘ ; ainsi  l'angle  <p  étant  déterminé 
par  les  équations 

— iS  + *5cosa«  . _ aSiinax  — aosina 

cos  ® = —, , sin®  = ^ , 

T nyAi  h V'11  3 


on  aura  7*=sii*  (cos  p 4-  y/ — i sin  p)  , d’où  résulte 


T — j j * ( cos  * 4-  y/ — i sin  ? 


(489)  La  valeur  de  T"  se  déduit  de  celle  de  T , en  mettant  simple- 
ment R‘  à la  place  de  B,  ou  aa  à la  place  de  a;  ainsi  faisant 

. — 16  -t-  n5  cos4*  • -/  a5  sin  A*. — ao  sin  aa 

cos  P = ^—/ — , sin  (p  = *- — 5 . 

r 11  V/11  > r 11  |/U  * 


T — 11'  ^cos  ?-  4-  y/ — 1 sin 


Donc  par  la  substitution  de  ces  valeurs  , on  obtiendra  enfin 


= — 1 4-  3 1/ 11  (cos  g 4-  cos  ; 


mais  il  reste  à fixer  le  choix  des  racines  dans  l'usage  de  cette  solution. 
Et  d'abord  011  peut  prendre  pour  a celle  qu’on  voudra  des  quatre 
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valeurs  ^ ^ ^ , y ; car  si  à la  place  de  a on  met  aa , 3*  t /[a  , les 
valeurs  de  cos  <J  et  cos  p'  restent  les  mêmes  , ou  s'cchangent  entre 
elles;  ainsi  on  peut  se  borner  à faire  a = ^ = 7a*  > ce  qui  donne 


cosa  = — j j \/5 , cos  aa  = — J — i \/5  ; il  en  résultera 


cos  <p  = 


— 89  — b5  v^5 


<p  = a 86*  48'  38*6t, 
ï<P=  57,at'43'73J 


)S»'  = -8<l+,5*/6, 

* 44V^"  * 

<p‘  — io5*  & 53*00, 
£ <p'  = ao*  37'  18*60. 


Comme  on  peut  prendre  p ■+-  2 ht  au  lieu  de  p , il  est  clair  que  le  terme 
cos  | aura  cinq  valeurs  différentes,  savoir. 


cos|,  cos(!  + ”),  cos(^+f)jCos(|-+-Ç),  cos(!+Ç). 


De  même  eos ~ aura  cinq  valeurs  différentes,  et  il  faudra  savoir  la- 
quelle de  ces  cinq  valeurs  doit  être  jointe  à une  de  cos  * , pour  en 

déduire  la  valeur  de  la  racine  a,  ou  plutôt  l’une  des  valeurs  de  a.  Car 
on  voit  bien  que  a peut  représenter  indifféremment  celle  qu’on  voudra 
des  cinq  racines  a,  b , c,  <i,  e , et  tpi 'ainsi  la  meme  formule  qui  donne  a, 
doit  donner  en  meme  temps  les  quatre  autres  racines  b,  c , d,  e. 


(490)  Il  ne  faudrait  qu'un  petit  nombre  d'essais  pour  établir  la  cor- 
respondance qui  doit  avoir  lieu  entre  les  valeurs  de  cos  g et  celles  de 
cos  j-.  Mais  pour  éviter  tout  tâtonnement , reprenons  les  formules 

T"  ss>  a -1-  bR*  + cR*  -f-  dR>  4-  eR" , 
r*  = d 4-  b'R‘+  cR>  -+-  tIR"-\-  eR'*. 

En  les  multipliant  entre  elles,  on  devra  trouver  un  produit  indépen- 
dant des  racines  a,  b,  c,  d,  e.  En  effet,  on  aura 

T'T'  = 11  (afl  — iR‘  — R '). 

Substituant  la  valeur  R ~ 00s  a.  -f-  \/—  t sin  a,  il  vient 

T*Tm  = 1 1 (a cos  a — 3cos  aa  + (asia  a — sin  3a)  j/—-  j). 

Soit  y cos  4.  = acosa  — 3oos  aa^yaio-tj-  es*  asina  — sin  aa  , an  trouvera 
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= u ; donc 

cos  4>  = 


a co»  a — 5coaa« 
y n ’ 


sin  4*  == 


a un  a — sin  aa 


V'“ 


Cl  comme  on  a fait  a.  = 72*,  il  en  re'sulte  cos  = 1 de  sorte 

qu’on  a 4'  = 33’  20'  46*o5;  4>  étant  connu,  ou  aura 

T = ÿs(c°a4'~+“  V — > sin4)=  11*  ^ cos  (4-— y)  +{/—  1 sin(4 — y)^. 


Donc  7* T*  —T -J-^rariay'ii.cos^}' — y)-  Cette  quantité  a été 
représentée  ci-dessus  par  \/ 1 1 cos  y ; donc  la  valeur  de  7-  qui  cor- 
respond à une  valeur  donnée  de  | , est 


Par  ce  moyen  on  trouvera  que  les  valeurs  de  ? et  y qui  doivent  se 

combiner  ensemble  pour  former  une  des  valeurs  de  a , sont  les 
suivantes  : 


|=  57’  ai'  43'72,  y = 3o8”  37'  i8'6o  , a = 


325.21 .43.73 , 

181.21 .43.73, 
a53.ai .43.73, 
109.21.43.72, 


93.37.18.60, 
30 . 37 . 1 8 . Go , 

a3G. 37.i8.6o, 

164.37.18.60, 


a cos 

2 cos 

3 cos 
3 cos 


4* 
11  1 

6w 
1 1 '■ 
Bit 


lOir 

2 COS . 


(491)  Si  on  rétablissait  la  valeur  de  T sous  la  forme 
T = V/[n  ( — 16  -f—  a5  cos  2ac)  -+•  (25siii2cc  — 20  sin  a)  1)]; 
ensuite  T,  T”,  Z”,  sous  une  forme  semblable  , la  formule 
5«  = — i-f-7’-f-Z'-f-7"-f-7™ 


reviendrait  à celle  que  Vandcrmonde  a donnée  dans  les  Mémoires  de 
l’Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  1771,  pag.  4*6. 

L’auteur  n’est  entré  dans  aucun  détail  sur  les  moyens  de  faire  dispa- 
raître l’indétermination  de  sa  formule  ; mais  sa  méthode  a les  mêmes 
fondemens  que  celle  de  M.  Gauss.  L’une  et  l’autre  doivent  leur  succès 
à ce  que  le  polynôme  a ■+■  bR  -j-  cR‘  ■+•  eiP,  élevé  à la  cinquième 
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puissance,  donne  une  quantité  indépendante  des  racines  a,  h , e,  d,  «, 
puisque  par  la  propriété  particulière  de  ces  racines,  toute  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  qui  en  est  composée , doit  se  réduire  à la  lorme 
linéaire  A + Ba  + Cb  + etc.  D'ailleurs  Vandcrmonde  a remarqué  que 
toute  équation  x"  — 1 = o , dans  laquelle  n est  un  nombre  premier, 
pouvait  être  résolue  de  la  même  manière  ; ainsi  la  priorité  de  cette  de- 
couverte  ne  saurait  lui  être  contestée. 
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Divissurs  de  la  formule  <*  — au'. 


DIVISEURS 


quadratiques. 


DIVISEURS  LINEAIRES  IMPAIRS. 


8 * + « > 7 
ta*  4"  1 

nx  -j-  ii  

aox  4~  i > 9 > 1 1 > *9 . 

A *4-  ',  '9 

a4*  4-  5,  ai 

a8x  4-  i , 9 , a5 

*8*  4-  5,19,37 

40*  •+-  1 , 9 » 3 1 » 

4ox  4-  3,  i5>27»  57 

~44*-t-  1,  5 

44*  + 7,  19,  85,  59,45 

5 a*  +~ï , 5,9,i7,a5  : 35,37,39,  35, 
45,49»51 

56*  4*  ij  9,h,35  , 43,5i 

56*  4-  5,  i5,3i,45,47»  55 

6ox  + 1 , 49 
6ox  4-  1 1 , 5g 
6ox  + 7 , 43 

60*  4-  17,53 __ 

“ 68*  4 i79,  >3,  *5, 19 1- 11  » 35  > 33  » 55  » 
45  : 47  9 49 j 53»  55,59 : 67 

76*  -f  1,  5,  9»»7>35:45>^9>6,»7~! 
76*  4-  5, i5,a7,5i, 5i  =59,67,71, 75 

~84*  + 1,35,37,43,67,79 

84*  4-  5,  i7>4i, 47>59, 85 

~ sâT+T,  5 , 9 , a5, a7  : 49,59,67,75,81 
88*  4-  7, 15,31,39,59:61, 63,79,85,»7 

* ga*  4-  1,9,15,35,39:  4'»  49, 75» 77 > 

93*  4-  7,  ii,i5,i9,43:5i»63»c7>79» 
83  : 91 
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J*  — 3iz* 

3lZ*  — jr* 


iaoa-  -+-  i , ig,  4g  , gi 
laox  -f-  2g,  71,  101,  110 
iaox  -4-  *7,  85,  107,  ii5 
laox  -f-  7 , i3,  37  , io3 


ia4x  4-  i,5,g,a5,  55  :41,45,4g,  6g, 
81  : 97,  101, 10g,  n3,  îai 

134*  •+■  3,11,15,25,27:43,55,75,79, 
83, 91, gg,  n5, 119,123 
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FORMULE. 

DIVISEURS 
Q U A DR  ATI  QU  ES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

1*  — Zgu‘ 

y'  — 592” 
392-  — y 

3^4-22^—19=* 

192*  < — ajrz  3/* 

i56æ  -4-1  ,25, 4q,  61  , 121 , i-35 
i56x  4-  a3,  35, q5,  107,  1 5 1 , l55 
1 56x  -I-  5~,  4»  , QQ,  135,  i5y  , 149 
i56x  + 7 , iQ,  3i,  67  , uil,  ï5i 

t‘  — 4>“‘ 

r — 4«S* 

164X  •+■  1 , 5,9,  21 , s3  : 35,5i  , 33,  37, 
3o  : /.3.  A 5.  Zii.  5i . 5-7  5o.  61 . 

73,  77,  81  : 83, 82,91  * io5 , 
io5  : 107 , 1 15  , 1 l5  , 1 19  , uu 
135  , L27,  i5i  , i53 , i5q  ; 1 4 1 . 
i45 , i55 , i5q  , i63 

t'  — 4 2u‘ 

— 422* 
432*  — £ 

3r*  312* 

213*  — a i/’ 

ifiRr  _(_  1 , a5, 29,  i3i,  137,  i5j 

i68x  + 17,41,47,89  , Ï43,  167 
+ II.  20,  53.  107,  l4û,  l55 
1 (>8.r  4-  ï£  19,  57?  llL  159?  >57 

— 45“* 

y'  — 432* 
432*  — y‘ 

I73X  + I,q,i3,  17,31  : 25,41,49,53, 
57  : 81,  Q7,  mi.iog,  117  : 131, 
i33,  i45,  i53,  i65  : i6q 
173X  -+-  3,7,19,27,39:51,55,63,71, 

76:91, 1x5,  119,  133,  i5l : 147, 
i5i  , i55,  i5q,  i63  : 171 

r — 460* 

y * — 462' 

• * 

• 

463*  — jr‘ 

• 48x  + 1 , 3. 9.  a5,  37  : 35,  41, 49,  5g, 
73  : 75781  , iô3,  131  . 123:  i5i , 
139,  147,  i65,  169:  177  .179 
184J  + 5,7,  i5,  21 , 37 : 4^u53,oi,o3, 

79: 103,109, 111,  L2Ü, i35: i43, 
149,  167,  i59,  175,  181 , iB5 

1*  — 47u‘ 

y * - 472* 
47=*-  r 

iS&E  + 1, 9,  17,  3i, 35:57,4g, 53,6i, 

65  : 81 , 89,  97,  ‘°‘  > »3i  = i45 , 

,49,i53,i57,165:  169, 173,177 

ibdx  -j-  11,15,10,23,31:55,39,43,67, 

87  : 91 , 99,  107  , 123, 137  : i55  , 
13g, i5i , i63, 167  : 171 , 179, 187 

t*  — 5iü* 

y‘  — 5i2* 
5i2*  — y‘ 

3>*  — !7^ 
172*  — 52 

204x  + 1 ,13,25,49,121,145,157,169 
2o4x  -f-  35-  41-  5r>.  83  T i55.  i70r  igi , 303 

2o4x  -f-  7 ,31,79,91, 139,1(53,175,199 

ao4x  4-  5 ,20>4J  n5,  ia5, 175, 197 
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FORMULE. 

DIVISEURS 

I . * 

QUADRATIQUES. 

■ ■ ■■  ■ 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

t*  — SSu' 

y'  — 53s* 

3I3X  + I . 7,9,  11,  l£l  l5,  17,  35,  39,5?: 

45.  4t>  49.  $7,  SgTCa,  77» 8 r » 

89^91,93,95,97,99:  u»t  107, 
n3  , n5,  1 17  ! HQ  . ui  , is3  , 
i3i , i55  : 145 , i_4g  , i53 , i55  , 
iG5  : iC5  , 169 , 170  , 1 85  , 187  : 
«95,  «97  , '99.  2m,3Ô%:  305, 
2JLI 

tf  — 55a* 

y'  — 55a* 

5 St'  — 

3£  -f-  3£S  — 373* 

a72*  — V*  — 2T* 

330X  -f-  1, 9,  4çk  69,  fil  : 89,  141 , 
loi  , 2111 

220X  4-  iQ»  3g , 5i , 7Q,  1Ü1  : i5g,  l£i  , 

, i7i , au  , aiQ 

aaox  -f"  HT,  17.,  57,  75,  117  : l53  , 175  , 

■95,  «97, 217 

asar  -f-  :> , 35,  37,47,67  : «o3,  «47 , «63, 

3o5,  307 

r — 57a* 

.T*  - 57s* 

3280:  -f-  1 , 7,  35 , 43  , 49  = 55 , 6« , 75 , 

\ 

571*  — .r* 

85  , n5  : 1 2 1 , i5q  , 157  , id5  , 
«69=  «75,  187,  199 

aa8.r  -f*  29,  4« , 53,  5g,  65_i  71 , 89,  107 , 
1 1 5 , i45  : i5o  , 167  , 175  , 179, 
1 8f)  : 203  , 221 , 227 

t*  — 58u* 

7*—  58s* 

332X  + 1,7,9,  a3,  s5  : 33,49,  57, 65, 

65  : 71 , 81,  io3,  111,  121:  13g, 

i5i,  161 , 167,  169  : 175  , iSS , 

37*  — 39s* 

«9Q,  207  , 209  : 323  . 335  , iil 
3Î2X  4-  3 ,11  , «9,31, 27  : 5?  , 45 , 6i ,» 

bg,  75  : 77, 85, 99,  toi,  i3i  : 
155  , 147  , i55  , 187,  1O8  : iji  , 
189,  195,  ao5,  311  : 313,321,229 

t*  — 5gu* 

.T*  — 59s* 

336a:  4-  1 ,5, 9,  17,31  : 25,29,  4«»45, 
49  : 53  , 57 , 81 , 85  , io5  : I3i  , 

59s*-  t- 

125,  i33,  «37,  i45  : i53  , 169  , 
181  , i 8g  , iq5  : iQ7  , 2o5  , 2 1 5 , 
325 

256x  4”  11  , 25,  3i,  3g,  43  = 47 , 55, 67, 

»3,9«  :9g,  io3,  ut,  ni,  «3i  : 

S 

« 1 



i5i  , i55  , 179 , i85 , 187  : iQi  4 
IC5  , 207,  21 1 , 2l5  : 21g  , 227  , 
2S1 , 235 
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DIVISEURS 
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DIVISEURS  LINEAIRES  IMPAIRS. 

a44r  H-  i, 5,7,9, m.iS, 35,25,51,35; 

<*  — Ci  u* 

./*  — 6xs* 

- 

41, 43,  45,  49, 6 ! : 55,  67,  59,05, 

65:67,71,75,77,79:81,87,91, 

— 

97.99:  109,111, ii5,m6,  117: 

_ 

lâ./iab,  157,159,141:  wiAaTMl  1 
i5i,i55,i5g  : 161, 1Ü9, 175, 191 , 

107:305, 307,211,215,217:  323, 

325.227,230.  2/»I 

t‘  — Ü3U‘ 

y — 622* 

2482  •+•  1.0.10.25,33:35,41,  4o,5i, 

• ' 

59:67,81,97,  io3, 1 13  ; îai,  129, 

1 3 1 , in3.  Km  1:  171, 187,  U)-',  . <)J,  > 

6a;*  — y 

2x1  : 2 igf  325.237.  233,  355  ! 

a48x  •+■  i3,i5, 21, 23,aq:37.53,55, 61, 

77:79,85,117,119,127:155,141, 

lAl , i Ü7 , 1 0 1 : 169. 197,'09» 207,  f 

aiSÎaiïJ aa5. 329.25c,.  a/, 7 • • 

t‘  — 65«* 

y — 65s* 

a6ox  -t-  1.9.29,49,51:61,69,^,81, 
UU  : 1-21  , 129  , 1A1  , i5gr  i5o  .• 
179,181,191,199.209:  211,' 2T1, 

5y  — &L 

2602  4-  7 ,33 % ^ 579  63, 6^ g,  85, 
95797,122,137,163,^67:177,  : 

187  , iq3  , 197 , 203 : 2x2  , 222  , 
327, 253 

c*  — G6u* 

y — 661^ 

a64x  •+•  1 , a5  , 3i  , 49 , 97  1 io3  , 169  , 

66e*  — y 

199,225,247 

a64x  -+-  17,  4i , 65 ,93 > *6'  : 167,215, 

3 'y  — 223* 

( jjj 

232*  5£ 

1 aH.  aSo,  aa 

a64r  -f-  5 , 55 , 3g,  ia5,  l55  : i7Q>  202  , 
221 , 245,  221 

a64x  -4-  1 5 , 19 , 45 , (il , 85  : 109 , 139, 
ao5,  an,  a5g 

c*  — 67(4“ 

^*—672* 

2682  -I-  1,9,  i7,al,a5:29,33,  07,49, 

65  .-73, 77,  8‘, »9, 95  : i2>.ia9» 

L f . • J ^ ».  ■ 

k.  I Ht  f .''J 

G72*  — 

i49\  i55,  i57  : 169,  173,  Kü~; 
i»£h  içp  : 2Ô5J  217^  237  f 

24 1 :^7  > 2&1  > 

a68x  + ?77, 11,  27,3i  :45,5i  ,63,75, 
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79  : 87 , 95 , 99 , " ' . 1,5  : 1 ‘9. 
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195,2113^119:251,335,339,245, 
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i53,  i3qt  i5i.i65. 
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376*  4*  5, 11 , 17,  53,  65  : 83, 89, 107 
ii5,  13 5 : Ï57 , i43  . 1A0.  i55 


, ig3  ,*  an,  335 , a5g  ? 


191  : 3o5, 33i  , 337,  a45,  35 1 


'à 


>3 , 375 


t‘  — 70U* 


2*—  7 os* 
70a*  — 2* 

32*  — 35a* 

35z*  — 3/* 


afior  4-  1 ,9,  ii , 5i , 81 : 99,  lai,  1691 
179,  au  : 319,  349 
280JC  4-  5i  ,61 , 69,101 , n 1 : )5q,  181 


^.  aag,  a6g  ^71,379 

33 , 57 , 55,  q5,  i 

, 347,  alCife.  377 

a8ar  4*  5,  17 , 37,  55.  75 : 85797»  l53 


. iP».  7 ♦ J‘7a.„ 

a8ox  4-  a5 , 57 , 55.  q5,  137  ; i85.  197 


3Q7.  347. 

V»7ia7 

187,  337  : 345 , 357 
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s84x  4-  1 , 5,  g,  35,  3Q: 57 ,45, 49,57 
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D 1 V ISEURS 
QU  ADR  AT  I Q1IS6. 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

1'  -{-  U‘ 

r ■+-  2* 

4*  4-  , 

<*  -4-  5u* 

jrx  -f*  V1  H-  G*" 

y'  -1-  v*  4-  3 1‘ 

sox  4-  1 , g 
aox  4-3,7 

C * 4-  i3u* 

jr'  4-  ayz  4-  J 4** 
yr‘  4-  sys  4-  71* 

4-  Lt  9»  »7,  a5,  39:  4g 
5sx  4“  7,n,  ,5,  iq,  Si  : 47 

**  + 17  u* 

y‘  4-  ayz  4-  ,8s“ 
V*  4-  yz  4-  os* 
y*  4-  ar*  4-  w 

68x  4-  1 , 9,  i3,  ai , a5  : 3^  49»  53 
B5r  4-  L»  Zi  11  » a$,  a7  : 5i , 3g,  63 

<*  -1-  ut' 

C . 

y * 4-  »jz  4-  aaz' 

»r*  4-  V*  4-  1 iz‘ 
5y‘  4-  <y"6  4-  &* 
ipy*  4-  &rs  4-  3z* 

84x  4-  1 » a5,  52 
84j=  — |—  ex,  a5,  71 
*4*  4-  S , 17,  41 
84*  4-  ig  , 3i , 55 

t*  4*  39a* 

T + yz  4-  3os* 
5y|  4-  ays  4-  6s* 

«qr*  4-  ay*  4-  3s* 

LL&I+  1, 5, g,  i3, 35:  33,45,40.53, 
57  : b5 , 81 , q3,  ,oq  ! 

,i6jc  4-  37 11 . ,5.  iq.  37_l!i.  3o.  A3  - 
47,  55.:  2^  Z2795,99  ! 

t*  4-  55u* 

7**  4-  ay*  4-  34s* 

ây*  4-  ayz  4-  17s* 
Y 4-  6ys  4-  ,4s* 
qy*  4-  «y*  4-  72* 

,53j  4-  1 , 25*57, 4p,  97  j 

r3ax  4-  17,  39,  41 , 65 , 101 

,3ax  4-  33, 47,  5<),  71 , 11g 

i3ax  4-  Z , 19,  43,7g,  127 

t*  -J-  57 u* 

4-  3^  4-  3S- 

ar!  4-  aj-s  4-  ,93* 

i48j  4-  1, g, ai ,a5,33:4i .49» 53,65, 

73  : 77,81 ,85,  101,  121  : i37 , 

14,  ,145 

i48jc  4-  i5,  ig,  33, 3i , 35  : 5g,  43,  5i , 

55 , 59  : 79, 87  , gi , 103,  Iig: 
i3i , ,55,  i45 

**  4l 

1 * * ' \ 

, / 

J*  4-  ayz  4-  4az* 

|i64x  4-  1,5,9,31,25:33^37,45,49, 

3y*  4-  ayg  4*  aïs* 
$y*  4-  g*  4-  ios* 

5y!  4-  yz  4-  i4z* 
ay*  4-  ayz  4-  7** 

57  : 61,75,77,81,  iq5j  h3,  121, 
, 25 , 1 33  , 141 

164X  4-  3,  7,  II,  15,19:37,  3^,  42,  55, 

, «3,^7»  7l» 75,  79,  9^99»  lu, 

Ï357T47,  ,5i 

Nota.  Les  diviseurs  quadratiques  contiennent  , outre  les  diviseurs  impairs  mentionnés 
dans  U table  , des  diviseurs  pairs  ; savoir  , les  diviseurs  8n  -f-  2 , lorsque  a est  de  forme 
8m  4“  * » «t  l«*  diviseurs  8n  •+•  & lorsque  a est  de  forme  8m  + 5.  1 
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I*+  2*4  543*1 
gy*  4 3/5  4 6z*J 

4 225  4 373*1 
iSy1  4 3/z  4 5z* 
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3;  * 4 ayz  4 39^ 

3y*  4 6y*  4 3az* 

6y*  4 6/*  4 1,z* 
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: ao5 
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67  : 7»,  75,  79. M.  07 >:  Ï22ili_i* 
1 37, 1 5q,  1 47  : » 5 « >*07»  « 7 1 » 1 79* 


IQl  : 307 


aa8x  -{-  1 , a5 , 49 > 6» , 7^  : 85,  îai,  i5y, 
169 

aa8»  4 39; 4i , 55,65, 89:11s,  i85, 

ait  * i 

aa&r  4-  ^67,79, 91, »o5:  i37,i5i,3iy 

aa8x  4 n,  35,55, 47, 85  : M9,  l5t>  iâl» 
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r*  4 yrz  4 6az*la44»  H"  »•  5,q, >5,  afL:  4»  >4--S  49:^7,65, 
5*'  -+•  wx  4 i4*7  73>77>^ï>97>,09: ‘L5*  ”7»  l41» 

j -r  y -r  , a’5,  { 87  ; , 4 » , » 49,  »6  ■ , 1 % 1 97Î 


37s  4 
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lojr'  4 &/*  4 7S‘ 


305,  3 17,  335,  33Q,  â^î 


',11 , 33,  Si  , , Z_ £ £ ,££ 

7» ,79>87>9»  :99»  111  » ll5« 


,55,59,65: 


i.,45r»S...S5.T5q,.75,i9t3 


307,311.315,335,  337 
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-3y*  4 107-*  4 
5y‘  4-  2/s  4 M- 
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l&di  l97  - 
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147,  i83  : ac/,  345 

lj,  19,  3l,  59,  71 : 99,  11»,  lift 


î4z 

2QOJC  -H  1 j»  ■«>  4 *i  ■ 

1317171  : 319, 


_y.  4 373  4 70**1376»  4 1 » *5»  a5,49,75:ê5,  iai,  i55j 

4 yî  4 5^376*  4 65^111^,  135,  i57( 

ay*  4 ay*  4 35z*>a76j  4 55,47,59,7»» 11 9»  î5ii  iS 

iôy*  46/34  3z*J  179,  31^1  a5ç|  . 

-y*  4 3/*  4 îozi  376»  4 2, 19,45,67,79  : 91,  i°5,  175^ 
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FORMULE. 

DIVISEURS 
Q U ADR  AT I QUES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

t'  -h  Su' 

jr'  +ju  4-  s* 

6x  4-  1 

f -f-  7 u' 

r + 7-‘ 

i4*  + 1. 9.  11  ! 

t*  -f-  1 iu' 

7‘  4-  3a* 

aax  4-  1 , 3,  5, g,  l5 

t'  -f"  i5a* 

r*4-  lia! 
H-  5 s* 

3ox  4-  1 » üJ 
3ox  4-  1 2»  ai 

1*  4-  19a’ 

7*  +!  5s* 

38x  4-  i,5,7,9,ii:i7,a3,a5,35 

t'  -J-  a3 u' 

46x  4-  t , S, g,  ii,  a5  : a7,aq,ii,Ü, 
» 22  : 4i_ 

t‘  4-  3ia* 

7*  4-  5 ix* 
57*  4-  4>'3  ■+*  75‘ 

J 6ax  4-  1,5, 7,9,  19:  a5 , 33,  35,39, 

} 4,  : 45, 47  >491  5Î  ,^9 

f 4-  55«* 

f.  . ; * . I*'  . ' * 

1*  4-  7»  + 9s* 
y*  7;  4-  3s* 

70X  4-  1 , 9 , u , ag,  3o.  5i 

7ox  + 5,  i3,  17,  37,  33,47 

!*■  + 3ga* 

7*  ■+*  39=* 
3r*  4- 

5r‘  4-  V-  + 83* 

\ 78a-  4-  1 , a5 , 43  , /|Q  , 55,  Gi 
7&X  4-  5,  Il  , 4«  , 47, 5q,  71 

4-  43a* 

r*  4-  73  4-  I,s* 

86x  4-  1,9,11, i3,i5:i7,ai,a5,a5,3i:35i 

4'»47>49>55:57,s9.t>7»79.8‘:83 

f + 47a* 

7*  + 47=*  „ 

yy%  -f-  2YZ  4-  i6a* 

i:  + ^+ 

94-c  4-  ^2,7,9,  2>»25,  -,  37,49: 

, 5i753,  55.5g,Gi  : 63, T35,7i,  75, 

79 -i  81 , S5 , £>9 

t*  5ia* 

7*  + 7*  + '5x* 
y*  4-  yx  -j-  5s* 

:oax  4-  I,  1^,  ig,  a5 , 43  : 4o.  55  , 67 
loax  4-  5.  1 1 , a5 , aq,  4»  J-Ü5 , 71  , q5 

/*  + 55a* 

7*  H-  55^ 
y*  4-  ulü 
77*  *+■  y2  4-  83* 

Inox  4-  1,9,31,49,59:69,71,81, 

* 80  . Ql  1 

nox  4-  7“,  i5,  17 , 43,57  :63, 73, 8j, 

87,  107 

t*  4*  59a* 

» 

Y'  4-7-4-  lis^ 
^4-47:4-  3s* 

1 . /;i  ‘ t — 

1 1 1 8x  4*  >, 3, 5,7,9:  1 5, 17, 19, ai, a5: 37, 

/ ag,  55,41, 45  ;.49,J>i, 53, 57,03^ 

1 J 1 , |3|  79,  » ' , 85  : 87,95,  ■ «3, 1 <->7 
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o-ù  ■>!,  r»  tw  ■ ^5,  r>9, G5, 7 1 


107.  îai,  ia5  : 137,  139,  lÎi  * 


'i4ax  -+-  i,5, 5,<),  1 '■  : tp, 


43 , 45, 49 ,57,7 5 rÿ5,  7( 

85:  87,89,91,95,  LQJ  : io3; 


06x  ■+• 


174*  + 11 


'«181,99, 101 


1 1 1 : nq,  îai. 


117,137,145,147^107, 


r -j-ioSu* 
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131)  t • « J ‘ > * J-'y  1 ISLLi 
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FORMULE. 

DIVISEURS 

QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  LIBRAIRES  IMPAIRS. 

<*  4-  au* 

/*  4-  as* 

Sx  4-  1.5 

t*  -f-  IOU* 

/ 4-  ios‘ 

ay*  4-  5ï* 

'■  9.  il . iQ 
4ox  4-  2,  IA*  aTj  37 

i*  H-  a6u* 

j*  4-  a6s* 

3y*  4-  4/î  4*  'os* 
ay*  4”  ,5s* 

6y*  -F  ^ys  4-  5s* 

)io4r  4-  k 3j  g,  17,  a5  : a7, 35,43,  4g, 

l — — Si,  75781 

}i°4x  4-  ^ : 57,  45,  47.  65, 

- — — ‘9- 

<*  4-  34u* 

j*  4"  5a;* 
2£4-  17s* 

5y*  4*  8/s  4-  ïos* 

|.3dr  4-  1 , g , iQ,  a5,&*55,  45,  43, 
/ 5g,  67  Ï81 , 83,  8g,  n57  xat  : 

12S 

i36x  4-  5,7  a3,ag,3i  : 37,3g,45, 

, • ; ...... 

01, 05  : 71,  7g,  95,  10g,  ia5  : 

J-'  1. 

<•  -f-  4au* 

y * 4-  4as*  ü 

5y*  4-  >4s* 

168x4-  1,  a5,  43. 67,  îai,  i63 
i68x  4-  17,  4',  5g,  83,  80,  i5i 

6J"  4-  73* 
ay*  4-  21s* 

i*j8x  4-  i3 , 5i , 55,  61 , io3,  i57 
168x4-33,29,55,71,  95,14g 

t‘  -f-  58a* 

J*  «+•  58z* 

t ? 

7 

a5aE  + *>  9»  »5,  33  35  : 49,  51,5;,  5g, 

05:07, »i,05,gi,  i°7  : n5,  lai. 

135,139,139: 161,  169,179, 187, 

ay*  4-  agi* 

aog  : aiq,  325,337 
4-  «5,  ai,  31,37,39:47,  55,6i,6g, 

v.*  £ * 

77 : 79»  85,  g5,  un  , tig  127. 
,aa»iaa»  '43>  '57  : 75g,  f8g, 
191,  ao5,  ai5  : 2.5,  331,320 

I*  4-  66u* 

y*  4-  66s* 

V*  22S* 

# 4-  53;* 
6y*4-  us* 

4-  4rz  4-  145! 

jo/*  4-  4ys  4-  7s* 

a64x  4-  ^a5, 67,  91  ^92,  1/5, i63, 
264x4-  i7,55T4i,65,83:io7,i3i,i6«, 

| ^ 

357,  253 

2641  4-  5,  aî,  47,  53,  71 .-  1 19,  ia5,  191, 
, aai.  345 

a64x  4-  5^,  22»  î®2»  I£Zi  i5li 
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FORMULE. 

DIVISEURS 

QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

/*  4-  6«* 

r 4-  fis: 
ar*  4-  3;* 

a4  r 4-  Li  2 

0.I1X  4-  5,  u 

r*  4-  i4«‘ 

y'  4-  «4=* 
y -+-  7** 

V 4-  4r-  -+■  fis* 

J 56x  4-  i.O.  i5,23,a5,3g 
56x  4-  3, 5,  i3,  19,  37, 45  ; 

l'  + 22  U‘ 

y 4“  aaa* 
a/-*  4-  i «s* 

88x  4-  1, 

88.r  -|-  i3,  iQ,2i,2q,35:43,5i,6ii,83,85 

1*  4-  3o/i* 

J * + 3oci 

y 4-  l5s: 
67*  -j-  62* 
i oy‘  4-  3z* 

■ ao.r  4-  1.  3i , 4g,  79 

120J  4-  17,23, 47, nJ  1 

1 aox  4-  • 1 > ag , 5q,  un 

iaox  4-  10437,43,  67 

<*  4-  38n* 

y*  4-  381* 
fy'  + 4r=  -f-  72* 

(i52j:  4-  1,7,9,17,  23:2^,59,47.49. 
J 55:03,737^1. 87, 11 1, 1 19, 121, 

ar‘  4-  iq:* 

,3Z 

1 i5a.r  4-  3,  i3,  21,  27,  aq  : 87,  5i,53,5g, 
) 67: bq.75,gi.  107,109: 117,141, 

147  

«*  4-  4®“‘ 

* V ■ ^ . y 1 ' ' * 

y'  + 462* 
V*  4-  ai: 

1 '84a:  4-  1,9,  a5,  3i,  3q  : 4«,  47»  49,  55, 

) 71:73,81,87,95,105:119,121, 

§£  + 4Zî  4-  ,os‘ 

127,  1 5 1 , 167  ; lOq,  177 
i84-r  4-  5, 11, 19, ai,  57  : 43,  45, 5i,  53, 

6i_;  67,83, 91, 99,  107:109,125, 
i4o,  i35- 15-  : 1-  ir  181 

f 4-  6au* 

./  ; ‘ «'  « . 

^2  4-  622* 
a^J  4-  lui- 
222  4-  L2Zâ  4-  i4*‘ 

622  4-  472  4-  1 u’ 

§£*4-  4-  323* 

a48x  4-  1 , 7 , 9,  a5, 33,  3g:  4>,4?,  4fl, 

63  : 71,81,87,96,97  : 10S,  III, 

n3,iai,  iaq:  143, 159,  itk),  175, 

i85  : iqi , 195,  aa5,  aai,  35". 
ia48x  4-  3,n,i3,  21,37:  29,37,43,53, 

f 61:75,77,83,85,91:92^115. 

i*7,  123,  139:141,147,179,181, 

189  : 197,  ao3,ai3,22q,343 

■+■  7°“* 

• 

« * < ■ r ’•  U 

• V r ’ ' rfT 

;u.;  • t ^ 

JS 

* 

r 4-  7°** 
107*4-  z*!  — 
5/*  4-  i4=* 
27*4-  333» 

a8ox  4-  l,  9,  3g,  71 , 79  : 81,  121 , i5i. 
109.19»  : 23g,  349 

a8ox  4-  17,33,47,  73,87  :97,103,  iü, 
i55, 1O7  : 223,  a57  J 

2&QX  4-  iq, 5q70i,6q,  101  : i3i,  îôg,  1 7 1 ,JJ 

lèl,  329  : 201, 26g 

280X  4-  37,4", 53,67,93:  107,135,  iG3,| 
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FORMULE. 

DIVISEURS 

QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

„ n 

<*  4-  780* 

/*-+-  78a* 
y*  4-  892* 
5/»  4-  >&* 

67*  4-  i3a* 

3m  4-  l»  a5,  4y,55,  79  : 102,121,127, 
199 , 217  : 289,  295 

3m  4-  41,47,71,89,119.-137,161,167, 
2i5 , a3g  : 281 , 5o5 

3iax  4-  2g, 35,53,77, 101 : 107,  i3i,  i55, 
173,179:251,269 

3i2x  4“  19,37,67,85,109:115,163,187, 
229,253:  5oi,5o7 

t‘  4*  86u* 

« r 

J*  4-  86a* 

■«r'  4-  4rs  4-  9*‘ 
6>*  4-  4-  i5a* 

V 4-  43a* 

5r*  4-  4/2  4-  >8i* 
4-  V2  + 3oz* 

344*4-  1,9,  i5,  i7,23:25,3i, 41, 47, 49, 

> 87,79,81,87,95:97,103,111, 

1 121,127:155,143,145,153,167, 

169,183,  185,193,207:  225, 25l, 
239,255,271  : 273, 279, 281, 289, 
5o5  : 3 1 1 , 337 

344x  4-  3,5,19,27,29=37,45,51,61,69, 

> 75,77,85,91,93=  n5,  123,  ia5, 

» 7 1 > 1 79»  a°3»  2 1 1 , 227 : 235, 257, 
243, 245,261:277,  a85, 29 1, 3og, 
• 3a3  : 33i,  335 

f 4-  9 

1 * 

• î-.  *'•; 

/*  4-  94a* 

2r*  H-  472* 

7/*  + 4 r2  •+■  >4** 

{/*  4-  8^2  4-  aaa* 

“>/*  + 872  4-112* 

376x  4-  1,7,9,17,25=49,55,65,65,71: 
► 79,81,89,95,97=103,111,119, 

, 121,143:145,153,159,169,175, 

177, i83, 191,209,215:225,239, 
*4  » , 247, 249  ; aâL  aj  1 , 289, 3o3, 
3 19 : 535,  357, 345, 345, 353 : 36i 
,3761  4-  5,11,13,19,29:35,43,45,67,69: 
f 77.85,91,93,99:107,109,117, 

123,125:  i33,  i3g,  1 63, 171,179: 
181 , 187, 203, 21 1,219: 221,227, 
229, 245, 261 275, 293, 3o  1 , 3 15, 
317 : 323,525,  559,349,355: 373 

t‘  -f"  «oau* 

. • , 1 j 

5 i 

l “■  *„  . 

4^  ,»t.  . ' 

/*4-  1022*  , 
fy*  4-  >72* 

y*  4*  5iar 

3/*  4-  342* 

; 

408/4-  *,  25, 4g,  55,  io3:  121, 127,  i45, 
151,169:  2i7,2a3,247,a7iyi»iSéi 

408, v 4-  23,4i,G5,7i,q5:  113,143,167, 
209 , 2 1 5 : 233,3 1 1 ,3ag,  535, 377 : 40 1 
4o8x  4-  35,  53, 5g,77,  83  : 101 ,149,  i55, 
1 79,  ao3  :,a5 1 ,093, 541 , 365 , 38q  : 395 
4o8x  4-  37,61,91,100,155:139,165,181, 
21 1 , 2S5  : 27  jc,283J  Sol , 57g,  597 : 4»5 

Digitized  by. 


Contenant  les  diviseurs  quadratiijues  trinaircs  de  la  formule  r*+eu*,  arec  le» 
valeurs  trinaircs  correspondantes  de  c. 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRI  N AI  R ES. 

VALEURS 
TRIN AIRES  DE  C. 

«*+  u* 

7* 4-  »•=  ^'4-=‘ 

I 

<*+  au* 

jr*4-  as*=  7‘4--*4-;* 

»+« 

1*4-  3 u* 

ÿ‘4-37  -4-  ai  — ( 7 4-  2)*-hr*-4-«* 

14-14-1 

<*+  5u* 

7*+  5;*=  j*4-a*4-4;* 

4+.» 

t*+  6 u* 

a_T*+  3a’=  ( g -t-  =)*+-{  7 — s)*4-2* 

4+»+» 

<*+  9«* 

VMr VH-  5;*=  ( 7-4-  ï)*4-7*4_4i* 

44-44-» 

l’-f-IOU* 

7*4-10;*=  7“-K*4-9-" 

9+» 

r’— f—  i iu* 

aT-’+ag -4-  6i*=  ( 74-a;)*4-(  7— z)*4-2* 

9+»+» 

l*4-i3  u* 

7*4-1 3;’=  7*+4 1*4-92* 

9+4 

1*4- i4u* 

37*4-27-4-  5;*=  7*4-(  74-22^-f(  y—:)' 

9+4+» 

<*+»7«* 

7*4-172*=  r*4-i6r*4-2* 

^*4-37  -4-  9;*=  ( 7'4-a2)*4-(  7— a;)*4-z* 

16+1 

9+4+4 

i*+i8u* 

ar*-+-  g=  *=  ( 7-4-a:)*-K  7— az)*+;* 

164-14-1 

i*4-i  gu* 

ar*4-2ji4-ioj*=  ( 7'4-:)‘4->’,4-92‘ 

9+9+> 

/■-H»  in1 

(j  ' r .i - 

***«■  «H&kÿ&W 

164-4+1 
1 6+4+1 

1*4- 2 au* 

37*4-11;*=  (7-4-  :)*-K  Jf—  î)*4-92* 

9+9+4 

<*+a5u* 

7*  +a5;*=  7*4-i6;*4-9;* 

16+9 

,?  i i . ~ i . : 

t'  4-aCu* 

7*4-a6i*=  7*4-;*4-a5;* 

5^*4-a7:4-  92*=  (74-t)*-H  7— a;)'4-.(74-a:)* 

a5+i 

‘6+9+1 

1*4-2711* 

37*4-3724- >42*=  ( 7-|-3;)*4-(  7— as)4-;* 

a54-i-f-i 

i*4agu* 

7’4-ao;*=  r*4-a5;*4-4;* 
57*4-37=4-  G;*=  (7— 2)*-t-(374-;)*4-4;* 

354-4 

16+9+4 

H 


Digitized  by  Googl 


T AB,  Lï  Y;ï  If. 


FORMULE. 

D 1 V I 5 EU  HS  QUADRATIQUES  TRI, «AIRES. 

T> 

VALEURS 
TRJNAlRtJ  DE  C. 

5T+ o-^iïïî^iîï 

35+-  4-4-i 
25-4-  4-f— 1 

<’+35«* 

2r+yH-«7^^^^§.+45. 

16-4-16-4-1 
25+  4+4 

/*-f- 3^i/* 

_7*+347=  v*-4-353*-f-tts* 

a7*+i73*=  ( 7+3z)’-K  7— a;)*+03‘ 

a5-f-  9 
•6+  9+9 

<'+35u* 

a5+  9+1 
35+  9+1 

tf+S’ju' 

jr*+3  7S*S=  7*-)-36i*4-s* 

56+  1 

e+33/7 

37*+»  9*  — ( 7+3;)--K  7— 5»)H-s* 
5jr*+y®+,5*tes  ( 7'— : 3-)‘+7‘+(  7+ 3“)‘ 

36+  j -4-i 
35+  9+4 

7*+4,:l,=  r*+a53*+j6s* 
y*+a7'a+2is*=  ( 7+2;:),+(  J' — z^-^iGz' 
5V*+4»;+  gï”=  (37+3;)*+{  7'— 2î)*+  s* 

a5+i6 
iG— 4— 16— f-r) 
56+  4+', 

1 

/’+  4 3 U1 

1 1 ‘ - 

*'*HË3£85ÎŒ?3 

a 5-4- 16-4-1 
3 5—4—  1 G— {— 1 

* 

?+/&k% 

V’+V -+^' — ( 7+3:)’*K  7— ^Z+D2* 

35+  9+9 

i'+4rju' 

25-t-i6+4 
i5-t-i  6-4-4 

e+/,6u‘ 

V+4?-+10' — (37+  î)*+r’+9*‘ 

56+  9+ï  ' 
56+9+4~ 

4*+ 49"* 

S/’+yH-ios  — 4r‘-H  7+I)’+92‘ 

7*+5o3*=  _7'*+49-‘+-* 

2+h. 6-4-9 

i>  -r 

6>J+4>-+  9*' — ( 7+at),+(  7— 3-}‘+(37+::)‘ 

i ; iVc 

r-+~5iu* 

?.C r4* 

35-4-35-4-1 
4 9+  >+' 

1 

i*+53u* 

7,+55:‘Ü  /’+492,+42‘ 

6/*+273+  9=*=  ( J— »=)'+(  7—  :)*+(27+2-)' 

49+  4 
56+16-4-1 

f C+54«v 

V+Î7i  — Ç 7+  =)*+<  7 — 2)’+25;* 
5y+272+> 1 --  V57 — *)*+<  f+*z>+  -* 

25-4-35+4  • 

46-4-  4+1 

T 'À  ÉLïTMt 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRIN  AIRES. 

VALEURS 
rRINAlRES  DE  c. 

.(  r— 5;V+  4s* 
-(  j— 3r/4-i6r‘ 

SWti 

**+58u* 

j>+58c*=  j’+49:*+9:‘ 

i9+  9 

**+-5ÿ*‘ 

y*+3>-+5o:* — 1 
3/*+: >/:+10:  — 

■<7— zJ‘+a5*‘ 
-(aj— s)'4-  /* 

a54-a54-  9 

4çH-  9+  1 

i*4-6iu* 

7*4-61;*=  r'+sea'+aSs? 
vr*_|_4>-i-+-*3i*=  ^-*-K  J+35)*+9** 

564-35 
36—i—  1 64-  9 

6-4 -6iu' 

57*+3/;+3IS*= 

(ÿ-4-4r'+,,!;  — 

36+25+  1 
49+  9+  4 

a^+sj*-»-  9P  — 

jM-64 =*+  *’ 

644-  1 

f-\-6Su' 

7‘+49'‘+,6:* 

490-'° 
36+25+  4 
56-4-35+  4 

! " i-i* 

*Nf-6GaV 

27*+ 33s— 
6r*+i  n*= 

( /-f-'i1)'" 

(7+a.-)‘- 

$+  «r- 

(3/—  *)’- 

Kf— 4sV4-  s* 

H y — arj'+aS;* 

p44-  1+  1 

p5+35-4-i6 
'49-1-164.  1 
49+164-  1 

<*4-67  «• 

ar.+aj:+54i*=  ( _>■— t— 7~_3s)*+9a* 

49+  9+  9 
! . 

«•-f-Cgn* 

57*+3/*4-«4*,=t 

f(a7+as)*' 

K3/—  z)‘- 

4-?^3zV4-s« 
■K  jH-îb;,4-4-‘ 

64+  4+  * 
49+ 1 6+  4 

6+ 70a* 

*H^5iï8j3Sa? 

56+25+  9 
36+35+  9 

* l'+i'iu' 

,r+^t?7s 

64+  9 1] 

36+36+  1 

y ‘ 

t'+ 7K 

5r*H-37z+a53,=  ( .)' — »=) 
çjr'+Ô/r+io;^  (aj+Ss)’ 

+a5i* 

+7*+ï  7+4»)* 
HKîr-  =)*+t* 

49+35 
49+16+  9 
64+  9+  1 

g 

*49+a5+  1 
*49+26+  1 n 

^'gjilied  b^ÇiüPglç. 


T A B L JE  ^V  ï l I. 


! FORMULE. 

DI  VISEURS  QUADRATIQUES  TRI  N AI  RES. 

VALEURS 
CRIN  AIRES  DEc- 

t'+--u' 

fy*-H»rs+i3:,={ 

!îS& 

( 7 — at)‘4-4;‘ 
(a7+^»;*4-  7* 

364-354-16 
64+  9+  4 

<•4-781** 

3/,+26;*={ 

;£$+ 

f 7+5»j*îî  74-ij- 

494-354-  4 
494-354-  4 

<*4-8  m* 

27*+a73+4,a  — 
^-*+4^4-17=*= 

7+4»)H{  /— 3s)-+i6a* 
[27+  sj  *4-7*4-162* 

49-1-164-16 
644-164-  1 

(*4-821** 

7*4-8  2=*= 

y+4‘-  — 

r‘-f-8iî’+ ï* 

7+4*)’*K  T — 4zJ‘+9:‘ 

8i-f-  1 

644-  9+  9 

<‘-f-83«* 

*+2r;-Ka3,= 

(7— 1a)‘+** 
(7+M/-K7— 3-)‘ 

8 1 — (—  i-(-  1 . 

49+a54-  9 

<‘4-85u* 

7*4-85=*={ 

jN-8«*‘4-  4=* 
7*-h49**+5os* 

814-4  , ! 

49+56 

r4-8Gi*‘ 

a7*+43*  — 
V+2rs+29z*= 

74-3i)*-f- 

j+5z)‘-h 

V— 

( 7 — 3:)*4-25i* 

7+2£/-K7— 4^)’ 
^■4-4î)'+=‘ 

56-)-254-25 

49+3&+  1 
81-j-  4+  1 

'*+89<** 

7*+8gz*= 
3r‘4-3/s-H5;‘= 
5j'-+-2j-&+- 1 8;*= 
yr‘+aj'»4-ioi,= 

j'+G^z'-h^z' 

S+5r)--H  J-4=)‘+  4-* 
V—  =;*+(7+3;0‘+  4r’ 

644-35 

814-  4+  4 
644-164-  9 
49+36+  4 

C-J-goi*’ 

gj'+G/=-H  ii*=( 

t£f$£ 

& s&pÿ 

644-354-  1 

49+254-16 

<*4-9  iu* 

81+  9+  1 
814-  94-  1 

<*4-g3(*' 

<lr’-f-6r=H-«  7=*={ 

;t-  s)*+4r*  s 
7+a;:)‘+{  274-21) 

644-354-  4 
644-354-  4 

<•+94“* 

57*4-3734-19»*= 

(y—  *)‘+ 
fêr+  *)*•+■ 

<7+3“)’-HP* 
{ 7+  «N*9* 

494-36+  9 

81+  9+  4 

t'+QJu' 

r+97a  — 

37*4-2JJr4-,t9s’= 

- ■ ■ 

7*4-8 1-+16»’ 
(f+Szy+(y-i#W» 

814-16 

364-364-35 

TABLE  VIII. 


FOR  MLLE . 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRINAIEIS. 

VALEURS 
RINAIRES  DEC 

r+  gtto* 

y+  a/:+ 33z’=  (/+4*W  r-4*)H-{/+  =)* 
fy*+  4^24-17**=  j’-Hy—  s/+(  /+4*)‘ 

64-h*a5-f-  9 

I 

**+  99"1 

a/*+  a/H-5oa*=^ 

/•-K  /+*)‘+49*‘ 

/+43)*+(  /—  23)*+35z* 

49+49+  1 
49+25+35 

<’+ion<’ 

/*+I012*= 

5r*+  '/;+2i:- 

67*+  2/2+173’= 
9>-‘+  8/2+1  33*= 

/’+1003*+2* 

y-  2)’+(  /+4:)‘+4-* 

/+33)’+{  /+33)*+(2/— 23)* 

/—  3:j*+v2^+33)‘+4r* 

100+  1 

81+16+  4 

64+56+  1 
49+36+ îflj 

<’+103H' 

ar*+5.2*={ 

C/+5rV+O-50*+  *; 
/+  *;*-K  /—  ï),+49î 

100+  1+  1 

49+49+  4 

5/*+2ir’=| 

[27-—  *)*+<  /+2ï)‘+i6** 
(3/+  *)’+(/— 23)*+' 63* 
(37+3  :)’+(/ — 4-)'+  s‘ 

v2/— 23)‘+(  /+4:0'+  2* 

64+25+16 
64+25+16 
100—^*  4+  1 
100+  4+  1 

i’+ 1 o6u‘ 

j’+iofe^  /•+8l2*+252* 

:o/’+  4rr+!i**=  ( /—  z)*+(3/+  z)’+93* 

81+35 
81+16+  9 

e-j-ioQH’ 

/•+i09S*=  /’+iooj+gz* 

5/-*+  2/2+2  32-=  (/—  53)*+(2/+2ï)*+93‘ 

ioc+  g 
64+56+  9 

<‘+i  10  u' 

JOJ-’+UI^ 

(/’+  473+ 193*= 

(3/+  *)*+(/— 3z)*+3* 

(5/-  zV+f /+32)*+2* 
2/+3z)+(  r-32]’-k  /-«y 
(2/+  z)*-K  /+3z)H4  /•— 5i)‘ 

ioo+  9+  1 

IOO+  0+  I 

8l+3J— f-  4 
49+36+25 

e’-j-i  i5 u* 

/*+!  1 32*= 
27-*+  2/2+573*= 

9/’+  4r3+'3*‘= 

/•+64Z-+492*  „ , 

( /+5z)*+(  /— 4zV+i63* 
(2/— 2z)’+(2/+3:)’+  /* 

64+49  „ 

81+16+16 
100+  9+  4 

i‘+i  i4“‘ 

y*+573*=j 

5/’+583*=] 

( /+az)*+(  / — 2;)’+49z* 

( /+4-/+(  /— 4:)'+253’ 

> j+5z)*+r  /— 3z)’+(  /— »)* 
( 7— 5z)*+(  /+3z)+(  /+2Z)* 

49+49+*  £ 
64+35+25 

64+49+  1 

64+49+  1 

t*+n5u’ 

iq7'*+iOT'z+i43*=' 

(3/+  3V+(  /+22)*+93‘ 
(^+33)’+<  /—  2)‘+92‘ 

81+25+  9 
81+35+  9 

— -^Digitizëd  by  Google 


* TABLE  VIII 


x .*  j ” r 

FORMULE. 

DI  VISE  uns  QUADRATIQUES  TRI  ?f  À I RES. 

VALEURS 
ÎRIN’AIRES  DE  C 

1 <■+!  17U* 

97+  67-2+14*— [[ 

a7+3r)*4-( 37— as)*— hf  7+  *)' 

37+31)"-}- (37+  3/+(  7—3=)' 

100+16+  1 

64+49+  4 

l*+n8«* 

27+59=*=  ( 
iy,+io;:+i3;*=  ( 

7+5=)*-H  7 — 5*)*+tyr* 

7+33)*+(  j+33)’4-9/' 

' - 

100+  9+  9 
8,  +36+  1 

r-f-iai/l* 

i 

a ;•*+'  a>=4-6i3*=  ( 

7+4=)'-K  7-33)’+3Ü3* 

49+36+36 
8i+36+  4 

107+  693+1 53*= 

7+5:)*4-a>+4=* 

j 

j f*+I  3 311* 

7*+iaa3*= 

3/*+  373+4 12*=  ( 
97  + 4rH-i/fI  — 1 

7*+i  ai3*+3* 

7— 4=)*-H  7+5=)+7* 
37+5=)‘-Ka7—  =)*+(  7 — 2=)‘ 

iai+  1 
8i+a5+i6 
64+49+  9 

l’+l33«’ 

27+  a/s+Ça**={] 

7 — 3:)*44 .)— 33),+49=* 

7-K>3)*-K  7— 5l)*+  s‘ 

49+49+-25 
iai+  1+  1 

1 T • 

;’+i  a53*= 

67+  ya-f-ais'ss 
97  + 273+143*= 

7*+i  a i:*4-4=* 

7+42)‘-K  7+  =)‘+Cy— a=)‘ 
37+  z)*-K27—  2ï)+(  /+**)* 

iai+  4 
100+16+  9 
64+36+a5 

i'-\-  i2&u‘ 

131+  4+  1 

100+35+  1 

t'-\-l2QU' 

V"+  -îi)*+4;* 

64+64+  I 

i3i+  4+  4 
ioo+a5+  4 
64+49+16 

— 
r+i  5oü‘ 

f 

7*+iar:*+  93* 

131+  9 

^ ’ l 7*4-  01" +49" 

«1+49 

/•+i3iu* 

ar*+  3714-663 — 
6/*+  a>-»+aaï*= 
107*+  6r>4-i4=*== 

0+5s)*-K  7-4a)*+35z* 

(a>  +3:.)*+(  7 — 3î)*4-(  7—  ai/ 
(3r+ai)‘+(  7—3*)*+  3* 

8i+a5+a5 
«1+49+  1 
iai+  9+  i 

/■+i53u' 

1 37*+ 1 373+  * 3;*=  j 

(3>+33)*4-o>*+4=* 

^7+ai)*+4r*4-9=* 

^ i — 7— 5G— f—  1 ô 
8i-j-5G-f-i6 

/*4-i3/tu 

37*4-671*= 

3r*4-  a7z4-45=*= 
5r*+  37-3+3  73*= 
1 >7*+  673+133*= 

( 7+3i)*+(  7_33)*+493* 

( 7+2I)’+(  7— 5=)+(  7+4=)' 

( 7 — 3)*+(  3j+  i)*+a53* 
(•*7+33)*+(  7— 3z)-+  7* 

49+494-56 
8i-f-49+  4 
ioo+a5+  9 
iai+  9+  4 

T lAl  B'  L "E  VI  IT. 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TBIWAtRES. 

' 

VALEURS 

J7.iU®?T-Ol  * 

rniNIARES  de  C 

1 

_7'4-i37;'=  y'-f-iau’-f-iGs’ 

3/”+  2I-4-Ü9-—  (V+a*)*+(  J—  s)’-+-64** 

9>‘+  S/z+>7*  — (ay— a;)‘4-(a>4-3;)'4-(  .y+az)* 

I3l4~l6 

64+64+  9 
1004-364-  I 

* '4-1 58»’ 

SS$& 

64+49+36 
1314-16+  I 

«'4-i5y/i‘ 

a_y*+  ay::-*-;03  — ( >+6îV-H  j"—5*V+ yz‘ 
ioy‘4-  ay*+i4s*=  (3/4-  ;)’4-(  J — ^)'+9z> 

iai4-  94-  9 
8i+49+  9 

<■4-1 4 1«* 

v+  * 

1314-164-  4 
1004-354-16 

i'  4-i  4^* 

»!/*■+-  a/;4-i3;*=  Qy*-K  J-“3:)‘+{  7+53)‘ 

8 i4-3G4-35 

('4-i/,ri//* 

v.  i . 45.. f /‘+,44**-f-  s* 

+1,45 ( »_j_  8i;“4-64î* 

5v, , aQ.,_(( 7+40*-K3r— 33)*+9-* 
s,  +3+-(^._4,).+(a74.2;y+9S. 

«44+  « 
814-64 
1004-364-  9 

100-4-364-  9 

(’4-i4ü"‘ 

^•,4-i46;,=s  y '-f-i  a 12*4-3  5:* 

3J‘+  73i*=  ( j-+6zY+(  j —6z)‘+z’ 

3y*4-  3jz+4 9=  — ( 3“)‘“K  fr-izl'-H  J+&)* 

&r'+  4yr-H»5»*=  _y“4-(ar+3=J‘+(  ,r— 4=)*  ' 

37*4-  8/24-182*=  (a/4-  z)*+(3y—  :)•+(  J+41)* 

1 3 t4-a5 
>44+  >+  > 

814-64+  > 

1314-164-  g 
81+49+16 

<’4-i47k‘ 

- - 

I3i4-a5-f-  1 
1314-254-  1 

_ 

y'-Li/fti» — r*-4-ioozM-4Q£* 

100-4-49 

<‘4-i  49" 

5y*+  a/s4-3os*=  f jr+5z)‘-Hy  — «)M-  a* 
(y*4-  a»  z4-35i*=  ( ,y+4a)*+(  ./— 3i)*4-4/* 
9r‘+  4)-+i7î*=  4^‘+(y~î)‘+{.r-K=)‘  - 

•44+  4+  > 

64+19+36 

814-644-  4| 

«*4-i5o« 

| 11- 

« >/*+  4/H->4*^{J|2l^j.I$  j+5rj*îf  j+aÿ 

1214-354-  4 
1004-494-  1 

«’4-i  53i t 

, i - 

y+  ,yW-77> JZsÿîSï 

6.-14-644-35 

1214-164-16 
1 004-4  9 -i  4 

1004-  ,9-i-  4 

f A B L E VIII. 


VALEURS 

FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRINAIRES. 

rK!  NAIRES  DE  ( 

/'+i54«‘ 

,0^4-  8JZ+ . 73*={| 

1 44+  9+  '| 
814-644-  9 

<’4-i55u‘ 

6^*4-  v=4-a6;*=JJ|;.+3:j.J[  Jr+fzyt{  j-^-y 

i2i-)-a54-  9 
814-494-35 

«■+i57«* 

7*4-i57S*=  7*+i3is*+36s‘ 

1 ^-*4-1 07-14-1 4i"=  (3/4-5i)*4-(a/ — a;)*4-:* 

1314-36 

> 44+  9+  4 

<’4-i58h‘ 

»ï55£ 

1004-494-  9 
1214-364-  1 

<•4-16111* 

, v’-f-f Sr-f-:  ) '4" 1 6;* 

,qr-4-  6^.72  — {(5+î:)‘-K  j— 3*)h-  /h* 

1004-364-25 
814-644-16 
144+*6+  1 
i2i-j-36-j-  4 

/■-t-iGau1 

:y’4-8i;’=  ( _?'4_4-3*-+_(  42)’+49-’ 

1 17*4-1  <ya4- 17=*=  (7+a;J‘+(37+a;,*- K/  JS) 

64+49+49 

1214-254-16 

<’-I-i65m* 

37*4-  37-4-83;*=  7 *4-(  J+  ;)‘4-8i;* 

8 1— 1 

<*4-  iG5u‘ 

((  /4-5i),-H  7— aaV-Hr’ 

1»3 

ioo-)-49+i6 
1004-49+ 16 
1 004-644-  1 
1 oo-f-644-  1 

i*— j— iGG«* 

37*4-83;*=  (7-4-  -)*+( 

5r‘+  47--l-34;’=  Nr+S^'+C ^—4^5+  # 
1 57*4-  871+1 4-’=  (^4-2:)*-KaJ — s)  + 9: 

8,4-81+  4 
lat-j-îG-j-  9 
8i+49+36 

<■4-169;. 

7*4- 169;*=  r’+i44~+a5;‘  , 
107  *4-  2/Zrj-i  7-*==  UT”f?  5)‘4-9r*4-*Gz* 

i44+a5 
■ 44+J6+  9 

<•4-170,1 

J-'+'70!-{  Jr-4'i?i?Î49Ï' 

9T-+ 

i6o-f-  i 

*314-49 
* i44-i-354-  * 

1 8i4-*>44"35 

I <•4-171; 

3T'+  y^-86-— î;:  J- c5l’+ ’5=' 

131-1-254-25 
169+  I-l-  I 

■ 1314-49+  1 

* 1214-49+  i] 
ÎT 

<’+'  7'{«‘ 


-i  77«' 


/*+'  78//* 


<‘+I79“* 


'/*+i8iu- 


t*+‘82U' 


f+i85u' 

- '( 


DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRINA1RES. 

. 7*+>7  3z*= 

. 6?‘+2^+29;*— 
or*+8ri+2is*= 
>5;‘+6?H-»4-  — 

7’+i®9*’+14z* 

/■-K  J+-5s)‘+(ar— ^)‘ 
(ar—  2)*+(^— 3:/+(2r+4ij> 
<77—  ^/+(:ir+3'),+4-■ 

5t*+27i+552*=| 

( +— ■ 4*)*+4  v + 3*)'+(  7— a:)k 
(7+4ï>+(  27— 3r)‘+(  7+23,)* 
( ,+5i)*+(2r—  *)•+ a5i* 
(27+33)*+{  9— 5e)*+  s‘ 

y+27-2+892^1 

( 7+4s)*+(  7— 3r)‘+64z* 
( .‘+7'/+(  7-6:J-+  4*‘ 

j»-+i78i'=  7 *+169; ‘+9;* 

2>-‘+  89:-=  ( j+22)*+(  7_a.).+8,3* 
. ir-+  6r--J-  >7-‘=  w *+(  7+4--)*+(  7-  *)* 

37 ’+37s+9°s — 
6;  *+2jr+303’= 
lV+ar2+i&’= 

J -h 5z)‘~H  7— 4z)*+49s* 

.y—  2)‘-K  7— 3=)*+0'+52)’ 

.y—  *)’-K  7+4»)*+3* 

7*+" 1 8 ‘ **= 
V-Nrs+37z*= 
iV’+v:+’4=  — 

7’+iooï*+8ii’  1 

ar+  -}’+)  ‘+">6z‘  1 

57~  2)'+(3;'-4-2c)'+93* 

i57-+i4;-=|] 

3r,+2;3+6i3*={j 

3>+3s)*+(2r— 3:)*+z*  1 

y — 2z),+(2j+3r)‘+s*  1 

7—  &•/+{  _;+4îj«+(7+5i)*  1 
7— 5î/+(  7+&/+T*  1 

85s*=| 

9r*+4rH-a«**t=:{[ 

7’+ 1 69;  *+ 1 63*  ! 

/•+12  13-+643*  , 

V+  ')’+(  3J+3î)‘+-(7— 4^v  * 1 
37 3s)*+(27+  */+(7+4*)*  1 

VALEUR  S 


i44-j-a5-f*  4 


r+i86i/’ 


'69-1-  44-  » 

64+64+49 


>§9+  9 

8i-j-8i+i6 

44+25+  9 


8 ‘+49+49 


ëi-j-64+56 


121+49+16 

12l+4l)+l6 

I ôçi—j—  I (>-+  I 

121+64+  » 


TT 


VALEURS 


FORMULE. 


■ »s)*-K  7+ 
tK«r+*N</+ 

*)■+(  J— 
>‘+(3j4-5:)‘.-*-(  7— 


4r*+=y'»4-  ifc' 


i44-+-4<H*  4 

ioo-f-8i-+-i6 


96+  '+  * 

°o-Hÿ-H49 


iai-+-64-j-i6 


DIVISEURS  QUADRATIQUES  TR  I N A IRES. 

1 

a7*+  ajr-(-94î*={ 

/-f-3z)*-|-(  7 — az)‘-Hhz* 
7+7s/+(  /—&)■+  gz* 

5j‘+  arH-58s*=|] 

i4r‘+i4rs-4->7s*=[ 

37+3z)‘-K  7—5-)*+  4*‘ 

.y+a=)*-H  7— 5z)*+25s* 
7+4z)*-H5r-f-  -)■+  4r* 

7— 3z)'-H37+az/-H;y'-('2î)i 

,0J*+  >9^— | 

;3j+  *)*+(  7— 3z)‘+9i* 
;37—  z)‘+(7+5z)*+9z* 

7*-Hg3z*= 
97Z  — 

7S-j44:‘4-49z‘ 

7-t-6zj*+(  7— 5z)-+362* 

7'+,&4I — 

y*-+-  971  — 
3T*+a7--+-  65s*== 
ür*-K>-z-f-  53z*= 
Hr4-4>H-  aaa*= 
1 17*4-4724-  i8s*= 

7‘-t-i69Z*-|-a52* 

[ r-i-6:  )*-K  7— <w}*4-a5z* 

7— Gz/44  7+5z)H-(  7+a=)* 
’a74-  z/+(  7+4=)-+;  7—4=)’ 
yr+nf+i  y-t-3z)--H  7+3;)* 
( 7-*-4a)‘-K3ri-  *)•+(  7+  3)‘ 

7'4-i  97  a — 
6;-*4-a?r*4-  35i*= 
W *4-*r*4*  aa i2’2fc 

7*4- 1 962-4 
( 7— 5:)*-H 

(371+32)*+ 

.L_tf  . r 

* 

74-a*)*-Kar-+-a*)* 
3J'“âz)‘-K  ^4-5®)* 

• 

a7*4-  992— | 

l 74*7-;  44 

( 74-5*)H4 

" _•  • 

7—7  *74-  =* 

7—?~)‘+49s‘ 

a7*+27j-f-i°iz*— j 

5r*+4rH-  4'z*=| 

r-r\  7-f- 
r+7z)‘-H 
(27— az)‘-H 

\V — 3î5*4H 

)*+iooz* 

7 — 6z)*+t6z* 
74-6z)*4-  s* 
7— 4z)‘+i6r* 

TABLE  V J I V • 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRI  If  AIRES. 

VALEUR  S 
TRI  N A IR  ES  D V.  C 

/’4ao22*=  j’-f-i  2i;’-f-8i  * 

ity'+iijrz+^z' *=  ( ^4-4ï)*-Kaj-f-  4*49/* 

121-4-81 
'444494  9 

/‘43o3m* 

6/*4  arH-34*— | 

PIS 

*+\ 

H- 

/ — 52)4-4 
/+4-)‘+(  /43:)* 

'694254  9 
1214814  1 

i1- 43o5m* 

' .1.  ' A. 

j*4ao52*=| 

5/*44.S*=[ 

/*4 1962*4  93* 

/*4 1692*4503* 

'3/4  s)*4( /— 22)*4562* 
>/—  z;*-H  j42s)*43G2* 

»964  9 
169436 
,444-56435 

1 44436425 

* 

<’43o6m’ 

3;-*+  3/24692*= 
5/*4  4)'i+4a:“= 

6) ‘4  4/:4352*= 
IO/H-  ^2+212*= 
I ÿ ’H-1 0/24-2 12*= 

C /— 4=) 

(a/--  2 

(2)432) 

(3/422) 

(3/4  s) 

*■+■ 

*4- 

*4 

( / — 22)*4(  /471)’ 
(/44z),4252* 

( /4  3)*4(  /— 5z)' 
( /— 4Z)*+  S* 

( /4-4z)4-(  /' — 22)* 

1214814  4 
100481425 
1694364  X 
1964  94  » 

'21449+36 

, . • -J- 

3)'4-3/24->‘>52*= 

lp/*+  2/24-2  1 2*= 

1 3/’-f-i  o):4  > 8s’= 

) . 

( /+*«) 

(3/4  z 
(3)4  s 
(3/-  *) 

*’  1 
» ! 

» t 

'4 

1 I 

/ ï)*4l002* 

4W4  642* 
C/444*+  4=* 

( /• 33)’4  163* 

(2/4  2)*4  162* 

(9*44*5*4 

,004100-49 

8,464464 
169-4564  4 
>44+49+' 6 

1444644  I 
•96+  9+  4 

/•-j-aiow* 

i 

6/‘4352*=] 

u >— 5-. 

>*4{a/— 33)44  /4  zY 

)*+(  /— 3z)*4(3r—  zY 
Y~H  /43z)4-(a/ 4 =)’ 

169425416 
169435416 
131-464435 
1 31-464425 

iu* 

3/*43/-4 1 o6:*= 
I OJ*4  &yZ+î2Z‘= 

*4 

)*4 

( r — 52V4812* 
( /— 3ï)*4  92* 

8,48,449  ' 
,3,48'4  9 

1 3m 

i4;-*4,o/24i7-‘=j 

(2/44 

(3/422 

)'4(3/—  2)44’ 

)‘4(2/  — 32)*4(  /43s)’ 

1964164  ' 
100-46,449 

I i‘+2l4M 

II  ctc;l: 

v 

2j‘4i07:*= 

5/*4  2/1-4433*= 
etc 

( J— 7*)’-H)î* 
( /— 52)*4j- 

'964,9+  9 
169+264  9 

etc. 

DigitizeçLby  Google 


TABLE  IX; 

Valcuus  du  produit  3 • 5 • " • 77 *. 


U 

PRODUIT. 

« 

PRODUIT. 

» 

PRODUIT. 

ùf 

PRODUIT. 

CD 

PRODUIT. 

3 

5 

7 
11 
1 5 
•7 
*9 
aî 

a9 

3i 

0.666667 

0.533533 

0.457143 

0.41 5584 
o.3836i6 
0 . 36io5i 
o.34ao4K 
0.337176 
o.3  0894 
0.305704 

181 
191 
ig3 
■97 
■99 
2 1 1 
225 

337 

3 

0. 312108 
0.210998 
0.209904 
0 . 308839 
0.207789 
0.300804 
0.305877 
0.304970 
0.204075 
o.ao3ig9 

431 
43 1 
453 
4^9 

443 

449 

457 

461 

463 

467 

0.184357 

0. 181939 
0. i835o5 
0. 183087 

0. 182673 
0. 183266 
0. 181868 
0.181473 
0.181081 
0. 180693 

673 

617 

683 

691 

701 

7<>9 

7'9 

f 

739 

0.171189 
0, 170936 
0. 170686 
0. 17043g 
0. 170196 
6.169956 
0.169720 
0.169486 
0 . 169355 
0.169036 

953 

067 

97' 

977 

983 

99' 

997 

100(1 

ioi3 

io,9 

0. 163935 
0. 162757 
0. 162589 
p.  163423 
0. 163357 
0. 163093 
0. 161930 
0.161770 
0.161610 
0. 161451 

37 

4' 

43 

47 

53 

S? 

67 

7\ 

73 

0.39744a 

0.390187 

0.385439 

0.377408 

0.373174 

0.367561 

0.363175 

0.355595 

0.353094 

a39 
a4« 
a5i 
3Ô7 
a63 
369 
37  ■ 

■T, 

a83 

0.303349 
o.aoi5og 
0 . 300707 

°-'999a6 
0.199165 
0.198435 
0.197693 
0. >96979 
0. 196278 
0. 195585 

479 

487 

49' 

499 

5o5 

5og 

5ai 

5a5 

54i 

547 

0. i8o3i6 
o- «7994e 
0.179579 

0.179320 

0.178863, 

0. 178512' 
0.178169 
0. 177829 
0.177500 
0. 177175 

743'o.  168799 
75i  0. 168574 
757  0.  i6835 1 
761  jo.  i68i3o 
7600. 16701 1 
773jo.  167694 
7870. 167481 

797 !°-  ‘e7a7« 
8090.  i6”o64 

8 1 1 jo . i66858 

1021 

io5i 

io33 

,o39 
■ 049 
io5i 
1061 
io63 
1069 
1087 

0. 161393 
0. 161 1 37 
0. 160981 
0. 160826 
0. 160G75 
0. 160020 
0. 160469 
0. 160218 
0. 160068 
0.159921 

79 

f5 

8l> 

97 

IOI 

IOâ 

107 

127 

1 3 1 
i37 

*59, 

'4» 

:§ 

167 

■73 

«79 

0 . 348903 
0.345904 
u.a43i4i 
0.340635 
o.a38a5a 
o.335q3q 

0.355734 

0. 351090 

0.339540 

0.337733 

aq3 
307 
3i  1 
3i3 

II7 

35 1 
337 
347 
34§ 

35! 

0.194917 
0. 194383 
0. 193657 
0. ig3o3g 
0. 193430 
0.191848 

°->9,a79 
0.190728 
0.190181 
0. 189643 

557 

563 

1 

Üi 

§? 

607 

0. 176857 
0 . 1 76543 
0. 176333 

0.175934 
0.175619 
0.175330 
0. 175035 
0.174733 
0.174442 
0. 174154 

831 

8a3 

837 

8ag 

83g 

855 

857 

85g 

863 

877 

0. 16G655 
0 . 166453 

0.166352 
0.  iC6o5i 
0. i6585a 
o.i65658 
0. 165465 
0.165372 
0. i65o8i 
0.16489a 

1091 

.093 

><>97 
iioT* 
1109 
1117 
1 1 23 
i'a9 
1 1 5 1 
,.5! 

0.159774 
0. 169628 
0. 169482 
0. 109337 
0. 159193 
d . 1 5go5 1 
0. 158909 
0.158768 
0. i5863o 
0. i584q3 

0.aa5qq4 

0.334545 

0.333731 

o.aaia36 

0.319771 

0.318371 

0.317031 

0.310733 

o.ai4485 

0.3i3a86 

559 

567 

375 

3 79 
383 
38g 

597 

401 

4»g 
' 4<t 

0.1891 14 
o.i885gg 
0. 188095 
0. '87597 
0. 187107 
0 . 1 86626 
0. i86i56 
0. 185692 
0.  i85a38 
0.184796 

6x5 

617 

6i9 

63i 

641 

643 

647 

653 

g? 

G6l 

O. I7587O 
O. 175588 
0.173308 
O. 173035 
0.172763 
0.173495 
'0.172238 
0.171964 
0. 171703 
jo.i7'444 

881 

883 

887 

9°7 

9" 

9'9 

9a9 

937 

94' 

947 

0. 164705 
0.164518 
0. i6433a 
0. i64i5i 
0. 163972 
0.163794 
o.i636i8 
0. 163445 
0.  i63a6<] 
|o . i65ogC 

1 163J0. 1 58356 
1171  0.  i58aai 
1 i8i‘o.  158087 
ji  1870. 157954 
ji  ig5|o.  157022 
1201.5. 157691 
1 1 3 1 3|o . 157361 
1317p.  '^7453 
! 1 aaSo.  i573o3 
jiaagjo.  157175 

I 


TABLE  X. 


— -T’ — Bigitizetfby  Gc 


Ouvrages  qui  se  trouvent  chez  le  même  Libraire , et  où  ton  peut  se  compléter  tous 
autres  ouvrages  de  ce  genre. 

APOLLONIUS  Pérou?».  Cooieomm  libri  octo  et  Sera ni  anriaaenai*  de  «ectione  cylindre  et  eani  libri  due. 
Oxoni*,  1710»  in-lolio,  « autrei  éditions. 

Vie  d'Apôüonitti  de  Tyarw , par  Philostrate,  avec  le»  commentaire!  donne»  en  anglaia  P«  LlurJe»  BJornir, 
■nr  iraéieox  premier*  livres  de  cet  ouvrage,  le  tout  traduit  en  français,  iv.  in-i.  Uf, 

ARC  HIMEDE  ( Œavread’  ),  traduction  littérale  et  complète,  per  M.  Peyrard,  pvofraaeur  de  mathema- 
tif/ue*  et  d’aatrooomie  en  Lycée  Bonaparte,  etc.,  précédées  du  portrait  d'Archimède , gravé  en  taille- 
doure  de  »a  vie,  d’un  mémoire  et  de  U de*CTÏpiion  de  *00  miroir  ardent , avec  figures,  et  suivies  d un 
membre  de  M.  Delambw,  membre  de  l'Institut  et  trésorier  de  l'Université,  *ur  funllimeUquc  des  Grec», 
1 vol  îo*4  trihs-beUe  édition  , mr  papier  «uperlin  d'Aoçouléme,  ornée  de  pb>*  de  55o  figure»,  gradée»  avec 
tut  tel  coin  par  J.  L-  Duplat , que  Von  pent  le»  considérer  comme  de*  chefs-d'œuvre».  Ce»  ligure»  août 
placée»  dan*  dote  k TinaUr  «le*  belle»  édition»  d'Oxford.  Prix , cartonne  k la  Bradel,  aaoa  remise.  36  f. 

BffNOUUJj:  JobMni.)  Opéra.  4«d.iu-4*  . ... 

— El  LETBIflTH  Commcreiom  philosopbicum  et  mathemaücam , a vol.  «H-  *4  J- 

BERNOULLI  { Daniel»  ) HydrodynauBie» . in-4.  . „ . „ 91  *• 

BEM'HOUD.  Esvû  *«u  Hiorlogene,  dana  kqitel  on  traite  de  cet  art  relativement  à r usage  ctvd,  à 1 aairt^- 

nouie  et  à la  navigation , avec  38  pl. , a vol.  «*'4- , aeconde  édition.  36  f. 

— Histoire  de  la  mesure  du  terop*  par  le»  horloge» , » vol.  ,«4  avec  *3  p|.  gravera.  »*• 

BERTRAND.  Développement  nouveau  de  la  partie  élémentaire  de»  mathématique*.  Genève,  177B,  a voj. 

in-i  *3  “ 

BIOn'  Traité  de  U conatruction  de»  priacipaox  inamimen»  de  mathématique»,  in-4.  175».  »5  f. 

BORDA.  Draeription  et  otage  d’un  nouveau  cercle ' de  flexion  ,«»-T  51. 

CAGNOLI-  Traité  de  Trigonométrie , traduit  de  I italien,  |*r  M-  Chompre,  ae  édition,  m-4-  1808.  ig-f. 
CARNOT,  membre  de  l’inatitul , etc.  Géométrie  de  portion , 10*4.  pap.  vdin.  i8o3.  1»  f. 

-/SSmS^rï^iSm^’q^  raiaie  entre  ira  dutancra  rcepectivra  dra  cinq  point»  quelconque»  pris  dan» 
Prapacc  ; enivi  d’un  Essai  sur  1a  théorie  de*  transversales,  iH  lW-  .....  . 

CONDORCET-  Easai  sur  l’application  de  l’Analyse  aux  probabdite»  de»  deawon»  rendue»  à la  pluvaliul 
des  voix,  »ol.ii>4.  . * 

COTESIUS.  Harmooi*  nrensurarum , in-4. 

D'ALEMBERT.  Opuicnlra  matbétnaiiquct,  8 vol.  m-f 
_ Traité  de  PequiUbrc  et  du  mouvraient  des  fluide* , 10-4.  1770. 

__  Traité  de  Dynamique.  Paris,  1756»  in*4-  *TCC  ^8*  ^r. 

— Autres  éditions.  1É  . . 

— Essai  *ur  une  nouvelle  théorie  de  la  résistance  d«  fluides,  m-4-  1770- 

— Réflexion*  *ur  la  p récession  des  équinoxes,  ra-4- 

— Reflexions  sur  la  cause  generale  des  venu,  in^j.  1*47*  - , . , — 

— Recherches  sor  difirren»  poinr*  importan*  dn  système  du  monde,  3 vol.  m-4- 
PF.BARROS.  Ob»rrvati>.tt*  et  explications  île  quelques  phénomène*,  uv 4. 

Dionis-ni'SEJOUR.  tw.i.  d»  mou.™»™  .pp.™».  .1™  m.»  «te»™. , 1 toi.  «h-  *" '• 

DIOPHAMX'S.  ( Alciaodrinu.  ] Arirbraclironirn  libn  aei,  n de  numeru  miiltan.nh.  UMr  mm.  coin 
comm.nl.riU C.  G Bacheii  V. C.  f i obwr»«t.oni!m>D. P dt  Fermai,  icimom tol°«»n4- 1 olo»» , 

Dl-’BRKl  lL.  LaPenpecli.e.piali<j««  nécemairell  [on.  peintre.,  grmeun , acttlplew. , atcnUKla  , 

brade.™,  upinirtu , «c.  3 ml.  in-(  Par» . r04’ 47 . jS-  0 

EUI.ER.  Intrednclio  m analyiin  inlmitorutn,  a vol.  m-4- 

— Maconic».  Petrop. , * vol.  m-4-  4 

— Mcthodos  inveoModi  bneas  curv  às  , in-4.  Laos.  1744. 

— Theoria  raotnnm  Cometaromet  Phomnaa.  Berolmi,  17 4 J , tû-q- 

— Tabulai  Astronomie*  Solia  et  Lu»*  Berol.  1740* 

— Si  ienria  navalu  , a vol.  in-4.  1749.  ’ 

— Tbeoria  motus  Lun*  in-4-  Berol.  1753. 

_ Ii)»ûtutionra  Calcuii  ibffcrentialia,  in-4.  Prtr  ,î»5* 

^ Idem  , Ticini , rom  aupplemento , a vol,  it»-4.  1786.  . . , 

— Instituli o ne*  Calcuii  btegralia . 3 vol-  io-4-  Petrop.  1708  4 1770. 

— Idem,  4 vol.  in-4»  Petrop.  1793- 

■—  Coostroctio  Lentium  , in-4  Petrop.  170a.  , 

— Tbeoria  raotô»  corporum  sohdoram  et  rigidonun , io-4* 

— Diopirira,  3 vol.  in-4-  Petrop.  1769,  70,  71. 

— No»*  ubulx  lanarra , in-8.  Petrop.  177*. 

— Opuscule  analytira,  a vol.  ia-4» 

— Tenlamcn  nov*  Tlicori*  muaic*,  io-4. 

a .. " 


iao  r. 
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Prix  dtven. 


■-  Opnscula  varii  argument! , u»-4.  Berolini , t j46. 

FERMAT.  Opéra  varia  raaihetnattea , in-folio,  ’lolot*,  1879. 

PLEURIEU.  Voyage  pou»  éprouver  Ica  horloge*  manne»,  a Kd.  m-4- 
FR1S1U8.  De  çraviute  tmiveraali  corporutu , 10-4. 

— Inatituzioni  ni  meeanica , d’idroatatica , in-4* 

— De  eanaR  navîgabiH , »n-4- 

— Traité  des  rivière*  et  torren» , in-4- 

— Commenta  ni  de  theoria  Lan*,  m-4-  .....  .... 

GAUSS  Recherche.  Amhœrtrpe. , uednil  par  M.  Poota-Dd.ile,  Hère  de  I Ecole  Poljlccboiqiie  « 
professeur  de  Malhémalkpira  k Otiéana,  l vol.  in4-  1807.  . 1 • e 

6REGURIUS  Aatrouomi* , pbysic»  et  Grtmelri*  tjemrata  , iu-foKo.  Idem  opn»,  a vol.  »u-V 


3«£ 


18  f. 


Journal  de  l’Ecole  impériale  polfttchoiqw , par  MM.  Lagrange  , La  place , Monge , PrOny , Foarcrôy , 
Berthollot,  Vauquchn  , Lan  mis.  Hachette,  Poisson,  Sgamin,  Guy  ton  -Mon  eau  , Borrud  , Legendre, 
H»ûv,  Milui.  * ' 

La  Cofiection  du  Joimvd  polytechnique,  ju*qu  h Ia  tin  4e  lU.«*  crm  lient  dix  cahier*  «n~4 . avec  d«t  tableaux 
et  de*  planche*.  Elle  compimd  le*  ter,  M,  Je,  4“>  5c,  6c,  7e  et  6c , ne,  tac,  et  i3«  cahiers.  Le  prix  de 
ce  «le  en  liée  lit*»  es» , pour  Paris  , de  4g  f. 

f -AC  AILLE.  Astronomie  fundatuenia , in-4-  1757. 

LAGRANGE.  Calcul  des  Foncimos,  ou  Cour»  d'analyse  sur  le  calcul  mfiuitésiaial  , roJ.  in-8.  6 f.  5oe. 

LAGH1VK  (Trigonométrie  de),  revue  par  l«  professeurs  du  Cadatiic,  MM.  Rrynaud,  Haros,  PUiuol 
et  Rotnn,  et  augmentée  de*  Table*  des  Logarithme»  à I usage  de*  lugcnicurs  du  Cadastre,  uo  roi.  in  K.  7 f. 
LALANDE-  Astronomie,  Iroisiooe  dit.  J roi.  ia-^  6"  f. 

— Histoire  rikite  française,  in>|.  18  f. 

— Tables  de  logarithme*  pour  le»  nombres  et  les  sinus,  etc. , revues  par  Reyuaud,  précédées  de  la  Tri- 

aononkrrie,  par  le  raine,  1 vol.  iu-18.  a f.  5o  c. 

PLACE.  Chancelier  dn  ScMt-tionKrratcur,  grand  Officier  de  la  Légion  d ilonnenr,  Membre  de  rinstitut 
et. du  Buicao  des  Longitudes  de  France,  des  Société*  royales  de  Londres,  de  Cottiagne  , rtc.  Traité  de 
Mécanique  r«3e*te,  4 *«l-  **»-4-  • 06  f. 

Le  (jQaliihle  vol.  de  oet  ouvrage  401  vient  de  paraître,  et  qui  contient  la  llténric  de  Faction  capillaire 
et  un  supplément  faisant  suite  au  dixième  livre  de  la  Mécanique  Céleste,  sc  veud  séparément , ai  f. 
Chaque  Supputent , séparément , 3 f.  5o  c. 

— Exposition  du  Système  du  M**nd«,  troisième  édit,  revue  «t  augmente*,  180&  «5  f. 

Le  mime  ouvrage,  «leux  vol.  in-$.  «a  f. 

— Le  Traite  de  Mécanique  Céleste,  avec  l'exposition  du  Système  du  Monde,  5 vul.  in-4-  grand  p.  vc'l.  180  f. 
— Théorie  de  la  ligure  elliptique  de*  planètes,  in-4- 

LEGENDRE.  FJrm«w  de  Géométrie , iit&  ^ 6 f. 

— Nouvelle  méthode  pour  la  dctermioalion  «le*  orbites  des  Comètes,  an*  un  supplément  contenant  divers 
perfectionnement  de  cet  niéthodrt  et  leur  ap|iiiration  ans  deux  Comètes  de  i8uû,  180G,  m-4-  6 f. 

• mm  Mémoire  sur  1rs  Transcendantes  elliptique* , où  l'on  donne  de*  nR-(bodr«  ùrilM  pour  comparer  et  évaluer 
ers  Transcendante»,  qui  comprennent  ira  area  dVliipao,  et  qui  ae  rencontrent  fréquemment  dans  Tes 

' ' ' ,lf: 

riptornm  Cafruli  ditterentialia  et  mtegraiis  exposatio  eleuicuUru  , in-4*  ai  f. 

fjPWTIJCLA.  Histoire  des  Mathématiques , 4 vol.  in-4-  1 uf. 

NEWTON.  Opuscule  mathematira , 3 vol.  in-|.  36  f. 

— Phdoknphix  naturalu  priocipia  maiheuiatica  per  pet  ms  commentariis  tilostxaia,  etc.  1 b.  Leroem  et 
Jacquier,  { vol.  in-4-  4*  f* 

— Méthode  de*  fluxions  et  des  suite*  infinie*,  in  4*  >74°*  y f. 

— Arithiuetica  nnivcrsalia,  rive  de  rompnsit.  ctreauliiiione  arithm,  «dit.  aecunda,  m-3.  Londres , 1733.  ai  f. 
— Arith  nie  tira  universal» , 3 vol.  in- ta.  Medralani,  175*. 

— Arithmétique aniversdle,  trad. en  français  par  M.  Keaudeax,  a«ee  d»a  note» explicatives. av.  in-4-  *4pL  *8  L 
. Ehiloaophûe  naturalis  principia  Malheinatiea  ( diBéicmea  uditiuna  J, 

— Analysis  per  qaantiratuoi , etc  ra-4- 
— An  acconut  philosopbtcal , etc,  by  Mnrdoch,  10-4. 

*—  Libri  très  opoces,  in-4  *749- 
• » Tvro  treatiacof  thé  Quadrature  of  Curvcs,  ut-4. 

— .'Trac taras  de  Quad  ratura  , in-4. 

— Optique.  Differentes  traductions. 

FAOLI.  Kir  menti  d'Algrhra,  5 vol  ln-4-  36  f. 

PASCAL.  (( Eu vres  de  Biaise^,  3 vol.  in-8.  3q /. 

PRONY-  Exporiuon  d'une  méthode  pour  construire  les  «fqoatuma  indéterminées  qui  se  rapportent  aux 
Sections  coniques , in-4.  3 f.  5o  p. 

— Recherches  phynco-Maibéma tiques  sur  la  théorie  des  eaox  courantes,  in-4.  fig.  i5 /. 

— Mémoire  sur  le  jaugeage  des  eaux  courantes,  in-4-  6r-  5 f 5o  c. 

•-  Recherches  sur  la  pousse*  de*  terre* , et  sur  la  forme  et  le*  dimensions  h donner  aux  mur*  de  revéïriucui , 
suivies  d’noe  méthode  praüqoe  k la  ponée  de*  ouvrier*  qui  ont  quelque  habitude  de  se  servir  «le  L ir^lc  et 
du  compas  pour  retondre  très  facilement  le*  principaux  problèmes  rnstihl  la  forme  siaux  dunensiun*  tics 
murs  de  revêtement , imprimées  pour  l'usag*  de  l’Ecole  polytechnique  et  de  celle  des  poma  et  cbso**cca , 

in-4-  fig.  3 f.  75  c. 

— Instruction  pratique  sur  une  méthode  pour  déterminer  le*  dim cuvions  de»  mur*  de  revêtement , « a ** 
servant  de  1*  forma  le  graphique  , in-  j-  üg.  3 f.  -5  c. 

— Architectare  hvdrauhqne , a vel.  in-4-  # SoX 

— Traité  de  Géodésie,  ou  exposition  des  méthodes  astronomiques  et  trigonomet tique* , appliquées  soit  è la 
de  la  terre,  soit  1 U confection  du  caneva*  des  carte*  ci  de»  plana,  1 vol.  iod.  mût  pl.  1806.  18  f. 


application*  du  Calent  Intégrai,  ta  4- 
LFlnNlTZ.  Opéra,  6 vol.  in-4. 

LülJlLIER.  Prfnciptornm  Calruli  diffcrentialis  et  integralis  expositio  eleuicuUru , 

j vol.  in-4- 


Traité  de  Topographie,  d’Arpcntage  et  de  Nivellement,  vol.  in-4®,  avec  six  planches. 
.8AUNDERSON.  The  Eléments  of  Aledira  in  le»  Boclu , ia-4*. 


1807. 


i5fr. 
3o  f. 


Séance*  des  école*  normales,  nouvelle  érïïlKjn  , i3  voL  in-8  et  t vol.  de  planches. 

SEMSON  (Robert).  Opéra  qondam  1 cliqua , io-4*.  *77®* 

TAYLOR  ( Broock  ).  Mcthodi»  incrcmentoruui,  in-4. 

VEGA  (Georgius).  Tabuls  Logarithmo-1  ngonoinetrica!,  eu  ru  diverris  alîù  la  tuathesep»  ums  constructi* 
t abolis  et  formulis.  Lipsin  , 17Q7,  a vol.  in-8*.  33  fr. 

VERDUN,  BORDA  et  PINGRE-  Voyage  fait  par  ordre  d*  roi  eu  1771  cl  177a  ta  diverses  parties  de 
PEnrooe.de  l’Afrique  et  de  l'Amérique  , etc.  1778.  a vol  iù-4°.  3©  £r. 

WALI.IS  ' Johamn»  ) »,  t-  d.  Geonietnas  profesaori»  botlùni  iu  celel>«irimi  acaaieorii  Oxonienai  de  algrhrl 
troc  ta  tus  |iistorieu«  et  nracticuj  .MM  i685  anglicè  «Smm  mine  auctus  latine,  cuoa  vmiîs  «ppaodiwibas 
parUta  priùa  editis  ongltcè,  part  un  nune  priintua  edilU.  Oxonur,  1 3 vol.  ia-foL 
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